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Das  Recht  der  Uebersetzung  in  fremde  Sprachen  bleibt  vorbehalten. 


Uae  vorliegende  Werk  eutliält  im  Weeentlichen  das  Material 
der  Vorträge  des  Verfasser»  über  Theorie  und  Anwendung  der 
elliptißcbeu  Functionen.  Daseelbe  ijchlieBst  eine  AuBfllbrung  des 
theoretischen  Theiles  ein,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  £nt- 

I  viokelungBgang  des  beliandelten  Gegenstandes. 

■  Die  hervorragende  Bedeutung  der  Lobre  von  den  elliptischen 
Functionen  darf  wohl  zur  Rechtfertigung  einer  Darstellung  dienen, 
welche  namentlich  der  historischen  Entfaltung  eine  i>e8ondere  Auf- 
merki<amkeit  zugewandt  bat.  Der  ungemeine  Reichthum  analyti- 
scher Entwickelungen,  verbunden  mit  den  verschiedensten  Anwen- 
dungen auf  fast  alle  Zweige  der  Mathematik,  scheinen  eine  müglicbst 
einfache  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen 
zo  fordern.  Von  diesen  Gesichtspunkten  ist  der  Verfasser  ausge- 
gangen, mit  dem  Bestreben,  die  Theiie  der  Theorie,  welche  nament- 
lich bei  academischeu  Vorträgen  zur  Sprache  kommen,  eingehend 
zn  bebandeln. 

Die  Arbeiten  von  Legendre,  Abel  und  Jacobi,  welche  das  Fun- 
dament aller  späteren  Uutereucbungen  bilden,  halicn  bei  Abfassung 
dieKr   Blätter   eine   besondere   Beachtung  gefunden.     Fast  jedes 

I  Theorem,  jede  Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und 

l  ellipÜBChen  Functionen  ist  innig  mit  den  I^amen  der  bemerkten 


IV 

drei  grossen  Mathematiker  yerbunden.  Sowohl  aus  historischem 
Interesse,  als  der  Vergleichung  ein  leichtes  Httlfsmittel  zu  bieten, 
ist  bei  allen  wesentlichen  Resultaten  der  Name  des  ersten  Darstel- 
lers in  Verbindung  mit  möglichst  genauen  literarischen  Hinweisun- 
gen angemerkt  worden.  Dass  wo  möglich  jede  wesentliche  Formel 
die  Legitimation  ihres  Ursprungs  bei  sich  führt,  darf  wohl  auf 
Billigung  rechnen,  im  Hinblick  einer  wenig  erfreulichen  Vernach- 
lässigung der  Literatur  in  vielen  mathematischen  Schriften.  Es 
lässt  sich  eine  solche  Vernachlässigung  um  so  weniger  entschuldigen, 
als  Mathematiker  wie  Lagrange^  Gauss  und  Jacobi  in  ihren  Schriften 
durch  kurze  historische  Einleitungen  darauf  hingewiesen  haben, 
wie  nfltzlich  ihnen  eine  {Erwähnung  der  einschlägigen  Arbeiten  er- 
schien. Die  bekannte  Thatsache,  dass  jedes  Zurückgreifen  auf 
originale  Arbeiten  für  die  weitere  Förderung  einer  Wissenschaft 
ungemein  anregend  wirkt,  hat  den  Verfasser  bestimmt,  keine  Mühe 
zn  scheuen,  die  literarischen  Nachweise  mit  grosser  Sorgfalt  zu 
behandeln.  Mit  einer  geringfügigen  Ausnahme  (p.  498)  hat  der 
Verfasser  alle  angeführten  Abhandlungen  und  Werke  selbst  einge- 
sehen; nur  der  grosse  Reichthum  der  hiesigen  Bibliothek  konnte 
es  ermöglichen,  das  erforderliche  Material  für  Geschichte  und  Lite- 
ratur zu  vereinigen. 

In  Verbindung  mit  den  zahlreichen  gedruckten  Abhandlungen 
sind  hier  noch  Aufzeichnungen  eines  Vortrags  zu  erwähnen,  welcher 
auf  directe  Vorträge  von  Jacobi  basirt  war.  Es  ist  bekannt,  dass 
der  grosse  Mathematiker,  wie  kaum  einer  vor  ihm,  es  verstanden 
hat,  eine  Reihe  von  Gelehrten  aus  seinen  Schülern  zu  bilden,  von 
denen  eine  bemerkenswerthe  Zahl  zu  den  hervorragendsten  Ver- 
tretern mathematischer  Wissenschaften  gehört.  Der  Verfasser  hatte 
das  Glück  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  einem 
dieser  hervorragenden  Schüler  Jacob! s  —  Hei-m  C.  W.  Borchardt  — 
eingeführt  zu  werden;  leider  hinderte  eine  längere  Krankheit  den 
ausgezeichneten  Vorträgen  bis  zu  Ende  folgen  zu  können.  Es  scheint 
nur  selbstverständlich  hier  anzugeben,  was  —  abgesehn  von  allen 
literarischen  Bemerkungen  —  das  vorliegende  Werk  jenen  Vorträ- 
gen verdankt    Es  sind  die  auf  p.  95 — 89  und  p.  103 — 117  mitge- 
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ungen  Hber  Thefa-Functionen,  ferner  die  Anwcn- 
ilunjren  <liei»er  Functionen  auf  Integrale  auf  p.  166,  p.  203  und  p.  2(1« ; 
hierzu  kommen  nooli  die  aitf  p.  247  und  p,  270  —  272  befolgten 
Methoden  zur  Betrachtung  einiger  uneudlicben  Product«  und  »ehljeBB- 
lirh  der  Inhalt  der  Note  IV.  Wenn  auch  die  Anznhl  der  ange- 
fßhrleu  Seiten  eine  geringe  ist,  so  ISeet  sich  nicht  verkennen,  da»B 
f^ade  der  Inhalt  derselben  einen  schönen  Beleg  fiir  das  wunderbare 
Genie  JacoWs  nbgieht.  In  gleicliem  Maas^e  wie  die  Veröffentlichung 
der  VorleRungen  Jacobi'x  über  eUiptieehe  Functionen  dem  Andcnlion 
des  ^nseen  MathematikcrB  geboten  erecheint,  macht  sich  ebeofnll» 
das  Fehlen  einer  Darstellung  desselben  Gegenstandes  von  einem 
bßrtlhniten  Mathematiker  geltend,  welcher  1S53  die  Wissenschaft 
durch  eine  Theorie  der  Abelschcn  Functionen  bereichert  hat  (Journ. 
rOr  Msthematik,  Band  47). 

Bei  einer  Theorie,  wie  die  der  elliptischen  Functionen,  deren 
Awbildiing  noch  lange  ein  Feld  mathematischer  Th/itigkoit  bleiben 
wird,  kann  eine  Begegnung  von  Darstellung  ein  und  desselbeu 
iRtaudes  leicht  »^tattfinflen.  Die  ganze  Anlage  des  Werks  und 
[inb  die  Ausarbeitung  des  neunten  Abschnitte,  haben  die 
Untersuchungen  des  Verfassers  besonders  iu  Anspruch  ge- 
Uai  allen  Derufiingcn  mit  Rücksicht  auf  Resultate  vor- 
uibeugeo,  entlialten  in  Abhandlungen,  welche  dem  Verfasser  unbe- 
kannt geblieben,  ist  derselbe  gerne  bereit  allem  bestrittenen  Eigen- 
^enthuDiBrccht  su  entsagen. 

Wm  die  angewandlen  ßezeicbnungen  betrift^,  po  sind  die  von 
legmdre  und  Jacohi  gebrnuchten  Bezeichnungen  maasggebend  gewe- 
Hsn.  Die  Arliciten  von  vorzuglichen  Mathematikern  zeigen  in  Hinsicht 
auf  die  BevLeictuiungen  einen  Mangel  an  Uebereinstiinmung,  welcher, 
wcDii  aaoh  zu  lieduuem,  doch  zu  entschuldigen  ist  Die  Theorie,  wie 
sie  Jttcobi  hiutuilasKen,  kann  nicht  als  abgeschlossen  angepehn  werden, 
so  dann  wflid  einer  späteren  Zeit  eine  einheitliche  Bezeichnung 
Torbcliallcn  bleibt 

Ihircli  Aneinanderreihen  dee  Inhalts  mehrerer  Vorträge  war 
eiue  Eintbeilung  de»  Buchs  in  Abuchnitte  geiioten.  Ks  muss  hier 
faerrorgebohcu   werden,   dass  diese  Eintheilung   nur  der  bei^seren 
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Uebersicht  halber  angewandt  igt  and  nicht  den  eigentlichen  Cba- 
racter  des  Werkes  verhüllen  soll,  eine  einfache  und  doch  in  den 
Elementen  Tollständige  Einleitung  in  das  reiche  (Gebiet  der  ellip- 
tischen Functionen  zu  bilden. 


Göttingen,  Ende  October,  1875. 


Alfred  Enneper. 
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Erster  Abschnitt 


$  1.    Einleitende  Betrachtungen. 

Die  Novi  Commentarii  Academiae  Bcientiarum.  imper.  Petro- 
poUtanae,  i  X.  (pro  Anno  MDCCLXIV,  Petropoli  MDCCLXVI) 
enthalten  die  berühmte  Abhandlung  Euler^s: 

„De  Reductione  Formularum  integralium  ad  rectificationem 
ellipsis  ae  hyperbolae." 
Diese  Arbeit  ist  sowohl  ihres  Inhalts  wegen,  als  wegen  der 
Untersuchungen  von  Legendre,  zu  denen  sie  den  Anstoss  gegeben 
zn  haben  scheint,  äusserst  bemerkenswerth.  Euler  fasst  die  Resul- 
tate Ton  Maclaurin  und  tfAlemhert  über  die  Rectification  der  Ellipse 
und  Hyperbel  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung  zusammen,  welche 
die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  behandelt,  deren  Differenz 
sich  auf  geometrische  Weise  angeben  lässt.  Auf  pag.  4  bemerkt 
Euler: 

„Imprimis  autem  hie  idoneus    signandi    modus    desiderar 

videtur,  cujus  ope  arcus  elliptici  aeque  commode  tn  calculo  ex- 

primi  queant^  ac  jam  logarithmi  et  arcus  circulares  ad  insigne 

Analyseos  per  idonea  signa  in  calculum  sint  introducti.    Talia 

Signa  novam  quandam  calculi  speciem  suppeditabunt,  cujus  hie 

quasi  prima  elementa  exponere  constitui." 

Diese  Bemerkung  Etiler^»  findet  sich  reproducirt  auf  pag.  VH 

des  Avertissemcnt    im   ersten  Bande    des    grossen  Werkes   von 

Legendre: 

Traitö  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  eulöriennes. 
Paris  1825—28.   2  YoL  und  3  Supplemente. 

Bnneper,  ellipt.  Funoftlonen.  1 


Legendre  bemerkt  zu  den  Worten  Eiiler^s  Folgendes: 

„Euler  avait  privu  qu'ä  Taide  d*une  notation  convenable,  le 

calcul    des  arcs  d'ellipse  et  d'autres  transcendantes  analogues, 

pourrait  devenir  d'un  usage  presque  aussi  g^n^ral  que  celui  des 

arcs  de  cercles  et  des  logarithmes,   mais  si  on  excepte  Landen, 

qui,  par  la  d^couverte  de  son  th^orSme;  aurait  pu  s'ouvrir  des 

routes  nouvelles,  personne  ne  s'est  mis  en  devoir  de  röaliser  la 

prödiction  d'Euler,  et  on  peut  dire  que  l'Auteur  de  ce  Traitä  est 

restä  seul  k  s'en  occuper,   depuis  Fannie  1786  oA  il  a  fait  pa- 

rattre  ses  premiöres  recherches  sur  les  arcs  d'ellipse,  jusqu'ä 

r^poque  actuelle." 

Die  ÜBtersodiaDg^ni  über  die  Bogen  von  Ellipse  und  Hyperbel 

haben  Legendre  darauf  gef&hrt>  sowohl  die  entsprechenden  Integrale, 

wie  andere  Integrale,  zu  welchen  ?eiD  analytische  Betrachtungen 

YeranlassuBg  gtaben,  mit  dem  Namen  „elliptische  Functionen''  zu 

belegen.    Diese  Bezeichnung  hat  darin  eine  Aenderung  erlitten,  als 

gegesw&rtig  das  Wort  FuncHon  durch  hUegral  ersetzt  ist,  so  dass 

die  Arbeitea   Legendre^^   sich    auf  elliptiBche  Integrale   beziehen 

Die  Bezeichnung  ^elliptisefae  Funetionen''  ist  auf  eine  Gattung  von 

Functionen  ttbertragen  wohlen-^  welche  mit  den  elliptischen  Inte-. 

gralra  ia  enger  Verbindung  stehn,  wobei  die  Terminologie  leider 

an  jener  Unvollkommenheit    leidet,   die  ihren  Ursprung  in    der 

Mhittnbaren  Yerallgemeinerung  eines  isolirten  Problems  hat    Für 

die    auftretenden    Integrale    und   Functionen    ist    das   ^ithetoH 

i^eUiptiaeh''  weder  geometrisch  noch  analytisch  irgendwie  charac- 

teristiseh,  sondern  rein  conventionell^  Natur. 

Uatec  den  Functionen  einer  Variabein  haben  die  trigonometrischen 
Functioneoi  die  Eigenthttmliehkeit,  dass  der  Werth  einer  solchen 
Funetioa  ungeftodldrt  bleibt,  wenn  das  Argmment  um  ein  Multiplum 
einer  gewissen  reellen  Quantität  zunimmt.  Diese  Quantität  heisst 
taeh  GnusM  der  Modul,  nach  Jacohi  der  Index  der  Periodicität,  oder 
auoh  wohl  einfach  die  Periode^  Beschränkt  man  sich  nicht  allein 
auf  reelle  Perioden,  so  fahren  die  Exponentialfunctionen  auf  ina- 
ginftre  Perioden;  Diese  verschiedonen  Functionen,  welche  durch 
Combinationea  au  aUgemeiuttren  Betrachtangen  über  die  Periodici- 


tu  TevmDlaBsuDg  geben,  sind  speoielle  FftDe  einer  all^emeinereD 
Gattung  von  Functionen,  welche  „elliptische  Functionen"  heissen. 
clliptbcheu  Functionen  bilden  die  einfachsten  tinppelt  perio- 
leben  Functionen.  Mit  dienern  Namen  werden  Functionen  be- 
inet,  deren  Wertb  uugeflndert  bleibt,  wenn  zwei  beBtimmte 
Quantitäten  zum  Argument  hiuzugefUgt  werden  können. 

Die   Eigenschaft    der    dtippelten   Periodizität,    der   elliptischen 

Jancüonen  bildet  die  Hasie  der  Untersucliungeii,  durcli  welclie  im 

Seiten  Viertel  unseres  Jahrhunderts  die  beiden  grosflen  Vertreter 

sensctiaft,  N.  II.  Abel  aus  Cbristiania  und  C.  G.  J.  Jacobi 

I  Königsberg,  die  mathematischen  WisBenschafton  in  ungeahnter 

!  erweilertan.    So  Bchai-fsinuig  die  Arbeiten  Legendre's  auch 

,  drohten  dieselben  doch  steril  zu  bleiben.    Im  hohen  Alter  von 

J  Jahren  batto  Legendre  die  Freude,  einen  sehr  verspäteten,  aber 

sehr   glänzenden  Erfolg  seiner  Arbeiten   zu   erleben.     In  der 

Vorrede  zuni  ersten  Supplement,  datirt  Paris,  d.  12.  August,  1828, 

«gl  der  Verfasser: 

„Apr^s  m'etre  occup6  pendant  un  grand  nombre  d'annöee 

ile  la  tb^orie  des    fouctions  eltiptiqueB,    dont  Timmortel  Euler 

avait  posä  Ics  fundemeuB,  j'ai  cm  devoir  rassembler  les  resultats 

^^■de  ce  long  trarail   diins  un  Traitä   qui   a  ät£  rendu   public  au 

^^^nni»  de  jauviei'  1827.     Jusque  lä   les  gi^nm^tres   n'avaient  pris 

^^Tprcfliine  aucuno  part  k  ce  genre  de  recberehos,  mais  ü  peine  mon 

'        iiivrage  avait-il  vu  lo  jour,  k  peine  bou  titre  pouvait  il  Stre 

»mnu  des  savans  ätrangers,  que  j'appris  avee  autaut  d'^tonnement 

^ne  de  sati»fa<:tiun ,    que    deus  jeuues  geomätres  MM.  Jacobi 

(C— G — J)    de   Koenigeberg   et  Abel    de    (Jbristiania ,    avaient 

T^lwid,  par  leurs  travaux  iiurtjculiers,  ii  perfectionuer  considärable- 

nient  la   tbövrie   des   functiuns   elliptiques    dans   ses  points  les 

plm  «lev^a. 

:&fl  bat  seine  genialen  Untersuchungen  iu  den   Mnf  ersten 

Wndeu  de«   1S20   von  Crelle   begrüudeten    „Journal    für  die  reine 

"Dif  angewandte  Mathematik"    niedergelegt.    Ausserdem  enthalten 

Jie  .AdtroDomiscbo  Nachricbten"  (Band  VI.  p.  365—388,  Bd.  VIL 

t  :i3~44)  einige   Mittheilungen    von  Abel  Über  eine  Entdeekong', 

)• 


betreffend  die  allgemeine  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  von 
welcher  JacoU  an  Legendre  schreibt: 

„Elle  est  au-dessos  de  mes  öloges  commc  eile  est  au-dessus 
de  mes  propres  travaux."*) 

Die  Arbeiten  von  Abel,  welche  in  Crelle's  Journal  enthalten 
sind,  vermehrt  um  Aufsätze  aus  seinem  Nachlass,  finden  sich  zu- 
sammengestellt in  dem  Werke:  „Oeuvres  complötes  de  N.  H.  Abel 
Redigöes  par  Holmboe.  .  Ghristiania  1859/  Nur  sehr  kurze  2ieit 
war  es  Abel  vergönnt  gewesen,  seine  grossen  und  mannichfachen 
Entdeckungen  weiter  zu  verfolgen,  kaum  27  Jahre  alt,  nicht  ganz 
zwei  Jahre  nach  Veröffentlichung  seiner  ersten  Arbeiten  über  die 
elliptischen  Functionen  setzte  der  Tod  ein  frühes  Ziel  der  glänzen- 
den Laufbahn  dieses  tiefsinnigen  und  umfassenden  Geistes.**) 
Oleichzeitig  mit  Abel  veröffentlichte  Jacobi  seine  ersten  Entdeckungen 
in  Crelle*s  Journal  und  den  Astronomischen  Nachrichten  (Bd.  VL 
p.  33 — 38,  u.  133 — 142).  Kurze  Zeit  nach  diesen  Publicationen. 
Hess  Jacobi  sein  berühmtes  Werk  erscheinen: 

Fundamenta    Nova    Theoriae    Functionum    EUipticarum 
Auetore  C.  6.  J."  Jacobi.  Regiomonti  1829. 

Dieses  Werk,  welches  seinen  Verfasser,  der  damals  noch  nicht 
ganz  25  Jahre  alt  war,  mitten  unter  die  hervorragendsten  Geometer 
seiner  Zeit  stellte,  enthält  in  sehr  gedrängter  Kürze  einen  grossen 
Theil  der  wesentlichsten  Resultate  aus  der  Theorie  der  elliptischen 


*)  Vide  „Annales  scientif.  de  TEcole  Normale.  Toms  VI.  Ann^e  1869. 
p.  150.  £8  finden  sich  dort  anf  p.  127 — 175  oilf  Briefe  von  Jacobi  an  Legendre 
ans  dem  Zeitraum  von  1827-18.32  mitgctheilt  Der  Herausgeber  dieser,  fUr 
die  Greschichte  der  elliptischen  Fanctionen  merkwürdigen  Briefe,  Bertrand, 
bemerkt  in  der  Einleitung  zu  der  obigen  Aeusserung  des  damals  noeh  nicht 
ganz  dreiundz\> anzigj ährigen  Jacobi: 

«Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugcment,  dont  la  b^v^- 
nt6f  Bous  toute  autre  plume  que  la  sienne^  irait  jusqu'a  rinjustice.** 

*•)  Vide:  Dirichlet,  Gedächtnissrede  auf  Carl  Gustav  Jacob  Jacobi, 
Grelle  Journal  t.  52.  p.'  203.  Dieser  Aufsatz  enthält  von  Freundeshand  eine 
vollständige  und  liebevolle  Würdigung  der  Arbeiten  des  grossen  Mathema- 
tikers von  Königsberg.  Es  möge  hier^  was  die  Verdienste  von  Abel  und  Jacobi 
um  die  SchOpfnug  der  elliptischen  Functionen  betrifft,  auf  diese  Abhandlung 
hingewiesen  sein. 


■tionen.*)     Jacobi  hnt  BpÄter  in  Cielle's;  Journal  weitere  Unter- 
ihuQ^n  iu  eiuer  Reilie  von  Aufsätzen  tiiodergelegt ,   welche  be- 
it  waren,  einen  zweiten  Theil  rlcr  „ Fundamenta"  zu  bilden. 
Daß  weitere  Vordringen  fUhrte  indessen  Jacohi  zu  einem  genaueren 
äludinm  »einer  Theta-Funetionen,  welche  als  die  Elemente  der 
•-joUiptischen  Functioneu  angesehn  werden  können.     Jacobi  hat  eine 
IbiM  Begründung   der  Theorie   der   elliptiechen  Functionen,   basirt 
ffiM  die  Theta  -  Functionen .   nur   in    academischen   Vorträgen    der 
Nachwelt  LinterlaBsen,  eine  HinterlaBsenschaft ,  welcher  eich  aus- 
peueiphnele  Scliüler  mit  Liebe  und  Talent  angenommen  haben  und 
Arbeiten   ftir   die  weitere  Ausbildung   der  elliptischen  Fune- 
ron    weseutlichei    Bedeutung   sind.      Ueber  die  Leistungen 
1    mögen    folgende  Worte    aus    der    Gedächtnieprede    von 
Hirichiet  Platz  finden,  welehc  in  ausgezeiclineter  Weise  den 
irdentlichen  Geist  von  Jacnbi  characteriBiren : 
^Jacobi*    wissenschaftliche   Laufbahn    umfasst    gerade    ein 
Ylerteljahrhundert.  »Iso  einen  weit   kürzeren  Zeitraum  als  die 
der  meiBteu  früheren  Mathematiker  ersten   KangeB,    und    kaum 
die  Hillfte  der  Zeit,   über  welche  sieh  Euler's  Wirksamkeit  er- 
streckt hat,   mit  dem   er,    wie  durch  Vielseitigkeit   und   Frueht- 
harkeit.  bo  hucIi  darin   die  grösste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm 
alle  Hülfsmittcl  der  Wissenschaft  immer  gegeuwäi-tig  waren  und 
jede«  Augenblick  zu  Gebote  standen," 
Zur  Zeit  als  Jhel  und  Jacobi  ihre  libeiTaschenden  Entdecknn- 
|.Tn  iler  inatheniatischeu  Welt  niittheilten,  befand  sich  '!aitss  schon 
im  Besitz  einer  zieuilicLen  Anzahl  von  Theoremen,  welche  sich  auf 
tUipÜHche  Functionen  boziobn.    Eine  kurze  Andeutung,  welche  die 
iDiiquintiones  Arithmeticae"  (Gauss'  Werke,   Dd.  I.  p.  413)  ent- 
ölen, lieee  vermutben,  dass  Gauss  schon  gegen  Ende  des  vorigen 
Jihrbundorts  sich  mit  Untersucbnugeu  beschäftigt  hatte,  welche  ihn 

*l  tue  giDBii-  ßedcntnnf.  welche  dtim  Werke  Jacubfe,  kurz  nach  seiner 
FiUiaulon,  von  den  ZdlKenusEen  beigelogt  wurde,  Kehl  &ub  dem  Berichte 
••w  dMBulbr  von  PoUton  an  die  Pariser  Acftderaic  hervor.  Dieser  Bericht 
MlerTIld:  Rapport  anr  TouvraK"  de  M.  Jacobi  intitulÖ  Fundanienta  etc. 
Mn  lieh  amf  p.  la— 11"  im  t.  X  der  Mfmoire»  de  rAuadfroie  dee  Sciences 
>-<  de  riutlnt  d«  Ftaucc. 
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zu  identiBohen  BoBultaten  mit  denen  von  Abel  und  Jacebi  geführt 
hatten.  Diese  Vermuthung  hat  durch  HerauHgabe  dea  NachlaBoee 
von  Gauss  ihre  volle  Bestätigung  gefunden  (Gauiss,  Werke.  Bd.  IIL 
p.  281  u.  f.). 

Am  23.  Hai  1828  schreibt  Gauss  an  Schuhmacher  über  eine 
Arbeit  von  Abel: 

„  . . .  die,  Ihnen  gesagt ,  mir  von  meinen  eigenen  Unter- 
suchungen wol  ein  Drittel  weggenommen  hat,  und  mit  diesen 
sum  Theil  selbst  bis  auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buchstaben 
übereinstimmi'' 
Man  findet  weitere  historische,  sehr  interessante  Notizen  tLber 
die  erste  Entdeckung  der  elliptischen  Functionen  durch  Gauss  im 
HL  Bande  seiner  Werke  auf  p.  491 — 496.  Es  bleibt  immer  be- 
dauemswerth,  dass  einer  der  grössten  Mathematiker  aller  Zeiten 
seine  wunderbaren  Entdeckungen  den  Zeitgenossen  nicht  mitgetheilt 
und  dadurch  zur  Mitarbeit  aufgefordert  hat.  In  der  bedeutenden 
Abhandlung:  „De  functionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter 
periodicis,  quibus  theoria  transcedentium  Abelianarum  innititur" 
(Grelle,  Journal  XIII.)  hat  Jacobi  den  für  die  Theorie  der  Functionen 
wichtigen  Satz  bewiesen,  dass  eine  periodische  Function  einer 
Yariabeln  nicht  mehr  wie  zwei  Perioden  haben  kann,  und  dass, 
allgemein  gesprochen,  diese  Perioden  complexe  Grössen  sind,  welche 
sich  nur  auf  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Quantität  reduciren 
können,  aber  niemals  auf  zwei  Quantitäten  derselben  Art,  also  zwei 
reelle  oder  zwei  imaginäre  Quantitäten.  Indem  die  elliptischen 
Functionen  die  einfachsten  doppelt  periodischen  Functionen  einer 
yariabeln  sind,  nehmen  dieselben  unter  den  Functionen  einer 
Variabein  eine  besondere  Stellung  ein,  welche,  in  Verbindung  mit 
den  mannichfachsten  Anwendungen  auf  die  verschiedensten  Theile 
der  Mathematik,  zu  einem  besonderen  Studium  dieser  Functionen 
auffordert 


I  2.    Bemerkiiiigen  ttber  einige  einfache  Integrde 
irrationaler  algebraischer  Fnnetionen. 

Es  seien  a,  b,  c  reelle  Quantitäten,  a  sei  wesentlich  positiv. 
Durch  DivlBion  mit  a  folgt: 

dy 


a         a 


Setzt  man  zur  Vereinfachung  bi  ^=^  ab^  Ci  =»  ac,  so  kommt  die  Be- 
stimmung des  rechts  stehenden  Integrals  auf  die  Betrachtung  des 

btegrals 

dy 


J  \/±y' 


ß  +  2by  +  c 

hinauB.  Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  lässt  sich  durch 
Einftthning  einer  neuen  Integrationsvariabeln  so  transformiren, 
daw  unter  dem  Wurzelzeichen  keine  Constante  mehr  enthalten  ist 
Efl  ist  nämlich  für: 

y^h  =  x\/c—V^      c—b^  >  0, 

y^b  =  OJl/ft^II^C,      62  — C   >    0, 

r         äy  r    dx      _^iQg^  +  l/^ 

y—ft  «=  xl/62+7,    b^+c  >  0, 


]/—y^+2by  +  c       J  V^^ 


=  arc  sm  x. 

2 


Das  letzte  der  vorstehenden  Integrale  hat  ein  besonderes  In- 
teresse, da  dasselbe  zur  Betrachtung  einer  Function  Veranlassung 
giebty  mit  deren  Hülfe  sich  die  beiden  vorhergehenden  Integrale 
leicht  behandeln  lassen.    Man  setze: 


1) 
oder: 


/dx 


')  ^-^' 
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mit  der  Bestimmung,  das»  x  und  u  gleichzeitig  verschwinden.  Die 
Gleichung  1)  giebt  dann  zu  einer  doppelten  Beti*achtung  Veran- 
lassung. Nimmt  man  x  als  gegeben  an,  so  ist  u  eine  bestimmte 
Function  von  x.  Wird  der  Einfachheit  halber  a:  =  1  genommen,  so 
lässt  sich  in  der  Gleichung  1)  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  Potenzen  von  x^  entwickeln.  Man  erhält  dann  durch 
Integration: 

Durch  diese  Gleichung  ist  u  als  Function  von  x  durch  eine 
unendliche  Reihe  bestimmt,  welche  Reihe  in  der  Lehre  der  ein- 
fachen Functionen  bekanntlich  durch  arcsinx  bezeichnet  wird. 

In  der  Gleichung  1)  kann  man  auch  u  als  gegeben  annehmen, 
so  dass  x  Function  von  u  ist,  d.  h.  der  Werth  des  Integrals  ist 
gegeben,  man  soll  die  obere  Gränze  finden,  welche  dem  gegebenen 
Integralwerthe  entspricht.  Das  Problem  lässt  sich  auch  als  Um- 
kehrung der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  3)  stehenden  un- 
endlichen Reihe  auffassen,  welche  Definition  aber  die  Schwierigkeit 
darbietet,  dass  die  Gleichung  3)  als  algebraische  Gleichung  von 
unendlich  hohem  Grade  angesehn,  keine  endliche  Anzahl  von  Wur- 
zeln hat  Wie  die  verschiedenen  Wurzeln  zusammenhängen,  ist 
a  priori  nicht  ersichtlich,  noch  gestattet  diese  Methode  x  einen  be- 
liebigen reellen  Werth  beizulegen.  Statt  der  Gleichung  3)  nehme 
man  die  Differentialgleichung  2)  und  bestimme  x  dadurch,  dass 
X  mit  u  gleichzeitig  verschwindet.  Setzt  man  x  =  q)(xi),  so  ist, 
zufolge  der  Definition  go(0)  =  0.    Für  z  =  — i  folgt: 

=  — u. 


f^     dz       _  _     /^      di       _ 


0  «^0 

also  — X  =  (p{—v)  d.i.  —^{u)  =  q){ — u).     Die  Gleichung  2) 
giebt: 


du 


oder: 


4)        q>\u)  =  1/1— 9)(tt)2. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  durch  Differentiation: 


<p'\u)  -  - 


9 
9)(tt)g)'(u) 


5)       9>"W g>{u). 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  erhält  man  leicht: 
6)      ^u)  =  (-1)-9>W, 

9<£|)<«-+i>(m)  =  (— l)«l/l— 9)(m)2  =(— 1)VH 
Die  Gleichungen  6)  führen  unmittelbar    auf  das  Additions- 
theorem fftr  die  Function  g){u).    Nach  dem  Theorem  von  Taylor 
ist,  wenn  v  die  positive  oder  negative  Einheit  nicht  überschreitet: 

g>(u+v)  ==  q>(u)  +  v^(u)  +  j-^9)"(w)  +  ... 

Wegen  der  Gleichungen  6)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

7)        ip{u+v)  =  fp(u)  l\  +  fp\u)  V, 
wo  V  und  Fl  Functionen  von  v  sind,  welche  sich  leicht  auf  fol- 
gende Weise  bestimmen  lassen.    Die  Gleichung  7)  differentiire  man 
nach  Uy  dann  folgt: 

8)        q)\u+v)  =  9)'(w)  F,  —  g>(u)V. 
In  den  Gleichungen  7)  und  8)  nehme  man  u  ==  0.     Da  nach  4) 
^'(O)  —  1  ist,  so  folgt: 

tp(v)  =  F,  ffXv)  -  V, . 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  gehen  hierdurch  über  in: 

ip(u)  \/\—ip{vy  +  (f{v)  ]/\-fp{uy , 
10)       (p\u+v)  =  (p'{u)q>'{v)  —  9{u)9{v)  = 

l/l— ^(m)2  l/l— ^(t;)2  _gp(w)gc)(t;). 


Setzt  m«an: 

dt 


I 


=  iJt, 


i/i— <» 

« 
80  ist  1  =  ^/(j^)  und  0  =  ^^'(i^)?  wo  jt  eine  bestimmte  nume- 

riache  Constante  ist^  welche  bekanntlich  das  Verhältniss  vom  Um- 
f&og  zum  Diameter  eines  Kreises  ausdrückt.  Die  Gleichungen  9) 
mid  10)  geben  w  =  fw:  gesetzt : 

11)       9>Ui^+v)  =  q>'iv)j    ^'(v  +  iJi)  =  — 9)(v). 
Durch  diese  Gleichungen   lassen  sich  die  Functionen  q>  und  ^' 
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mit  Argumenten,  welche  die  positive  oder  negative  Einheit  flber- 
steigen,  auf  Functionen  reducireu,  welche  innerhalb  dieser  6r&nzen 
bleiben.  Man  kann  in  den  Gleichungen  11)  also  v  beliebig  reell 
annehmen.    Setzt  man  v^^i  x  +  u,  so  folgt : 

9)'(jr+tt)  =  — 9>(i^+w)  =  —?)'(«), 
also  allgemein,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 

g>{u+mk)  —  ( — l)"»^w),        ^'{u+mjt)  —  ( — l)*9>'(w). 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Functionen  go  (u)  und  ^*  (ti), 
abgesehen  vom  Zeichen,  dieselben  Werthe  annehmen,  wenn  das 
Argument  um  ein  Multiplum  der  Constanten: 


7  ,/j-.« 


0 

zunimmt  Die  beiden  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Eine  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  ttber  die  Function 
q>(u)f  wenn  u  nicht  mehr  reell  ist,  soll  hier  nicht  ausgef&hrt 
werden.  Die  vorstehende  Skizze  soll  nur  eine  Idee  geben  von  dem 
Wege,  welchen  man  bei  Untersuchungen  von  Integralen  anwenden 
kann,  die,  sich  fast  von  selbst  darbietend,  als  Erweiterungen  der 
Integrale  angesehn  werden  können,  von  denen  zu  Anfang  dieses  § 
die  Rede  war. 

Als  nächste  Frage  bietet  sich  die  Beduction  eines  Integrals 

uuor; 


/ 


dy 


1/04^*+  (hy^+  (hy^+  öiy+oo 

auf  seine  einfachste  Form  dar  und  dann  der  Versuch  einer  Um- 
kehrung, indem  die  obere  Gränze  der  einfachsten  Form  als  Function 
des  Integrals  angesehn  wird.  Diese  Anschauungsweise  hat  in  der 
That  den  Anstoss  zu  den  elliptischen  Functionen  gegeben. 

Es  wird  sich  ergeben,  dass  die  beiden  obigen  Integrale  auf 
dieselbe  einfachste  Form,  welche  die  Normalform  heisst,  reductibel 
sind,  gleichviel,  ob  das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  vom 
dritten  oder  vierten  Grade  ist. 


II 

Die  Betraehiang  der  Fiuietion  p{u)  in  diesem  §  igt  eine  etwas 
weitere  Aueftlhnuig  einer  kurzen  Andeutung  von  Eisenstein,  ent- 
liAhen  in  dessen  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summations- 
formdB*  (Grelle  Joum.  t.  XXX  p.  211,  oder  auch  Mathematische 
Abhandlungen.  Berlin  1847.  p.  241).  Untersuchungen  ähnlicher 
Art  findet  man  schon  in  der  Sectio  II,  Cap.  Y  des  ersten  Bandes 
der  „Institutiones  calculi  integralis"  von  Euler  (Petropoli  1824, 
p.  364),  zu  welchen  Durege  einige  vereinfachende  Bemerkungen 
hinzugefügt  hat  (Zeitschrift  f.  Mathem.  Jahrg.  III  p.  241). 

§  8.    Bednetion  der  elliptischen  Differentiale 

nach  Legendre. 

Sind  P  und  Q  zwei  Polynome  von  y,  Ist  femer  R  ein  Polynom 
Tom  vierten  Grade  von  y,  so  heisst  das  Integral: 


/P  dy 
0^ 


/ 


em  elliptisches  Integral,  dessen  Untersuchung  Legendre  zuerst  in- 
soweit vollständig  durchgeführt  hat,  als  die  namentlich  von  Euler 
flberlieferten  Httlfsmittel  der  Analysis  dieses  gestatteten.  Legendre 
fiEUid,  dass  das  obige  Integral  zu  drei  verschiedenen  Gattungen 
Veranlassung  giebt,  als  deren  einfachste  diejenige  anzusehen  ist, 
welche  in  der  Form: 

'  dy^ 

enthalten  ist  Da  vorläufig  nur  einige  Transformationen  in  Be- 
tracht kommen,  so  soll  statt  des  Integrals  einfach  das  Differential : 

2)  ^ 

genommen  werden  und  ein  solches  Differential  ein  elliptisches 
Differential  heissen.  Durch  ungemein  einfache  Betrachtungen  ge- 
langte Legendre  dazu,  den  Ausdruck  2)  auf  die  Form: 

^l/l— Ä^sin«^) 
m  lednciren,  wo  M  eine  Gon^tante  und  0  <  i(r  <  1  ist    Nachdem 
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dieses  wichtige  Resultat  gefunden,  gelang  es  Legendr e,  das  in  i) 
enthaltene  allgemeine  Integral  auf  seine  einfachsten  Formen  zu 
reduciren  und  so  eine  Vergleichung  zwischen  Integralen  zu  ermög- 
liehen,  welche  Arbeit,  wie  Dirichlet  in  seiner  Gedäch^nissrede  auf 
Jacobi  bemerkt,  Legendre  zum  unvergänglichen  Ruhme  gereicht 
(Grelle  Joum.  t  52  p.  198.) 

Es  seien  a^,  a^,  a^,  Oj  und  Aq  reelle  Grössen,  a^  wesentlich 
positiv.    In  dem  Ausdrucke  2)  ist  dann: 

Man  kann  sämmtliche  Coefßcienten  durch  ^4  dividiren,  setzt  man 
dann  zur  Vereinfachung: 

80  wird  der  Ausdruck  2): 

wobei  es  wesentlich  nur  auf  die  Reduction  von: 

4)         ^ 

ankommt.  Um  diese  Reduction  zu  bewerkstelligen,  hat  Legendre 
folgenden  Weg  eingeschlagen.  (Fonct  eil.  I.  p.  6 — 11,  im  Auszuge 
in  den  „Integraltafeln''  von  Minding,  Berlin  1849  p.  172.)  Die 
linke  Seite  von  3)  möge  für  die  Werthe  a,  ß,  y,  d  von  y  ver- 
schwinden, so  dass: 

5)      y=  ±iy-aKy-ß)(u-r)(y-d). 

Sind  a,  ß,  y,  6  reell,  so  sei  a>  ß>y>  6,  die  Grössen  sind 
den  absoluten  Werthen  nach  geordnet,  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  abnehmend.  Sind  zwei  Quantitäten  complex,  so  sei 
y=^m  +  ni,  6  =  m  —  ni,  wo  /,  wie  immer  in  der  Folge,  gleich 
1/  —  1  ist  Sind  alle  vier  Quantitäten  complex,  so  seien  a  und  ß, 
femer  y  und  6  zu  einander  conjugirt.  Durch  eine  Substitution  von 
der  Form: 

erhält  man  aus  4)  und  5): 
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.         _^  _  {q—p)dz 
^        l/F  ]/±Z    ' 

wo: 

8)  Z  = 

[/?—«  +  (g— a)z]  [p— /9+(g— iS)^]  b— 7+  {9—7)A  [P—^+  (^— <J)4 
Man  kann  nun  p  und  ^  in  6)  solche  reelle  Werthe  beilegen, 
dass  der  Ausdruck  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält.  In 
der  Gleichung  8)  hat  man  nur  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Fac- 
toren  mit  einander  zu  multipliciren  und  die  Factoren  von  z  zu 
annulliren.  Führt  man  dieses  fQr  die  beiden  ersten  und  die  beiden 
letzten  Factoren  aus,  so  folgt  aus  8): 

9)  Z  = 

[(/>-«)  {p-ß)  +  {q-a)  {q-ß)z^]  \{p-y)  (p-rf)  +  (^-  r){q-6)z% 

Zur  Bestimmung  von  p  und  q  dienen  die  Gleichungen: 

{p-a){q-ß)  +  {p-ß){q-a)  =  0, 

(p-r)(^-rf)  +  (p-rf)(^-7)  =  0, 

oder : 

10)        pq+aß  =  ?±^{a+ß),      pq  +  yö  ^  ^ (y+d). 

Für  complexe  Wurzeln  lassen  sich  nur  die  vorstehenden  Glei- 
chungen aufstellen.    Diese  Gleichungen  geben: 

\\\        /^  +  g  =       aß  —  rö 
^  2  a+ß—Y  —  6 

„^  ^   <^ß{r+^)-7^(a+ß) 
P^  a  +  ß—Y  —  6       ' 

und  hieraus: 

f      \  2  )  -         (^ä+ß-r-dy 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  der  rechts  stehende  Aus- 
druck immer  positiv,  die  Gleichungen  11)  und  12)  ergeben  also  für 
p  und  q  reelle  Werthe.  Sind  «,  ß,  y,  ö  sämmtlich  reell,  so  könnte 
man  die  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  noch  auf 
andere  Art  je  zwei  zu  zwei  combiniren.  Man  findet  nur  noch  eine 
Combination  der  Art,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  12)  po- 
sitiv bleibt,  wenn  man  nftmlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 


i 


")  M 
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8)  den  ersten  mit  dem  vierten  Factor,  ferner  den  zweiten  mit  dem 

dritten  Factor  multiplicirt  und  in  den  jedesmaligen  Produeten  die 

GoeflQcienten   von   z  annullirt.      Man    erhält    die    entsprechenden 

Gleichungen  unmittelbar  aus  11)  und  12)  durch  Vertauschung  von 

ß  mit  d^  nftmlich: 

q  +p grf — ßy 

""2  a+ö—ß—y' 

'q-py  _  (a-ß)(a-y)(ß-ä){y-6) 

{a  +  d—ß-yy 

Die  Gleichungen  1 3)  werden  ungültig  für  a  +  d  =  /?  +  y.    Dann 

tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

^  a  +  6  ^  ß  +  y 

y==^+-2~  =  ^+    2    • 

Die  Gleichungen  11)   und  12)   geben,  wenn  q — p  positiv  ge- 
nommen wird: 

vjz^izzi  _      ri/(«-y)(«-T)  -  |/(ff-y)(g-rf)-|» 

p—ap—ß  Ll/(a— y)(a— rf)  +  l/^— y)(i3— rf)J  ' 

q_-Y  qjzi^  _  _  r\/ia—6)(ß-d)  +  |/(«-y)(<3~)t 

P—yp—^  Li/(a— <J)0— «0  —  l/(a— y)0— /)J  ' 

{p-a){p-ß)(jp-y){p—^{a  +  ß—y-S)'^  = 

Die  letzte  Gleichung;  lägst  sich  auch  schreiben : 

(p-a)0>-j})(/>-y)O-(0  ^ 

y^  j^'      L^/(a-<J)(^-rf)  + 1/(«— y)(i3-y)-l ' 

Diese  Gleiehungen  zeigen,  dass  die  Gleichung  7)  sich  immer 
auf  folgende  Form  bringen  Ifisst: 

\lY         /•l/±(l±^^z2)(l±A2^2)' 
wo  /;  ^  und  A  wesentlich  reelle  Grössen  sind.    Nimmt  man  h> g 

und  setzt  hz=^x,  femer  -—=»=:  c^  wo  also  c  ein  positiver  achter  Bruch 

ist,  so  geht  die  Gleichung  14)  über  in: 

iy  dx 


16) 


|/F        /■A.|/±(l  ±«a)  (1  ±«»JB»)  ■ 
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Je  nachdem  in  dem  Differential  rechts  die  oberen  oder  un- 
ren  Zeichen  mit  einander  comblnirt  werden,  ergeben  sich  acht 
irschiedene  Fälle,  von  denen  einer  ausfällt,  wenn  der  Ausdruck 
iter  dem  Wurzelzeichen  nicht  negativ  sein  solU  Durch  Einftih- 
mg  trigonometrischer  Functionen  gelangt  man  schliesslich  ku  der 
Aeichung: 

^        ^y  M   i/l— ;t2  8in2  9)' 

^oO^A:=l  ist,  wie   sich   unmittelbar   aus   der  nachstehenden 
Udnen  Tabelle  ergiebt. 

l    ,  =     .  ==,  a;=tanga),  /:'=! — c\ 

[/(i+a;2)(l+c2x«)        l/l— ^«sin»^)' 

u  -=====.  =  -7=*====-,  a;  =  cos9),  k^ 


l/(l_a;i)(l+c2a:2)  \/\—k'^%ixi'^(p'  ^'            1+c^ 

l/(x*— I)(l+c2ar2)  l/l— ^2Bin2(p'  cosgo'            l+c^ 

IV              dx                         — kdq>  cos©  ,„         1 

]/{\+x^){l—ch;^)  ]/l—k^Bivflq)  c    '          1+c« 


c2 


]/{i+x^){c^x^—l)        \/l—k^fiivfl9>'         C.C0S9)"  \+c 

tn  dx  dip  .  . 

▼1    .  =  —  ,  a:  =  sing),    k  =^  c. 

|/(l_x»)(l— c2a?2)        l/l— ^«sinV 

ra         ^^ «:     — ^y      ^_  _!_  ;^=^^ 

|/(x2— 1)  (c'a;«— 1)        \/\—kH\n^ '  c  sin^p' 


2 


m 


dx  — dq> 


l/(af  J_l)(l  —c^'i)        1/1— A2ßiB«^ " 


ar*  *=  sin^9>  +  ;^C08*9),      Ar*  =  1  —  A 


Die  Oleichungen  VI  ond  VH  biMto  nur  einen  Fall,   m  der 

1 
leiehung  VI  ist  o;  =  1,  in  der  Gleichung  VII  dagegen  ist  a(  =  -~ 

ie   yersehiedenen  Werthe   von  x  in  I — VIII  sind  sämmtlich  in 
r  Fonn  enthalten: 

^    ~   (7  +  />sin2g)' 
}  Aj  B,  C  und  2)  reelle  Conirtanten  sind. 
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Man  kann  in  der  Gleichung  VIII  noch  eine  andere  Substitu- 
tion machen.    Setzt  man  nämlich: 

IX    X  —     l+8iny  +  0— Biny)l/g        ^2^  /izd/fV 
""  {l+&mq>)c  +  (1— sln9))l/c  '  \i  +  ]/c/  ' 

80  folgt: 

X  ^  =  U^  +  l/^)'^y 

l/(a;2— 1)(1— c2a;2)  ~  2  ^/i—A-^sin^^' 

Da  in  der  Grleichung  6)  z  =  —  ist ,  wo  h  eine  Constante  be- 

deutety  so  folgt  nach  den  Gleichungen  I — VII,  IX  und  X,  dass 
zwischen  y  und  q>  der  Differentialgleichung  16)  die  Relation  be- 
stehen kann: 

_   a  +  bt 
^  ~  a'  +  bW 

wo  t  eine  der  Functionen  sin  9)^  cos  9)  oder  tangg)  ist. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16)  heisst 
die  Normalform  des  elliptischen  Differentials.  Schon  die  Gleichungen 
Vni,  IX  und  X  zeigen  y  dass  die  Quantitäten  M  und  k  yerschie- 
dene  Formen  haben  können,  also  variabel  sind,  nur  dass  k  ein. 
ächter  Bruch  ist,  was  den  wesentlichen  Character  der  sogenanntea 
Normalform  ausmacht  Enthält  der  Ausdruck  von  F  in  der 
Gleichung  V  nur  grade  Potenzen  von  y,  so  kann  man  unmittelbar 
eine  der  Reductionen  anwenden,  welche  in  den  Gleichungen  I — X. 
enthalten  sind.  Die  unmittelbare  Anwendung  wird  nur  dann  un- 
zulässig, wenn  die  Gleichung  F^O  fUr  y^  keine  reellen  Wurzeln 
giebt  Man  muss  in  diesem  Falle  wieder  die  oben  gegebenen 
Transformationen  des  Differentialausdrucks  yomehmen.  Da  dieser 
Fall  von  Interesse  ist,  so  soll  derselbe   kurz  angeführt  werden. 

Es  sei: 

F  =  y^+2vh/^cos2fv  +  v\ 

Nimmt  man  dann: 

a  =  — vi^,    ß  =  vie'-^y     y  =  viV"*,     6  =  — vier^, 

so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12):  p  +  q  =^  0,  pq  =  — t;^,  also 

q  =  v,  p  =  — V,    Die  Gleichung  6)  giebt: 

y^  ^  z—i 
V        z  +  1 
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and: 

vGOBwdy  dz 


]/y*  +  2t,  V  C08  2«  +  V*        ^^^  ^  ^^,^  A  _^  |\ ' 

1  —  BJnit? 

1  +  B1I1«; 

Setzt  man  weiter: 


==  a;l/c  =  ^  |/i 


—  Bin«; 


+  Bin«;* 
ao  folgt : 

v.{\  +Bin«;)rfy  dx 

\/y^+2vh/^eos2fv+v^  ""  \/{\+x^){\  +  c^x^Y 

welche  Gleichung  auf  die  Formel  I  führt. 

r 

I  i.    Bemerkungen  und  Ausführungen  zur  Beduction 

elliptischer  Differentiale. 

Neben  der  im  vorhergehenden  §  bemerkten  Keductionsmethode 
hat  Leg  märe  noch  eine  zweite  Methode  zur  Beduction  des  ellipti- 
seben  Differentials  auf  die  Normalform  angemerkt,  welche  auf  fol- 
genden Principien  beruht.    Es  sei: 

1)  Y  ^{a  +  Vnf-^cy'')  {a!  +  Wy  +  c^). 

Da  die  beiden  Factoren  rechts  dasselbe  Zeichen  haben  müssen, 
wenn  \/y  reell  sein  soll,  so  kann  man  setzen: 

2)  a'  +  2*'y  +  cfy'^  =  (a  +  26y  +  cy»)  z« 
oder: 

(c'  — C22)y2  +  2(6'  — 622)y+a'  — oz»  =  0. 

Diese  Oleichung  differentiirt  giebt: 

3)        {{d  —  cz^)y  +  b'— bz^]  dy  =  z(a  +  2by  +  cy^)  dz. 

Nach  1)  und  2)  ist  nun: 

V=  {a  +  2by  +  cy^yz^ 

oder: 

l/F  =  {a+2by  +  cy^)z. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  folgt  unmittelbar: 

dy  dz 

\/¥  ~  (c'—cz^) y  +  b'—bz^' 

Enneper,  elHpt.  Fnnotionen.  2 
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Setzt  man  im  Nenner  rechts  für  y  seinen  Werth  in  Function 
von  z  aus  2),  so  folgt: 


wo: 

Z  =  {V—bz^y—{a*—az^){c'  —  cz^). 

Da  Z  nur  grade  Potenzen  von  z  enthält,  so  gestaltet  sich  der 
weitere  Verlauf  der  Rechnung  wie  im  vorhergehenden  §.  Legendre 
hat  von  dieser  Methode  keinen  Gebrauch  gemacht,  da  ihm  die 
Rechnungen  zu  complicirt  erschienen.  Eine  weitere  Ausführung 
derselben  soll  auch  hier  nicht  stattfinden,  nur  möge  die  Bemerkung 
Platz  finden,  dass  der  Werth  des  Bruches  k  genau  derselbe  ist, 
wie  bei  den  Substitutionen  in  §  3  und  die  von  Legendre  bemerk- 
ten beiden  Substitutionen  zu  denselben  Resultaten  fbhren,  also 
nicht  so  von  einander  wesentlich  verschieden  sind,  wie  dieses  zuerst 
den  Anschein  haben  könnte.  Diese  kurze  Andeutung  möge  hier 
genügen,  deren  genauere  Deduetion  zu  weit  führen  würde. 

Legendre  hat  sich  damit  begnügt,  die  Möglichkeit  der  Reduction 
eines  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 

jL         ^ 

dargethan  zu  haben.  Eine  genauere  Ausführung  der  vorkonunen- 
den  Rechnungen  hat  zuerst  Richelot  in  dem  Aufsatz  gegeben: 
„lieber  die  Substitutionen  von  der  ersten  Ordnung  und  die  Um- 
formung der  elliptischen  Integrale  in  die  Normalform''  (Grelle 
Journal  t  34  p.  1 — 30).  Es  sind  dabei  die  sämmtlichen  Fälle  in 
Betracht  gezogen,  dass  y  zwischen  je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
F=0  liegt,  wenn  diese  Wurzeln  reell  sind.  Eine  derartige  Zu- 
sammenstellung ist  um  so  nützlicher,  als  Reductionen  auf  die 
Normalform  ungemein  häufig  vorkommen.  Bedient  man  sich  der 
in  §  3  bemerkten  Methode,  so  sind  die  Werthe  von  k  und  M  m 
der  Normalform  ziemlich  complicirt,  wenn  F=0  reelle  Wurzeln 
hat  £b  möge  deshalb  ein  anderes  Verfahren  eingeschlagen  wer- 
den, welches  zu  ziemlich  einfachen  Resultaten  führt  und  auf  ebenso 
einfachen  Rechnungen  beruht 


iö 

Liegt  y  zwischen  den  Gränzen  p  und  q,  so  dass  p'^^y'^q,  so 
lumn  man  setzen: 

4)        y  =  pcos^tp  +  ^sin2^. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  yerallgemeinem.  Seien 
p  und  q  beliebige  reelle  Grössen,  welche  dasselbe  JZeichen  haben, 
^^  P\Q\  >  ^-    Nimmt  man: 

sin^y  £i  sin^y 

cos^y       p^  cos^9) 

80  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

^/?jPiCos2y  +  g^^ain^y 
Pi  <^8^  9>  +  ^1  sin^^) 

Nimmt  g>  die  Werthe  von  0  bis  i:T  an,  so  nimmt  y  die  Werthe 
zwiaehen  p  und  (|r  an. 
Es  sei  nun: 

6)        y=  ±(y-a){y-ff){y-y){y-6). 

Soll  y  immer  positiv,  also  ]/Y  reell  sein,  so  muss  in  der  Glei- 
<iliiiiig  6)  rechts  das  obere  Zeichen  genommen  werden,  wenn  y 
innerhalb  der  Gränzen  a  und  oc,  oder  /  und  jS,  oder  — oc  und  ö 
Ii%t.  Liegt  dagegen  y  zwischen  den  Gränzen  ß  und  a  oder  6  und  /, 
^  muss  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  6)  das  untere  Zeichen 
genommen  werden.  Sind  nun  p  und  q  zwei  Gränzwerthe,  zwischen 
denen  y  liegt,  setzt  man  den  Werth  von  y  aus  5)  In  die  Gleichung 
6))  80  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

Y,{pieo%^q>  +  qimi^(py  = 
iTsin^  <p  cos^  9) .  {g  sin^  9>j+  h  cos^  gp)  {g^  sin^  9)  +  Äi  cos^  9), 

^^  ^,  ^,  Ä,  ^1 ,  Äi  Constanten  sind,  welche  Pi  und  ^1  nur  in  der 
^^n  Potenz  enthalten.    Man  kann  nun  immer  ^    so   bestimmen, 

A  Pl 

<»8«  entweder  h  =  g  oder  ä^  =  ^1  wird  und  zwar  ist  die  Annahme 

20  machen,  welche  in  dem  Factor  von  der  Foto  rsin'^y  +  fcos^^) 

die  Relation  s>r  giebt 

Mit  Rücksicht   auf  diese    Bemerkungen   ergeben    sich    ohne 

Sebwierigkeit  die  folgenden  Resultate. 

2" 
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SubstitutioneiL    Tabelle  I. 

a,  ß,  Y,  6  sind  reelle  Grössen ,  den  absoluten  Wertben  nach 
ist  a  >  /S  >  /  >  A    Der  Winkel  gp  liegt  zwischen  den  Or&nzen  0 
und  \  jt. 
dy 2 dq> 

l/(y-«)(y-^)(y-/)(y-<^)  "^  /(«-/)"(?"- rf)  i/r=rFiS^* 

a—r  ß  —  d' 

a(ß — d)— /3(a — d)sin^y  Gränzen  von  y: 

^  *"  ~/S — 6 — (a-^^jisin^^)    '       a  und  oc    oder    — oc  und  d. 

y{ß — S) — 6(ß — 7)sin^9)  Gränzen  von  y: 

y  =    ■/}— rf— (/J— 7)sIn»V   '  /  ^d  /3. 

^f 2 dtp 

l/- (y-a)(J^-my-7Ky-rf")  ~  l/(«-/)(^-d)  i/i  -TQä^g.  * 

6{a — 'f)  +  cL{y — 6)hm'^<p  Gränzen  von  y: 
^  "*     a — y  +  {y — S)%i\i^(p    '  rf  und /. 

ß{(z — /) — y{a — ß)%VD}(p  Gränzen  von  y: 
^  "^    ~ä—y^^{ä—ß)Än^<f)    '  ß  ^»d  «• 

Nimmt  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  6  =  —  a  und 
lässt  6  unbegränzt  zunehmen,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Tabelle^ 
welche  dem  Falle  entspricht,  dass  das  Polynom  in  y  unter  dem 
Wurzelzeichen  vom  dritten  Grade  ist. 

Substitutionen.    Tabelle  II. 

a,  ß,  y  sind  reelle  Grössen,   den  absoluten  Werthen  nach   ist 
a>  ß>y.    Der  Winkel  ^  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  j jr. 
dy  2 dq> 

k^  -  tzl. 

a—y 

y  =  ^s — ^    Gränzen  von  y:  a  und  <x. 

y  — »  Y  +  (ß — 7)  sin*  9).  Gränzen  von  y:  y  und  ß. 
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«^ _2 dg> 

l/"(y— «)(y— /J)(y— r)  ^  ]/^^  l/l— Ar'sin»?) ' 

a— y 
y  =  ' — r-5 — -.    Gränzen  von  y:  — oc  und  7. 

^^    PV«  —  /;    /     Z^  .\ — — .    Gränzen  von  y:    ß  und  a. 

Die  Relationen  zwischen  y  und  dem  Winkel  tp  in  den  beiden 

vorhergehenden  Tabellen  lassen  beliebig  viele  Umgestaltungen  zu, 

von  denen  hier  nur  zwei  hervorgehoben  werden  sollen,  welche  bei 

Behandlung  elliptischer  Integrale  von  historischem  Interesse  sind. 

Es  sei  /r'   durch   die  Gleichung    Ar*  +  *'^=1,  oder   durch  /r'  = 

\}\-'iö'  bestimmt    Fflhrt  man  statt  (p  einen  Winkel  ip  mittelst  der 

folgenden  Gleichung  ein: 

-V        .       .,  1    1  +  sintp 

7)        tang^9)  =  —  .        .      ^ 

«0  folgt: 
gv  äq>  ^       1       d^ 

Setzt  man  nach  AusfBhrang  der  Sechnungen  q)  statt  ip,  so 

(tSeben  sich  die  von  Richeloi  aufgestellten  Gleichungen.    Nimmt 

■»an  weiter: 

nx  2(1+A:')8inö 

■'  ^       (1  +  i/A')'  +  (1  —  i/A')*  sin»  e 

Mist: 

d^  2(l+*')rfe 


10) 


j/7I7E:|)* sin«^       ^(^  +1/*")  - (l-l/*')* Bin'  ö 


Die  Verbindung  der  Gleichungen  7)  — 10)  giebt: 

11)        (1+A08in*9>  — 
(1  +  l/iP)*  +  2(1  +*')  sin  6»  +  (1 — l/Ä0*8in«  © 


12) 


[1  +  0P  +  (1  — l/A')8in  ö]* 
d9>  2  de 


l/l-*»8in»y        (1+l/AO'    l/i"     /^"^-i/^'oin»ö 

^         \1  + 1/*"/ 
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Setzt  man  nach  Ausftihrung  der  Rechnungen  q>  statt  S,  80  er- 
hält man  die  von  Jacohi  (Fundamenta  p.  12 — 16)  aufgestellten 
Gleichungen.  Auf  die  vorhergehenden  Relationen,  wenn  auch  in 
anderer  Form,  hat  schon  Richeloi  (Grelle  t.  34.  p.  20  u.  24)  auf- 
merksam gemacht  Ein  Aufsatz,  welcher  diesen  Gegenstand  be- 
trifft, von  Luchterhandt  findet  sich  in  Grelle  Journal  t  17  p.  218. 

Zur  Vervollständigung  der  Reduction  eines  elliptischen  Diffe- 
rentials auf  die  Normalform  sollen  noch  kurz  die  Fälle  erwähnt 
werden,  nach  der  Methode  des  §  3,  wenn  die  Quantitäten  a,  ß,  y,  6 
nicht  sämmtlich  reell  sind. 

Es  sei  y  =  m  +  m,  6  =  m  —  /«*.    Setzt  man  zur  AbkQrzung: 

13)        (m— a)2  +  n2  =  a\        {m—ßy  +  n^  =  b\ 

so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12)  von  §  3,  wenn  q—p  positiv 
genommen  wird: 

^L:^(a  +  ß—2m)  =  aß—m^—n^, 

also: 

p(a  +  ß — 2m)  =  aß  —  m^ — n^  —  aby 
q{a  +  ß—2m)  =  aß—m^—n^  +  ab. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  findet  man  leicht: 
14) 

Ap—a)(a+ß—2m)  =  —a(a+b),    {p—ß)ia+ß—2m) Ha+b), 

\iq—a){a+ß—2m)  =  — a(a— ü»),    (q—ß)(a+ß—2m)  =-  Ha—b), 
[(p— »i)»  + «2]  («  +  /?— 2m)2  =  2ab[ab—(m  —  a)(m—ß)  +  h^], 
[(q—m)^  +  n?]ia  +  ß—2m)^  =  2ab[ab -\-(m—a){m—ß)—n^]. 

Es  ist  ferner: 
15) 

l  [a*+(»i— «Km— i9)  — n«]  (a+ft)*  +  [ab  —  (m—a)(m—ß)  +n»]  (a— ft)»  == 

2a*.  (a +19— 2m)*, 
[ab+im—a)(m—ßi—n^]  ia+b)^—[ab—im—a){m—ß)  +«*]  (a— *)«  = 

2[ni  +  (m—a)(m—ß)]{a  +  ß—2m)*  = 
[a*  +  6» — (a — 13)»]  (a  +  ß— 2m)». 
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Da: 

so  erh&lt  man  mittelst  der  Oleichungen  14): 

ift^        y — « £.  a  +  b  +  (a  —  b)z 

^       y—ß~b'a  +  b—(a—b)z' 

Die  Oleichang  14)  des  §  3  nimmt  folgende  Form  an: 

dy    ^  2{a  +  ß—%n)dz 

l/F  l/±2^^        ' 

WO: 

Z,  =  (a  +  by —{a—by  z% 

IZt  =  <ü>—(m  —  a){m—ß)  +  n^  +  [ab  +  {m—-a){m—ß)  —  n']z^ 
Hat  2i  das  positive  Zeichen,  so  ist  -__7v   >  ^,    man    kann 
2  = — jCOB^)  setzen,  hat  Zj  das  negative  Vorzeichen,  so  ist 

z  > -.  man  setze  dann  z  =         ,    .    Führt  man  diese 

a  —  h  '  a  —  h   COS9) 

Substitutionen  aus,  so  erhält  man  das  folgende  System  von  Glei- 
chungen mittelst  der  Gleichungen  14) — 16). 

Substitutionen.    Tabelle  III. 
a  und  /)  sind  reelle  Grössen,  dem  absoluten  Werthe  nach  ist 
a>  ß.     Zur  Abkürzung  ist  gesetzt : 

(m—  ay  +  n«  =  a\         (m—ßy  +  w«  =  b\ 
Der  Winkel  9)  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  jt. 

dy 1  dq> 

lÄi^^)  Ö^^^K^  +  w2]  T  l/ö^  l/'l— ^^sin^cp' 

y — a  a^    1 — cosy  Gränzen  von  y: 

y — ß         b    1  +COS9)  '       a  und  oc  oder  — 00  und  ß. 

dy  1  dg) 


\/(ja—y)(y—ß)[(y—mY  +  n^']       \/äb  l/l— Ä^sin^^' 

'^  2  L  2^^  J' 

a — y         a    1+coßQP       ^  ^  ,>       j 

1  «s  •- 1:.     Gränzen  von  y:   ß  und  a. 

y — ß        h    1 — COB9  ^     *^ 
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In  den  yorstehenden  Gleichungen  setze  man  ß=^  —  c  und  lasse 
darauf  c  unbegränzt  zunehmen.    Es  ist  dann: 


lim  —  =  lim 
c 


^^I^W-'. 


2a*  ™  ab  '  a     ' 

Hierdurch  ergiebt  sich  Folgendes: 


Substitutionen.    Tabelle  IV. 
Es  ist  zur  Abkürzung:   (m — a)^-{-n^^^  a\     Der  Winkel  q> 


liegt  zwischen  den  Qränzen  0  und  jc. 

dy  \  dq> 


]/{y—a)[{y—my  +  n^']        l/ö"  l/l  — ^«sin»9)' 

y  —  a  =  öT--; '  >    Gränzen  von  y:    a  und  oc, 

^  I+COS9)  ^ 

dy  1  dq> 


l/(ö — y) [(y — f^y  +  w^]         l/ö   l/l— /f^sin»^)' 

1  +  cos  gp      ^  ^  - 

a — y  =  ÖT ^.    Gränzen  von  y:    — oc  und  a. 

^  1— COS9)  ^ 

Die  obigen  Formeln  werden  ungültig,  wenn  «  +  /}  =  2w.    In 
diesem  Falle  hat  man  einfach: 

a  +  ß 
y  —  m  =  y ^  =  z 

zu  setzen,  um  unmittelbar  zur  Gleichung  14)  des  §  3  zu  gelangen. 
Sind  die  sämmtlichen  Quantitäten  a,  ß,  y  und  6  complex,  so 
setze  man: 

a  =  m'  +  »'«,    ß  =  m!  —  w'/,     7  =  m  +  7«,     6  =  m — ni. 
Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 

17)  (m — m'y  +  (w  +  ny  =  r^,    (w  —  w')^  +  (» — n*y  =  ^2, 
oder: 

18)  (m—m'y  +  n^  +  n'^  =  i-{r^+s^),    Ann'  =  r^—s\ 
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Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  3  geben  dann: 
2p(m'—m)  =    m'^  +  n'^—m^  —  n^—rsy 
2q{rn' — m)  =  mf^  +  n'^ — m^ — n^  +  rs. 

Man  findet  leicht: 

2(j9  —  »»)(m' — m)  =  (w' — m)'^  +  n'^ — »* — rs, 
2{q  —  m){m''^m)  =  {m'  —  my  +  n'^—n^  +  rsy 
2(p — m*){nif — m)  =  — (m' — rn)'^  +  n*^^ — n^ — rsj 
*l{q—mf){m'  —  m)  =  —{m'—my  +  n''^—n^  +  rs. 

^        ^  m' — m      ^^         ^  m* — m 

Mittelst  der  Gleichungen  18)  findet  man  noch: 

[rj  +  (m'— m)2]«— (n'2— n2)2  =  (»»'— m)2(r +  5)^ 
\rs—{mf—n!f^  +(n'»— n^)«  _  {jn* —  nif{r—s)\ 

rs  +  {m'  —  my  +  n'^—n^  =  -r[(r +  ^)2  — 4n2], 
r^— (m'— m)2— n'^  +  n*  =  ^[4/1»— (r— ^)2)]. 

Ftlhrt  man  schliesslich  den  Winkel  q>  mittelst  der  folgenden 
ßleichuDg  ein: 


=  tang9).|/  ^       ^ 


(r  +  5)2— 4n2' 

^  Selangt  man  durch  eine  Rechnung,  welche  weiter  keine  Schwie- 
ngkeiten  darbietet,   zu  dem  folgenden  letzten  Falle  der  Substi- 

Substitutionen.    Tabelle  V. 

Es  ist  zur  Abkflrzung  gesetzt: 
{mf—my  +  (n' — n)^  =  r^,    (m' — my  +  (n' — n)»  =  s^, 

^^^^^2+^^TII^  _  i/(r  +  ^)^-4n^  _ 
r,-.(»i'— m)^— n'^  +  n2  "  1/  4n2_(r_5)i  "  ^^»ngc». 

Für: 

n  "^^        '         1 4-taiig9>tanga>' 

iit: 
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dy        __  __2 dq> 

l/[(y  —my  +  li^ [(y  —  m')'«  +  n^2  ""   r  +  j  ]/\—k^^vD}^' 

Ars 


.  =  .-feY_ 


Man  konnte  auch  y — m  =  nt^ng(q>  —  cai)  oder  y — m'  = 
7t'tang(gp — co')  substituiren  und  dann  den  Winkel  o  oder  co'  so 
bestimmen,  dass  in  der  transformiiien  Form  der  Factor  von 
8in9)COB9)  verschwindet  Die  in  den  Tabellen  III;  IV  und  V  vor- 
kommenden  Relationen  rühren  im  WcBentlichen  von  Richelot  her. 

%  5.    Literarische  Notizen.    Das  allgemeine  Theorem   von 

Jacobi. 

Die  in  den  §§  3  und  4  mitgetheilte  Methode  von  Legendre 
hat  zu  vielfachen  Arbeiten  Veranlassung  gegeben ,  betreffend  die 
Reduction  eines  elliptischen  Differentials  auf  seine  Normalform. 
Die  Mehrzahl  dieser  Arbeiten  kommt  schliesslich  auf  den  von  Le- 
gendre eingeschlagenen  Weg  hinaus.  Die  beiden  vollständigsten 
Arbeiten  dieser  Art  röhren  von  Richelot  und  Weierstrass  her.  Unter 
dem  Titel:  „Neue  Methode,  ein  elliptisches  Differential  auf  seine 
canonische  Form  zu  bringen"  hat  Schellbach  in  seinem  Werke  „Die 
Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen*" 
(Berlin  1864)  das  sehr  elegante  Verfahren  von  Weierstrass  p.258 — 
275  mitgetheilt  Eine  grössere  Abhandlung  von  Plana  in  ereile's 
Journal  t.  36  pag.  i  u.  folg.  behandelt  etwas  weitläufig  denselben 
Gegenstand;  eine  ziemlich  einfache  Darstellung  hat  Lobatto  im 
Journal  von  Grelle  t,  10  auf  p.  280  —  287  gegeben.  Femer  ver- 
gleiche man  über  diesen  Gegenstand  die  Abhandlung  „Nuove  Ri- 
cerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riduzione  delle  fun- 
zioni  ellitiche  di  prima  specie''  von  Tortolim  (Annali  di  Mate- 
matica.    Roma  1858,  t  1.  p.  58  —  75). 

Es  würde  zu  weit  flihren  hier  alle  Substitutionen  anfahren  zu 
wollen,  welche  bei  der  Reduction  bemerkenswerther  elliptischer 
Differentiale  angewandt  worden  sind  uud  welche  von  den  oben 
bemerkten  Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Es  möge  hier 
nur    no3h    der  berühmten  Abhandlung    von   Ganss  „Determinatio 
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Attractionis^  gedacht  werden,  welche  im  tom.  IV  p.  22  u.  f.  der 
Comment  Societ.  Scient  Gottingensis  (auch  Gauss ;  Werke.  Band 
III  p.  333)  enthalten  ist.  Gauss  wendet  zur  Reduction  eines  ellip- 
tischen  Differentials  ein  Verfahren  an,  welches  auch  ftir  andere 
mathematische  Untersuchungen,  wie  die  Bestimm ung^der  Hauptaxen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  (Jacobi  im  Journal  von  Grelle,  t.  2. 
p.  227)  sich  als  äusserst  nützlich  erwiesen  hat.  In  etwas  anderer 
Weise  hat  Clauseti  das  Problem  von  Gauss  behandelt.  (Grelle,  Journ. 
t  6.  p.  290.)  Die  Gleichungen  9)  — 12)  von  §  4  enthalten  Rela- 
ti<men  zwischen  verschiedenen  einfachen  Formen,  von  denen  jede 
als  Kormalform  genommen  werden  kann.  Die  genauere  Unter- 
Buehung  über  den  Zusammenhang  derartiger  Differentialformeln  ist 
zuerst  von  Jacobi  in  ungemein  scharfsinniger  Weise  durchgeführt 
und  bildet  die  Basis  seiner  ersten  Begründung  der  Lehre  von  den 

eOiptigchen  Functionen.    Auf  pag.  6  der  ^  Fundamenta  *"  wird  der 

Satz  citirt: 

,»Jam  igitur  demonstratum  est,  formam: 

a  +  a\X  +  a^pc^  +  ....  +  «j»«^ 

^  ~  V+biX  +  b^ä^^'+\\/.  +  bpXP^ 

qnieimque  sit  numerus  p,  ita  determinari  posse,  ut  prodeat: 

dy  dx 


l/^'-f  ^y+  CY+D'y^+EY        \/ Ä  +  ^:c  +  Cx^^^  Dx^+  £x^ ' 
Qnod  est  Principium  in   Theoria    Transformationum  Functionum 
^ptieanim  Fundamentale. "" 

Die  ebenso  wichtigen  wie  interessanten  Folgerungen,  welche 
rieh  an  die  vorstehende  Differentialgleichung  knüpfen,  sollen  später 
JJ»  anderer  Weise  begründet  werden. 

Um  diese  einleitenden  Betrachtungen  nicht  zu  sehr  auszudehnen, 
^  einige  bemerkenswerthe  Fälle,  welche  auf  elliptische  Differen- 
^e  f&hren,  in  der  Note  I  zusammengestellt. 
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Zweiter  Abschnitt. 


$  6.    Die  elliptischen  Functionen.    Definitionen  derselben 

durch  Differentialgleichungen. 

Ist  Y  ein  Polynom  yom  dritten  oder  vierten  Qrade,  so  läset 
sich  nach  §  3  und  4 

l/F 

immer  auf  die  einfachere  Form: 

1  äxp 


M  l/l— /r^sin«^) 
reduciren,  wo  0  <  /r  <  1  ist.    Man  bezeichne,  mit  Weglassung  der 
Gonstanten  Mj  dieses  Differential  durch  du  und  setze  also: 

l/l— Ä^sin^^) 
Verschwindet  u  mit  %  so  folgt  durch  Integration: 

Das  links  stehende  Integral  nennt  Legendre  das  elliptische  In- 
tegral erster  Gattung  und  bezeichnet  dasselbe  als  Function  von  g> 
durch  F{(p),  so  dass  also: 

Die  Function  F{(p)  enthält  ausser  der  Variabeln  (p  noch  die 
Quantität  k,  dieselbe  wird  nicht  mit  angemerkt,  wenn  sie  im 
Laufe  einer  Rechnung  constant  bleibt  Die  obere  Gränze  g>  heisst 
nach  Legendre^)  die  AmplitudOj  der  positive,  ächte  Bruch  k  der 
Modul  des  Integrale  Diese  beiden  Bezeichnungen  Amplitude  und 
Modul  sind  durch  Jacobi  allgemein  geworden.  Sind  k  und  k'  po- 
sitive ächte  Brache,  verbunden  durch  die  Gleichung: 

0  Fonci  ellipt  1. 1.  p.  14  n.  18. 


29 

4)        k^  +  k"^  =  1, 
so  hei88t  nach  dem  Vorgange  Ton  Legendre  und  Jacobi  W  das  Gom- 
plement  des  Moduls,  oder  einfacher  der  Complementärmodul  (le 
eompUnient  du  module,  complementum  moduli).    Die  beiden  Quan- 
titäten k  und  k'  bezeichnet  Legendre  durch  'c  und  b. 
Der  Constanten 


der  trigonometrischen  Functionen  entsprechen  bei  den  nachfol- 
puden  Untersuchungen  zwei  Integrale ,  welche  nach  Jacobi  auf 
Mgende  Art  bezeichnet  werden: 

n 


5) 


,.  _  f^     dB      _  r       dt 

n 


J      l/l-Xr'^sin^ö         /     l/(l-^2)(i_ 


it'V) 


Die  beiden  Integrale  /f  und  Af^  nennt  Legaidre  die  ganzen 
dliptischen  Integrale  erster  Gattung.  Um  hinsichtlich  der  Termi- 
Bolope  keinem  Missverstftndniss  Raum  zu  geben,  soll  ein  Integral 
Ton  der  Form: 


/ 


i/T*^' 


WO  P  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Function  von  y  ist, 
^  elliptisches  Integral  heissen.  Statt  des  Worts  Integral  wendet 
legendre,  und  manche  Schriftsteller  nach  ihm,  das  Wort  Function 
^  Der  Begriff  von  elliptischen  Functionen  ist  seit  Jacobi  auf  eine 
ttdm  Art  transcendenter  Functionen  übertragen  worden,  zu  deren 
I^cfinition  ähnliche  Betrachtungen  dienen  können,  wie  die  des  §  2 
f^  die  trigonometrischen  Functionen. 

Setit  man  in  der  Gleichung  1)  sin^)^»:^^;,  so  geht  dieselbe 
iber  in: 

6)         _  =  dt4. 

\/{i—x^){i—k^x^) 
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In  den  Gleichungen  1)  und  6)  sehe  man  ^  und  x  als  Func- 
tionen A  on  II  an,  welche  beide  dadurch  bestimmt  sind,  dass  ^  und 
X  mit  u  gleichzeitig  verschAvinden.  Unter  dieser  Voraussetzung 
nennt  Jacobi  den  Winkel  (p  die  AmpUtudo  von  u  und  y  den  Sinus 
Amplitudinis  von  ttj  was  auf  folgende  Art  bezeichnet  wird: 
7)        9)  =  am?/,        X  =  sin  am  u. 

Da  die  Differentialgleichungen  1)  und  6)  noch  den  Modul  k 
enthalten,  so  sind  <p  und  x  Functionen  zweier  Quantitäten  u  und  k. 
Statt  der  Gleichungen  7)  ist  genauer  zu  schreiben: 

8)  9>  =  am?/,        x  »»  sin  am u.    Modul  Ar, 
oder: 

9)  ^  =  am(i/,/:),        x  =  sin  am  (tt,Ar). 

Behält  der  Modul  k  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Werth, 
so  sollen  einfach  die  Bezeichnungen  7)  statt  der  Bezeichnungen 
8)  oder  9)  genommen  werden. 

Es  soll  angenommen  werden,  das  y,  definirt  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung 6),  beliebige  reelle  Werthe  annehmen  kann  und  nur 
der  Beschränkung  unterworfen  ist  gleichzeitig  mit  u  zu  verschwinden. 

Setzt  man  x  =  sin  am  u,  so  ist  /l — x^  =  cos  am  w.  Zur 
Vereinfachung  hat  sich  Legendre  (Fonct  eil.  t.  L  p.  11)  der  ab- 
kürzenden Bezeichnung: 

l/l— A-^sin^^)  =  A  (q>) 

bedient    Diese  Bezeichnung  hat  auch  Jacobi  angenommen,  indem 
derselbe  dXr  q>  ==  Bjnu  setzt: 

10)        l/l — Ar2sin^amtt=  Jam«. 

Nennt  man  u  das  Argiment,  so  heisst  K  —  u  nach  Jacobi  das 
Complement  von  Uj  die  Amplitude  des  Gomplements  wird,  nach  Ja- 
cobi durch  coam  bezeichnet,  so  dass: 

11)        am(A^ — u)  =  coam  14. 

Diese  Bezeichnung  ist  indessen  von  untergeordneter  Bedeutung. 
Ist  nun  9)  durch  die  Differentialgleichung  1)  bestimmt,  so  nennt 
Jacobi  alle  trigonometrischen  Functionen  der  Amplitude  q>  =  amu 
elliptische  Functionen.     Es  sind  also :    sin  am  i^    cos  am  u,    J  am  t^ 
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un  am  {K — u)  =  sin  coam  u ,   co8  coam  u .    A  coam  u ,  etc.  elliptische 
FunctioneiL 

Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  in  der  Gleichimg  2) 
durch  B^  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen  Einheit, 
80  folgt: 

de 


f 


w, 


l/l— A-*8in*© 

oder  ö  =  — ip  gesetzt: 

P-f>  dtp 

/         l/l— ;t2gin2^ 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  — q)  =  am( — m),  da  nun 
9«amu,  so  folgt: 

12)        am( — u)  =  — amw. 

Ausser  den  beiden  trigonometrischen  Functionen  sin  am  z/  und 
C08am«=  ]/\ — k^Rm'^Bmu  ist  noch  die  Function  Jamw,  definirt 
durch  die  Gleichung  10),  zu  bemerken,  welche  mit  den  beiden  er- 
teen  das  System  der  einfachsten  elliptischen  Functionen  bildet 

Die  erste  der  Gleichungen  5)  giebt: 

jt 
13)        Y  '^  ^^^7    ^^^     ^  "==  sinamiT. 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  erhält  man  unmittelbar: 

finftin( — u)  =  — sinamti,  sinamO  =  0,  siuamif  =  1, 
mam( — u)  =  cosamu,  cosamO  =  1,  cosamA"  =«  0, 
Jam( — u)    =  JsLmUj  JamO     =  l,      JamA'    =  A'. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  9  =  am  u,  so  folgt  nach  10): 

14)        — ' —  =«  l/l  —  A^sin^amw  =  Jamz/. 
^  du  ^ 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  oder  auch  durch  Substitution 
?<m  yvssinamu  in  der  Gleichung  6),  findet  man  unter  Zu- 
wküng  von : 

sin^  am  u  +  cos^  am  u  =  1,    J^SLmu  +  k^Biu^SLmu  =  1 

die  Oleiehongen: 
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r^sinamt^  .  c/cosamu  .  . 

'         du  ^ 

dJ&mu  ,.,  . 

r =  — /T'^smame/cosamt^ 

du 

Es  lässt  sich  also  jede  der  Function  sin  am  u,  cos  am  u,  Jam  u 

durch  eine  Dififerentialgleichung  definiren.    Man  findet  z.  B. 

rf^smamu       .^^^^j-^  ^  ^2_2kHm^fimu']  =  0. 
du  *-  ■* 

Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  noch  etwas  erweitem.    Sind 

üy  b,  c  Constanten,  a^ßy-/  Functionen  von  Uj  so  sind  die  Gleichungen 

15)  in  den  folgenden  enthalten: 

Eine  weitere  Ausführung  dieser  Gleichungen  bietet  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten  dar. 

$  7.    Die  reelle  Periode  der  elUptlschen  Fanctionen. 

Die  Quantitäten  s  und  /  seien  durch  die  folgenden  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  von  denen  immer  eine  Gleichung  die  übrigen 
zur  Folge  hat: 


,  =  ,/.. .^--4.  .  =  '/^-*' 


l_A-2^2 '  y  1— ^V  • 


\/\-s^  =    /-^^-,        l/l— ^'  =         ^'* 


\/\—kH'^  '  l/l— >tV' 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  t^=\  fttr  *  =  0  und  /  =  0  (1^ 
s=^\  ist    Man  findet  durch  Dififerentiation: 


k*H  dt 

ds  =^  —  -.-  — 


\  —  k^fl  l/(l— >2)(1— ^V) 
und  hieraus: 

^        \/{\—s%i—kh^)  ]/{\  —  t^){l—k^t^y 

Integrirt  man  nach  s  zwischen  den  Gränzen  ^  =  0  und  s  *»  x^ 

I  /i  x^ 

so  sind  1  und  1/   ^  .^    die  Gränzen  von  t.    Es  folgt  dann : 
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/ds  -^r   *"**'*  _  dt 

1/(1 -*»)(!-* V)    "^       y  /(!-/»)(! -*»/«) 


d^ 


l/(l  — <»)(!— A:V)  * 

Da  Bun  allgemein  fllr  eine  Function  f{f),  welche  zwischen  dm 
Giinien  0  und  1  endlich  und  stetig  bleibt: 

/*/(<)  ät  =  /V(0  *  -fm  dt       0  S  T  S  1 , 

X  0  0 

M  Uwt  sich  die  obige  Relation  zwischen  den   Integralen  auch 
cehreiben: 

^              I       1/(1— *2)(1— *2^2) 
'o  

1/(1 -/')(!-*»<»)      jf  1/(1-<«)(1-*V)* 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  K.    Setzt 


^^      jf     1/(1 -*«)(1 -*»*»)  "."'     , 
io  leitet  man  aus  der  Gleichung  3)  die  folgende  ab: 


/ 


u  —  K — 


l/(l  — ^)(1— ^V)' 
oder: 


y 


»-****  * 


7         i/(i_<«)(i_*v) 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  geben  nach  §  6: 

X  —  sinamii,  j/fiz^^  ""  8inam(Jr— u> 

BBB«pir,  elllpt  FuMttoMii.  3 
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Durch  Elimination  von  x  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

^.          .         /„      N        \  /  1  —  sin* am«          cosamu 
6)        sinamfif — u)  =  1/  -. ,^  .  ., =  —3 . 

Mit  Htllfe  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden: 

rfx                f^y      \        Ar'sinamw      ^       ,,,       x            k' 
7)     cosamfA^ — u)  =  — 3 ,    A9,m(K — u)  =  -3 . 

Was  bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  die  Vorzeichen  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  anbelangt ,  so  bestimmen  sich 
dieselben  mittelst  des  Werthes  u  »>  AI 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  6)  und  7)  — u  statt  u,  so 
erhält  man: 

I/jrr  .    \        cosamu                 ,_.  ,    .             Ar^sinamu 
smam(Ar+u)  = -^^j^,     cosamCiT+u)  = ^^j^_, 
IC 
Jam(Ä^+M)  =  -^ — . 
^          ^         Jamti 

Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  K+u  statt  m, 
so  gehen  dieselben  über  in: 


/  •        /«E^ .    \        cosam(Ar+?/) 
smam(2jr+ii)  =  — j 77— — r^  =  — smamti, 


9)^ 


COS  am 


,^„,    \  Ar' sm am ( A -f- tt) 

{1K+u)  = 5 /!>  t    \     =  — cosamw, 


k' 
Jam(2Ar+tt)   —  -j 777-T — r  =  Jamu. 

Die  Functionen  sin  am  t^^  cos  am  t«,  Jamu  nehmen,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  dieselben  Werthe  an,  wenn  das  Argument  um 
2 AT  zunimmt;  die  bemerkten  Fimctionen  sind  also  y;mo£f/^c^  Fono- 
tionen.  Tritt  in  den  Gleichungen  8)  «<-f  2A;  u  +  4A;  ....  an  Stelle 
von  u,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet 

Isin  am  (2mA!' +  w)  =  ( —  l)"'sinamw, 
cos  am  (2mA!'+ 24)  =  ( — 1)*  cos  am?/, 
Jam(2mAr  +  t/)     =»  Jamu. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  werde  u  durch  ii  +  K  ersetzt 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  8)  folgt: 


3(5 


»0 


sin  am [(21»  +  !)^+«]  =  (-0»-^^, 
coßam[(2jw+ l)JC  +  wl  =  (—1)"*+^  — r 


amu 


J  am  [(2w+  l)K+u]      ==  -r 

Aus  den  Gleicbungen  10)  und  11)  lassen  sich  durch  Vertäu- 
flehung  Tou  u  mit  — u  neue  Gleichungen  herleiten.    Es  ist  nun: 
sin  am(a  ±u)  =  sin  am  ±  (u  ±  a)  =  ±  sin  am  (u  ±  a). 
cosam(a±t4)  =  cosam(M±a),    Asim(fl±u)  =  Jam(u±a). 
Bringt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  zur  Anwendung,  so 
Ja«06n  sich  die  Gleichungen  10)  und  11)  durch  die  folgenden  all- 
gemeinen Gleichungen  ersetzen ,  wo  d  »=  ±  1  ist. 
sin  am(u  +  <f  •  2mÄ')  =  ( — 1)**  sinamii, 
12)    {  cosam (u  +  d .  2mIC)  *=  ( — l)*"cosamt^ 

sinam[u  +  d.(2»»+l)Ä^]  =      rf(— i)m  ^»^°^^ 
»^    '      ^  ^    J  ^      ^     Jamu  ' 


13) 


C08am[«  +  d.(2»i+l)J:j rf(_i)-.*li"'*"" 


iiam[M  +  d.(2»i+l)J5']  =  -^ 


amu 


amu 


I  8.  Die  elliptischen  Functionen  mit  imaginärem  Argument 
Die  imaginäre  Periode  der  elliptischen  Fanctionen. 

Es  sei  wieder  x  als  Function  von  u,  nämlich  x  =  sin  amu, 
dnreh  die  Gleichung: 


^^       jf    ]/{l-fl){l-kH^) 

definirt,   wobei  x  beliebige  reelle  Werthe   annehmen  kann.     Es 

haben  nun  Abel  (Grelle.  Joum.  t  U.  p.  104)  und  Jacobi  (Fundam. 

p.  34)  an  Stelle  der  reellen  Integrationsvariabeln  t  einfach  eine 

imagin&re  Variabele  substituirt,  ein  Verfahren,  dessen  nicht  weiter 

begründete  Anwendung  wohl  nicht  ganz  einwurfsfrei  sein  möchte. 

Operirt  man  nnr  mit  reellen  IntegrationsYariabelU;  so  lassen  sich 

3* 
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die  Regeln  fUr  bestimmte  Integrale  nicht  direct  auf  Integrale  an- 
wenden,  welche  die  Betrachtungen  complexer  Variabein  erfordern. 
Man  kann  aber  die  elliptischen  Functionen  mit  imaginären  Varia- 
bein sehr  einfach  behandeln,  wenn  in  der  Gleichung  1)  x  beliebige 
reelle  Werthe  annimmt;  die  Integrationsvariabele  t  bleibt  dann 
immer  reell^  während  das  Integral  u  selbst  thcils  reelle,  theils  ima- 
ginäre Werthe  annimmt.  [Man  vergleiche  hierüber  Schlömlch  in 
den  Abhandl.  der  Sächsischen  Gresellsch.  d.  Wissensch.  t.  IV.  p.  407.] 

In  der  Gleichung  1)  ist  u  reell,  wenn  0  =  x=l,  fllr  l^x 

1  _  1 

=  -T-  ist  u  imaginär^  endlich  ist  %i  reell,  wenn  o:  ^  -r  •  Man  nehme 
k  K 

y  zwischen  den  Gränzen  0  und    -r  an  und  setze: 


//cos'  « + ^'  sin*  a  ^^ 

l/(l_^2)(l_/,2^-2) 

oder  durch  Zerlegung  der  Gränzen: 

1 

/i  ^^  xH/cob*«  +  Ar*  ßin'a  ^ 

Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  ist  gleich  K,  in  dem 
zweiten  Integrale  ist  (^*— 1)(1 — k'H^)  positiv,  man  erhält  also: 


^      /»l/cos'a 


+Af«sin>a  ^ 

3)      v~  JC+^     '  ^ 


i 


Zur  Transformation  des  rechts  stehenden  Integrals  setze  man : 


Für  r  —  1  ist  ^  =  0  und  für  t  =    ,  =;   ist  $  =  sin«. 

\/\—k'^%in^a 

Bringt  man  ^  in  3)  auf  die  linke  Seite,  multiplicirt  auf  beiden 

Seiten  mit  i,  so  folgt: 

.sin«  ^ 


4)        {f>  —  K)i 


£ 


Die  Anwendung  der  Gleichungen  2)  and  4)  erfordert,  dass  d  $ 
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Nodal  mit  angemerkt  werde.  In  dem  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  2)  izt  k  der  Modul,  dagegen  im  entsprechenden 
Integrale  der  Gleichung  4)  tritt  der  Complementärmodul  A/  von  k 
auf.  Die  Gleichungen  2)  und  4)  geben: 

1 
.  =  sinam(t;,/r), 

l/cos'a  +  A^sin^a  # 

sina    =  sin  am  [(r — K)ij  A'], 

oder  V — K  =  u  gesetzt : 

1 cos  am  (?/,  k) 

l/'"!  — A'2gin2«  Jam(M, /r)  ' 

sin«    =  sin  am  (w/,  ^). 

Durch  Elimination  von  a  folgt: 

.1  cos  am  (t/,/:) 

A  am(tay  k^)  AB,m(ti,  k) 

Vortauscht  man  in  dieser  Gleichung  k  und  k^^  so  erhält  man 

5)        Jam(ut,  k)  =  V— n\  • 

^  \   >    /        cos  am  (m,  k") 

Diese  Gleichung  giebt: 

•  0       /  •  f\         1  A        J'am(u, /:') 

sin^amfwi,  Ar)  =  7=  1 = — \     A  = 

^   '    ^        /:'  V        cos^  am  (m,  ä') 

lA        1  — Ar'2sin2am(w,  A')\  ,      .       /     ,a 

r«  U 5 7 — br — ^     =  —  tang*  am  (m, /rO> 

A:*  \  cos*  am  {u,  k*)       J  o        \-^     /> 


cos*am(ui,  /:)  =  — = 7 — tä- 

^   '    ^        cos*  am  (tt,  /:') 

Es  ist  also: 

{sinam(u/;  /r)  «b  ±  ttangam(n^  /:'), 
1 
C08am(ui. /r)  =  + 7 — -rx. 

^   '   ^        -^  cos  am  (w,  A:') 

in  beiden  Füllen  muss  das  obere  Zeichen  genommen  werden, 
dieses  folgt  unnaittelbar,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  6)  nach 
K  diSerentiirt  und  darauf  u  «»  0  gesetzt  wird.  Ftlr  u  <»  0  mtlssen 
sieb  beide  Seiten  der  zweiten  Gleichung  6)  auf  + 1  reduciren. 
l)ie  Zusammenstellung  der  Gleichungen  5)  und  6)  giebt: 
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7) 


8111  Am  (tu  Ar'^ 
^^   ^  cos  am  (m,  Ar')  ^ 


eoQBm(tä,  k)  = 


1 


C08am(2/;  A:') ' 

^  V  -j    /  cosam(w,  Ar') 

Diese  Gleichungen  zeigen^  dass  die  elliptischen  Functionen  mit 
imaginärem  Argument  sich  ausdrücken  lassen  durch  ähnliche  Func- 
tionen mit  reellem  Argument  und  dem  GomplementärmoduL  Die 
Gleichungen  7)  geben  durch  Division: 


8) 


,     ,^         1  sinam(ui.  k) 

sm  am(M,  k^  = \     /  , 

^  '     ^         t   cosam(uf,  Ar)' 


cos  am  (u,  Ar')  = 


1 


cos  am  (mi,  Ar)  ' 


Jamfu,^')     =        ^^Mni^^) 
^  ^^     ^  cos  am  {ui,  k)  ' 


In  den  Gleichungen  2)  und  4)  nehme  man  a  =  -^yt.     Das 
Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4)  wird  dann  gleich: 

=  Ä". 


/ 


\/il—sV  (1  — >t'V) 


Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  dann: 

dt 


-f^ 


fi)n—ku^y 


{v—K)i  =  K'. 


Diese  beiden  Werthe  von  v  geben: 

1 


=  AT  +  =7-  ==  K—K'i. 


J     1/(1— '*)(!— *»'*)  * 

In  der  Gleichung  1)  sei  .r  >  — ,    man  setze  x 


1  +  2' 


und: 


1+»« 


10) 


*v) 


Das  Integral  rechts  eerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den 

F4r  das  erste  Integral 


1  ,11+2« 


respectiren  Grinzen  0,  -r  und  j^, 

K  K 


39 

sabBtitaire  man  den  Werth  ans  9)j  im  zweiten  Integrale  setze  man: 
(1— «»)(1— AV)  —  (/»— 1)(/»*»— 1),  da  in  demselben  /  >^  ist, 
8o  folgt  dann: 

11)     »  =  K—K'i+  f  *  ^* 

./         l/(<*-l)  (<%»-!) 

T 

Das  rechts  ßtehende  Integral  geht  ftlr  tk  =  —  über  in: 

s 

dt 


j  i/(i— **)(!— *v)       y    i/(i_si) (1—^1,1) 

Die  Gleichung  11)  wird  hierdurch: 


w  =  IK—K'l  — 


1 


jf         1/(1 -*«)(! -ArV) 

Die  vorstehende  Gleichung  und  die  Gleichung  10)  geben: 

,       =  sinamir.      r--, — -o  =  8inam(2ür — w  —  Ä^'i). 
k  1  -f-  z^  ^ 

Das  Produet  dieser  Gleichungen  ftihrt  auf: 

-T-  =  sin amir  •  sin  am  (2A' — w — i^'), 

2/^ — w  — «  u  gesetzt: 

12)  1  «B  A:  sin  am  u.  sin  am  (u  —  ilC^. 
Nimmt  man  hierin  — u  statt  u.  so  ist  auch: 

13)  1  BB  /:  sin  am  2< .  sin  am  (u  +  2  A^O* 

Die  Gleichungen  12)  und  13),  welche  unmittelbar  auf  die  ima- 
P^^  Periode  der  elliptischen  Functionen  führen,  können  auch 
*w  im  Gleiehungen  7)  hergeleitet  werden. 

Geht  Ar  über  in  k'j  so  geht  K  über  in  A"';  es  gelten  nun  für 
^^  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7),  wenn  u  um  Multipla  von 
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K'  zunimmt  y  genau  dieselben  Gleicbungen  12)  und  13)  dee  §  7, 

wenn  k^  K  respeefciye  durch  hf,  K'  ersetzt  werden.    Lässt  man  in 

den  Gleichungen  7)  u  um  K'  zunehmen ,  so  erhält  man: 

.  sinam(u+A^^  k*) i_  cos  am  {u,  V) 

C08am(M+A'',  ArO  ^  sinam(u,*0' 

A  am  (tt,  k^ 


sinam(ta  +  jr'i,/r) 


coBam(ui  +  A'%^) 
A$m{yi  +  K%k) 


1 


cob  am  (u  -f  K*j  k')  k  sin  am  (u,  k*) 

A2AXi{u  +  K\k*)  ^ 1 

cos  am  (w  +  A"',  k*)  sin  am  (u,  k") ' 


Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ersetze  man  mit- 
telst der  Gleichungen  8)  die  Functionen  mit  reellem  Argument  und 
dem  Modul  k'  durch  die  Functionen  mit  dem  Argumente  ui  und 
dem  Modul  k.    Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 

sinam(ui  + A'^  k)  » 


cosam(Mj  +  A''i,  Ar)  =  — 


/:sinam(uiy  /:)' 

iJam(t<i,  k) 
k  sin  am  {ui,  k)  ' 

-/.,,,,.   ,v  .  cos  am  (ui,  Ar) 

AAm(ui  +  I^'l,k)     =  — 1-; T-r-TT- 

^  '    ^  sin  am  (ui,  Ar)  • 

Da  der  Modul  k  auf  beiden  Seiten  derselbe  ist,  so  kann  man 
ihn  unter  den  Functionszeichen   einfach   weglassen«     Setzt   mss^ 

-r  statt  Uj  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

1 


14) 


sin  am  (u+A^'t)  =  r-; , 

"^  ^        Arsmamtf' 

cosamfu+Ä"'!)  =  — r-: , 

^  ^  Arsmamt^' 


.  Jam(M+A''i)    =  — I 


.  cosamu 


smamu 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  u  successive  um  K%  2IC% 
zunehmen  lassen.    Es  ergiebt  sich  dann,  je  nachdem  das  Multipli 
von  I^H  gerade  oder  ungerade  ist,   ein  System  von    sechs  Gl' 
chungen.    Setzt  man  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  — u 
Uy  so  erhält  man  analog  wie  die  Gleichungen  12)  und  13)  des  §^ 
die  folgenden  Gleichungen ,  in  denen  m^  eine  ganze  positive  Za^  ^ 
bedeutet  und  d'  —  ±  1  ist 
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15) 


16) 


mL^m(u+d'  .2m'XH)  =  sin  am  u^ 
C08am(t<+d'.2m'Ä''/)  =  ( — l)"»'co8amt/, 
J  am  (tt+d',  2m' A^'i)    =  (— l)"»'Jamw. 

1 


sin  am  [u+& .  (2m'+ 1)  A"  i] 


/rsiuamu' 


008am[M+d'.(2m'+l)Ä"t]  =  id'(— 1)"»'+^ 


Jamu 
/rsinamu' 


lJam[M  +  d'.(2m'+l)Ä^'/]   =  td'(— l)-'+i-^®*"^'' 


sm  am  ?/ 

AuB  den  Gleichungen  15)  folgt,  dass  die  elliptischen  Functionen, 
ikgesehen  Tom  Zeichen,  ihre  Werthe  nicht  ändern,  wenn  das  Ar- 
gmbni  um  ein  Multiplum  von  2A''i  zunimmt;  sie  sind  also  perio- 
disehe  Functionen  mit  einer  imaginären  Periode. 


f  9.   Die  elllptlselieii  Functioneii  sind  doppelt  periodische 
Funeüoiieii.    Allgemeine  Gleichungen  fttr  dieselben. 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  des  §  8  lassen  sich  mit  den 
GMehungen  12)  und  13)  des  §  7  so  combiniren,  dass  sich  die 
•Ogemeinsten  Gleichungen  fllr  q>(u  +  iiK+  rJ^'i)  ergeben,  wo  g>  eine 
der  Functionen  Sinus  Amplitudinis ,  Cosinus  Amplitudinis  oder 
il  Amplitudinis  ist  Man  lasse  zuerst  in  den  Gleichungen  12), 
dann  in  den  Gleichungen  13)  von  §  7  u  zunehmen  um  &2m*K'i 
und  &.{im'+\)KH.  Mittelst  der  Gleichungen  15)  und  16)  von 
I  8  ergeben  sieh  dann  die  folgenden  zwölf  Fundamentalformeln 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen : 

(J2  =  1,     rf'2  =  1. 

sin  am  (w  +  <) .  ImK  +  &.  2m' KH)  =  (— 1)~.  sin  am  u , 

0  |oo8am(  „  )  =  ( — !)"•+*•'.  cos  am  tt. 

Jam  (  „  )  =  ( — l)*'.-4amw. 


») 


rin  am  (tt+ rf .  2i«A'  +  & .  (2m' A^'i) 


/rsmamt/ 


008  am( 
J  am  ( 


)  ==  ,d.(_l)H-'+.-4fi2ü- , 
^  ^      ^  /:  sm  am  u 

)  =  id'(_i).'+.^ü»Eü. 

^  ^      '       smamu 
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3) 


cosamu 


sin  am  (u  +  (J(2m+ 1)  AT  +  d'2m'E'i)  =  rf(— !)«•  ^  , 

/                                      \        jt/     4\«a-«'  1  Ar'sinamn 
coBamC  -  )  =»  ö( — l)"H-«--i — , 


Jamu  * 


Binain(tt+rf(2w+l)A'+rf'(2m'+l)A^'0  =  rf(— ir,^^'""    > 
^  '    /      /         V      '  ArcoBamu 

4)    icoBam(  „  /dd^(     l).H^>fx.^ 

^  ^  '^  /rcosamu 

/l  am  (  „  )  = • 

Au8  den  Gleichungen  1)  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Func- 
tionen sin  am  t«,  cos  am  m  und  Jamt/  zwei  Perioden  haben,  eine 
reelle  und  eine  imaginäre;  diese  Functionen  sind  also  doppdt- 
periodische  Functionen.  Da  jede  der  Quantitäten  6  und  ö'  dk 
positive  oder  negative  Einheit  sein  kann,  so  setze  man  in  den 
Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  d«=  1,  d'  =  1  und  verstehe  unter 
m  und  m'  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen«  Setsi 
man  in  der  ersten  Gleichung  1),  in  der  zweiten  Gleichung  3)  und 
in  der  dritten  Gleichung  4)  u=^Oj  so  folgt: 

Isinam(2mA'+2m'Ä''0  =  0, 
C08am[(2»i+l)A'+2iw'Ä''i]  =  0, 
2fam[(2m+l)A'+(2m'+l)ir't]  =  0. 

Die  Gleichungen  2)  geben  für  m  =  0  : 

Isinam[2mA'+(2m'+l)Ä''/]  ==  oc, 
cosam  [  „  ]  —  ocj 

Jam   [  „  ]  =  «^• 

Jede  der  drei  Functionen  sin  am  u,  cos  am  2/,  Afimu  verseh win- 
det für  unendlich  viele  Werthe  des  Arguments;  in  Folge  der  Glei- 
chungen 6)  existireu  unendlich  viele  Werthe,  Hir  welche  jede  der 
bemerkten  Functionen  keinen  endlichen  Werth  luelir  hat  und  zwar 
findet  dieses  bei  allen  di*ei  Functionen  für  dieselben  Werthe  dee 

0 

Arguments  statt    Sind  U,  Ut,  U^j  l\  Functionen  von  u,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  aufstellen: 
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7)    sinamti  =  -^,      cosamu  =  -^,      Jamu  —  -~, 

wo  die  Zähler  and  Nenner  fllr  dieselben  Werthe  yerschwinden,  für 
welche  die  Functionen  verschwinden  oder  unendlich  werden.    Ent- 

hilt  eine  der  Functionen  einen  Factor  von  der  Form   1 ,    bo 

kann  dieser  Factor  nur  linear  vorkommen.    Nach  Gleichung  15) 

des  §  6  ist: 

^.         </sinamu  . 

8)        -T =  cosamw.JamM. 

^  du 

Verschwindet  sin  am  U;  so  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der 

vonlehenden  Gleichung  auf  die  Einlieit.    Es  können  also  sin  am  u 

and   —       ■       nicht   ftr  dieselben  Werthe  von  u  verschwinden, 

d.  L  die  Gleichung  sin  am  u  -»  0  kann  einen  Factor  1 nur 

finear  enthalten.    Die  Gleichung  8)  lässt  sich  wegen  der  ersten 
QWchung  7)  schreiben: 

du  du 

Die  Functionen  U  und  —    können    nicht    gleichzeitig    ver- 

ttkwinden,  da  dieses  dann  auch  mit  U  und  Ü2  odnr  U  und  ^3  der 
M  sein  mflsste,  was  nicht  stattfinden  kann,  da  cos  am  u  und 
imu  nicht  f&r  dieselben  Werthe  des  Arguments  verschwinden 
Qsd  unendlich  werden  können.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
^  ^  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat  Ganz  auf  dieselbe  Art 
^^^,  dass  die  Gleichungen  cos  am  u  =  0  und  As^mu^^O  einen 

Ftctor  von  der  Form  1 nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten 

können. 
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Dritter  Abschnitt. 


$  10.    Darstellung  elliptischer  Functionen  in  Form 

unendlicher  Producte. 

In  den  Gleichungen  5)  und  6)  des  §  9  können  m  und  m*  alle 
positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werthe  annehmen,  es  exi- 
ßtirt  also  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werthen,  fftr  welche 
sin  am  u^  cos  am  u  und  A  am  u  verschwinden  oder  unendlich  werden. 
£s  liegt  nun  nahe,  Producte  aufzustellen  ^  in  deren  Factoren  von 

der  Form    1 die  Quantität  u  alle  die  Werthe  der  Argumente 

annimmt,  welche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6) 
des  §  9  vorkommen.     Man   gelangt   so  zu    unendlichen  Doppd- 
producten,  welche  sich  durch  Einfühmng  trigonometrischer  Func- 
tionen auf  einfache  unendliche  Producte  reduciren  lassen.    Es  iit 
dieses  ein  ähnliches  Verfahren  wie  das  von  Euler  im  Caput  IX 
des  ersten  Bandes  der  ^lutroductio  in  Analysin  Infinitorum'  b^ 
folgte.    Die  Darstellung  elliptischer  Functionen  durch  unendliebe 
Producte  hat  Abel  in  seiner  berühmten  Abhandlung   ^Recherches 
sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle  Journ.  t.  2.  p.  154)  auf  aeine 
genialen  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  elliptischen  Fboc- 
tionen  basirt.     Die   „Fundamenta"   von  Jacohi  legen  die  Tran«^ 
formation  zu  Grunde.     Das  in  Folgendem  einzuschlagende  ^^^ 
fahren  lässt  sich,  ohne  der  mathematischen  Sti*enge  Abbruch    ^ 
thun,  leicht  dahin  vervollständigen,  dass  man  für  den  gefundea^^ 
Ausdruck  x  ==  sin  am  u  den  Nachweis  liefert,  dass  derselbe  mC^ 
lieh  der  Gleichung: 

dx 

,  :    =    du 

\J{\—x'^){\—k\x^) 
gentigt.    Dieser  Nachweis  läset  sich  einfach   (iiirdi  Betrachtungen 
und  Formeln  liefern,  welche  für  die  Theorie  der  elliptischen  Func^ 
tionen  selbst,  wie  man  dieselbe  auch  begründen  möge,  von  Wichtig^ 
keit  und  in  ihren  Anwendungen  fast  unentbehrlich  sind. 

Nehmen  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werthe  an,   bedeutei^ 


45 

A,  B,  C  Constanten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  7)  des  §  9 
in  Folge  der  vorhergehenden  Gleichungen  5)  und  6)  auf  folgende 
Formen  bringen: 

1)  sinamu  =  ^If  Il{^- 2mK+2m'J^^^^ 

2)  cosamt.  =  1/7 //(^- (2;^+l)J^+2m-Ar-i)  > 

Das  Zeichen  n  hat  die  Bedeutung,  dass  in  dem  nachfolgenden 
eingeklammerten  Term  fttr  m  und  m\  unabhängig  von  einander, 
aUe  ganzen  Zahlen  von  — oc  bis  +bc   zu  setzen  sind  und  das 

Prodnct  der  sämmtlichen  so  erhaltenen  Ausdrucke  zu  bilden  ist 

Tm  Vereinfachung  des  Dr.  cks  ist: 

II  n  «tatt  n  II 

9n»>  —  00  m'— ■  —  OD 

{esetct    In  der  Gleichung  1)  ist  die  Gombination  m  =  0,  m'  =»  0 
aottoflehliessen  und  statt  derselben  der  Factor  u  zu  setzen. 

Die  obigen  unendlichen  Doppelproducte  lassen  sich  in  einfache 
Frodacte  transformiren  unter  Anwendung  der  beiden  folgenden 
^gemeinen  Gleichungen: 

8)   «»(a+ftO  ^ ^ 


-  n  '-(-^  • 


£me  einfache  Ableitung  dieser  Gleichungen  ist  in  der  Note  11 

Unendliche  Doppelproducte  von  der  Art  der  Ausdrücke  auf 
^  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1)  bis  4)  bilden  den  Gegen- 
^i  einer  eingehenden  Untersuchung  von  Eisenstein  in  der  Ab- 
Q^dloog:  ,,Gtonauere  Untersuchung  der  unendlichen  Doppelproducte, 
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aus  welchen  die  elliptiBchen  Functionen  als  Quotienten  zusammen- 
geeetzt  sind.^  (Grelle.  Journ.  t  35.  p.  153 — 274 ,  auch  Ifathemat 
Abh.  p.  213.)  Was  die  weitere  Transformation  der  Doppelprodncte 
betrifil,  so  sind  im  Folgenden  einige  Anmerkungen  der  erw&hnten 
Abhandlung  (1.  c  p.  197  u.  215)  zur  Anwendung  gebracht 

Zur  Vereinfachung  werde  in  den  Gleichungen  1)  —  4)  m'  =^r 
gesetzt    Es  ist  nun: 

J/H^r+l)  =  /7'9)(2r+I).//9)(2r+l)  = 

r  ^  <x> 

JJip(2r—i)9>i-2r+l). 
r—  1 

Wendet  man  dieses  auf  den  in  der  Gleichung  4)  entbaltenflo 
Ausdruck  U  an,  so  folgt: 

m— 9>    r— OD  u  \ 

^m--oDr-l  \  ~ 2»iA^+(2i— l)Ä^'ij  V ~  ^^—  (2r— 1)1"«/  ' 
Es  ist  nun  weiter: 

»••■ OD  »•■■  1 

folglich : 

^)        V=  JlF(r), 
r— 1 

WO  zur  Vereiofachttng  gesetzt  ist: 

F(r)  = 

V""(2r-l)ir'ijv'^  (2r— l)Ä''i  /7^  (^  ~  2mÄ'+  (air-l)jf 'ij  ^ 

V  "^  2»Lr— {2r— l)ÄrVV  "~ 2iiiÄ^— (2r— l)Ä"i7 V  '^2mA'+  (2r-l)JI^'t j 
Da  nun: 

.^ u^ 2mIC+a±u  _   ^  "*"  2mIC 


2mir+a  2mE+a  a     ' 
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10  Itat  sieh  der  Ausdruck  fUr  F{r)  auf  folgende  Form  bringen, 
weim  unter  dem  Productzeichen  n  der  erste  Factor  mit  dem 
iwdten  und  der  dritte  mit  dem  vierten  multiplicirt  wird: 

/i2r-l)iC'i-uY 


(2r 


II 


i2r—i)K'i       Ml  /(2r— l)^y      ' 

"•■'         ^~\      tmK     ) 

Durch  Anwendung  der  Gleichung  5)  lägst  sich  der  vorstehende 
indmck  von  F{r)  auf  folgende  Form  bringen: 

(2r— l)i"»— M  (2r— l)i"t  +  M 

gm  X :r Sin  3t ^ ' 

Setzt  man  in  Zähler  und  Nenner: 

2sinasinft  -»  C08(a — b)  —  C08(a+^), 
•0  wird: 

cos-TT  — cos^r^ TT —        cosjr^ —^ cos^ 

FM  —  ^ ^  «=    £ Jl 

1— cosjr^^ TT^ cosjr^ jf 1 

Da  nun: 

cosat  =«■=  — 5 — , 

•0  li«rt  sich  der  Ausdruck  ftlr  F(r)  auch  schreiben : 

tf              ^ — 2cos— +e                 ^ 
8)    F{r)  -  =: ± . 

Zar  Vereinfachung  der  Schreibweise  hat  Jacobi  folgende  Be- 
«richnung  eingeführt: 

9)      (?-^""^^. 
Setzt  man   u  — ,  so  wird  die  Gleichung  8)  einfacher : 
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aus  welchen  die  dliptiBohen  Funetioiier    y^  V^^  cos  2a;  +  g*'—^ 
gesetzt  sind.«   (CreUo.  Jonm.  1 36    ,■  ^  ^       (i_^«r-i)2  • 

Abb.  p.213.)    Was  dieweiteiv'  :^  jfixA  folgende  bemerkenswerthe 
betrifft,  so  sind  im  Fcriiger "    ^^^  ^^ 
Abhandlung  (L  e^  p.  1^'     ^             ,  ^«o     .  .at^ 
Zur  YeieliifiM''  .        :y^!i^^^^^%^ ' 

r'  /'  j^ete  der  rechten  Seite  der  Gleichung   1) 

/»^^''^Ijii  und  nach  9)  »^'  =  —log«.     Das 

ii"  "  '^  iB«  ''*'"*  folgende  Form  an: 

/»""  11 11  \  ~  tnjr—rilogq) ' 

h'o«tion  m  =  0,  r  =  0  auBzuBchliessen  und  dafür  der 


gesetzt. 


11)        n  fir)  =  /(0)/Z  Ar)/(-r), 

r  — ■ — OD  r— «1 

.  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben  : 


00 

r«-ao 


l2)/ir(^      nut)^^ /J^y       nut—ri\ogq)y      nut  +  rilogg)' 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  ==="  0  auszunehmen  und  dafür  x  zu 
petzen.  Wendet  man  in  Beziehung  auf  m  die  Transformation  11) 
an,  so  geht  der  Ausdruck  12)  ttber  in: 

m  =  l  ^       ^  r=:  1 

wo: 

/-iCr)  =  (^1  +  ;^^^JI^  (l  — ;^^_;./iogJ(^  +  ;^wr+rilog^j^ 


m  =  <ao 


A ^"j  fr  (i         ^      Vi  I ^— —^ 

\        ^i^ogqj^^^  \        mjc  +  ri\ogqJ\        mx — riloggj 


Durch  einfache  Transformation  folgt: 


,2 


.       /rilosq  +  x\* 


r  /  log  q 


m  =  »  1  _  f  !2i21i=£y 

r/logy — a*     *#  \       mjt        ) 

\    nijt    ) 
Unter  Zuziehung  der  Gleicliuug  5)  wird  einfacher: 
, ,  /  X         8in(r/logy  +  aO    sin  (r  /  log ^  —  o:) 

t\\r)   =    : -^ : TT «-   = 

Hin  r/ log  ^              sinrdog^ 
<y-'*  ^*  —  </'•  e-^    q-*"  ^-^' —  ^»^  e^    

^~2r  _  2  C08  2j'  +  ^^  1  —  1q^  cos  5bT  +  c^'' 


Mit  Rücksicht  auf  die   Form   von  8in.r  als  unendliches  Pro- 
ict  reducirt  »ich  der  in  13)  enthaltene  Ausdruck  auf: 

sina* 


wt  1—  2^2'-  cos  2a;  +  q*^ 


r=z\ 


{[-q^ry 


IKx 
Dieses  ist  der  Zähler  von  sin  am ,  abgesehen   von   einer 

stauten  in  Beziehung  auf  x. 

2Aa; 
Der  Zähler  von  cos  am  nimmt  nach  2)  und  9)  folgende 

an: 

Ji     11  h  —  (,„-j.-i.w_r/iogJ  ^ 

^ a;  +  rilog^ 


^en  der  Oleichung  6)  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf: 

r  =  oo 

// 

r  =  —  JD 

U): 

elUpt  Functionen. 


(cosa:  +  rglog^) 
cos  r?  log  ^       ' 
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^ar-i)_2coB2a;  +  g^^^  ^  1  —  i^^^  cos  2a;  +  q*^^ 

Die  Gleichung  7)  nimmt  hierdurch  folgende  bemerkenswerthe 
Form  an: 

10)  u^Jp-K:''^..t'^- 


r— l 


(l_^«r-l)2 


In  dem  Doppelproducte  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1) 

setze  man  m*  ^^r^  w  = und  nach  9)  jr—  «=  — log^.     Das 

Doppelproduct  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

lllly~  mjt—rilogqj' 

wo  die  Combination  m  =  0,  r  =  0  auszuschliessen  und  dafür  der 
Factor  x  zu  setzen  ist    Da: 

r  BBQo  r  =  00 

11)         11  fir)  =  mn  Ar)ri-r), 

ras — OD  r-«l 

4  _ 

SO  lässt  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben: 

^•'•^  \        nutj-^^     « 1  \         ^^^ — ^^^^SQ/\       mjt  +  rilogqj* 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  =  0  auszunehmen  und  dafbr  x  zu 
setzen.  Wendet  man  in  Beziehung  auf  m  die  Transformation  11) 
an,  so  geht  der  Ausdruck  12)  ttber  in: 

.3)    «"i5-ji-(^)*| /Zf  W, 


wo: 

»1=00 


^.(r)  -  (l  +;^jn^  (l  -m^-nlog  j(*  +  ««r+nlog«)>< 


m  =  oo 


\        rilogqj^^^  \        mjc  +  rilogq)\        mx — rilogqj 


Durch  einfache  Transformation  folgt: 
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\    mjr    ) 

,       frilogq — xV 
m  =  <»  1—    2.1 

rtlogq — ar     rj  \       mn        J 

rilogq      Jj£^       ^       /rnogyV^ 

\    nm    ) 

ÜDter  Zuziehung  der  Gleiclmug  5)  wird  einfacher: 

.  .         sin  (r  /  log  q  +  x)    sin  (r  /  log  q — x) 

^\vj  ^^  * T ' T =" 

^  ^  siurnog^  sinrnogY 


q-r  gxt  —  gr  g—xt     q-r  ^— « ^r  ^ 


q-^—q"-  q-'^—q'' 

q-^  —  2  COS  2j-  +  ^^   _  1  —  2^^  cos  2a  +  ^^ 

Mit  Rücksicht  auf  die   Form   von  sino-  als   unendliches  Pro- 
duct  reducirt  sich  der  in  13)  enthaltene  Ausdruck  auf: 

'^  7/ 1  —  2^2*- cos  2a;  +  ^<>^ 

'•°"  fl Ö^^^ö^ • 

Dieses  ist  der  Zähler  von  sin  am ,  abgesehen   von   einer 

jt 

CoQstanten  in  Beziehung  auf  x. 

2Aa; 
Der  Zähler  von  cos  am  nimmt  nach  2)  und  9)  folgende 

Form  an: 

11        JI     (^  —  rjn  +  i-)jt  — rilogq)  ^ 

x  + rilogq 

ri  rr  ~  (^  +  i-)^ 

II  Jl  rilogq 


Wegen  der  Oleichung  6)  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf: 


r  =  00 


ff    (<^Q8a:  + rtlogq) 

-'-'  cosrilogfir       ' 

r  =  —  <x>  ^^ 


ilttach  11): 

Eftoeper,  eUipC.  Fon€tionen. 
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j-r  eoB  (r  g  log  ^+a?)  COS  (ri  log  ^ — x)  

-^j  cösTTlög^.  cos  ri  log  ^ 


Genau  auf  dieselbe  Art  lässt  sich  der  Zähler  von  A  am 

jr 

reduciren.    Man  erhält  so: 


x  +  (r  +  4-)iiogg 

i  -^     7 ; ^-^ f*  :^Z  <X> 


II  II  (m  +  ^)jg  if  cos [a;+(r+-r)< log <y]  _ 

"^^      ,       (r  +  ^)ilogg       ^   11        cos(r  +  -i-)ilog^ 
1 7 ; — TT r  =  — 00 


r  =  Qo 


y -r  C08[(r— |-)i logg +  a;]  COS [(r—j-)! log y—a:]  ^ 
r  =  l      cos  (r—-i-)j  logg       *      cos(r r)'*logg 

^Ifj  1  +  2g^^^  cos2a;  +  q^^^ 
11^  (\+q^r^^y 

Die  Zusammenstellung   der  vorstehenden  Besultate   gestattet 
es,  die  drei  elliptischen  Functionen  sin  am  u,  cos  am  u,  J  am  « 

fUr  u  a= auf  folgende  Weise   durch    unendliche  Producte   zu 

definiren*): 
14) 

sin  am 


008  am 


X  "^f  \  \+q»^  j  -^^^ll  1— 2**^»0082a:  +  ^^' 


OD        y^  a„       «   V    «  00 


J  am  —  =  c//^j^j-^j  //riräfi?^- 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  A^  B  und  C  setze  man  in 


1  +  2^'*-^  cos  Ix  +  g^*^* 
^cos2a:  +  g*'^ 


00  »"=• 

*)  Zar  Vereinfachung  ist  /f  statt    U   gesetzt. 

1  r=l 
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der  ersten  Gleichung  14)  o-  =  ^,  in  den  beiden  folgenden  x  =  0. 
Da  »in  am  ä'=  1,  cos  am  0  =  1,  J  am  0  =  1,  so  folgt: 

.-^//(^iE^)*//(i^T.  «  =  ..-.. 

Die  Gleichungen  14)  werden  hierdurch: 


,  ^.     .  2ä>         .       f  /  /l  +  q^'^'^^  fr  1  —  M^  cos  2x  +  ^'• 

15)  smnm  —  =  sma://(      '      «         // 4 et^ — \ ^     .  \, 

jr  ^j^  \^  1  4-^2r  y   ^^I  1  — 2(y«'--icos2a:+g*^ 


^. 


OD  y-  „„         ,v    .»  00 


16^  cos  am  ?^  -  cnnx//f^~'^^"'V  /7  1  +  2^^  cos  2.r  + ./- 
Ib)  cos  am    ^    -  Cflsa:/^  |^  ^  ^  ^^,,^  j  y^  l-'i./--' cos  2a- +  /'-'' 


,.,      .        -IKx  A/1— y^'-'V  #Vl+V'-*co82a;  +  r/•• 


(  11.    Bemerkangen  über  die  unendlichen  Producte 

des  §  10. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  15),  10)  und  17)  des  vorher- 
gebenden  §  ist  auf  sehr  einfache  Betrachtungen  basirt;  um  die  er- 
haltenen Resultat«  ganz  sicher  hinstellen  zu  können,  bieten  sich 
xwei  Wege  dar.  Man  kann  zuerst  die  Richtigkeit  verschiedener 
Annahinen,  welche  stillschweigend  vorausgesetzt  wurden,  näher  be- 
P^en.  Es  wurde  angenommen,  dass  die  Functionen  sin  am  u, 
^am  u  und  J  am  u  fllr  keine  anderen  Werthe  verschwinden  oder 
•»endlich  werden,  wie  flir  die  Werthe,  welche  in  den  Gleichungen 
^)  und  6)  des  §  9  angemerkt  sind.  Diese  Annahme  enthält  im- 
püeite  einen  Satz,  welcher  nicht  selbstverntäudlich  ist,  sondern,  wie 
^(»cM  (Grelle.  Joum.  t.  14)  gezeigt  hat,  eines  eingehenden  Be- 
^eiaes  bedarf,  dass  nämlich  eine  Function  einer  Variabein  nicht 
B^lur  wie  zwei  Perioden  haben  kann.  Durch  Anwendung  der 
Gleichuugen  für  sin  {a  +  hi)  und  cos  {a  +  bi)  ist  die  Multiplication 
wf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  in  §  10 
^^eftihrt  worden.  Es  sind  bei  diesem  Verfahren  die  Factoren 
des  unendlichen  Products  in  bestimmter  Reihenfolge  angenommen 
'forden,  wobei  nun  die  Frage  sich  darbietet,  ob  eine  andere  An- 
ordnung der  Factoren  zu   anderen  Resultaten  führen  muss.    Man 
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könnte  z.  B.  die  Multiplication  in  den  oben  bemerkten  Gleichungen 
zuerst  nach  w'  ausführen.  Ohne  einige  Vorsicht  ergeben  sich  bei 
diesem  zweiten  Verfahren  Resultate,  welche  nicht  richtig  sind, 
wie  Eisenstein  in  der  Abhandlung:  „Genauere  Untersuchung  der 
unendlichen  Doppelproducte  etc."  (Grelle.  Journal  t.  35  p.  153.) 
nachgewiesen  hat.  In  einer  kurzen  Notiz  in  Grelle,  Journal  t  27 
p.  285  finden  sich  Relationen  zwischen  unendlichen  Producten  auf- 
gestellt, welche  nicht  richtig  sind.*)  Nimmt  man.  die  Logarithmen 
der  unendlichen  Doppelproducte,  z.  B.: 

entwickelt  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von: 

u 
2mA'+{2m'+\)A'*i ' 

und  zwar  für  solche  Werthe  von  w,  welche  eine  convergente  Reibe 


w« 


ergeben,  so  ist  der  Factor  von eine  Doppelsumme    von  der 

Form: 

^'  '  '  [2mK+{2m'+\)fi'UY  ' 


Hierbei  ist  die  Summe  nicht  unabhängig  von  der  Anordnung 
der  zu  summirenden  Terme,  wenn  «  ==  1  oder  n  =  2  ist.  Eine 
Außffthrung  dieser  beiden  erwähnten  analytischen  Untersuchungen 
sowie  anderer  Untersuchungen,  zu  denen  die  Gleichungen  15),  l6) 
und  17)  des  vorhergehenden  §  Veranlassung  geben  können,  maB» 
insofern  hier  ungeeignet  erscheinen,  als  die  Einfachheit  der  Kug^ 
wandten  Methode  durch  nachfolgende  weitläufige  Untersuchung«^ 
gänzlich  illusorisch  würde.  Unter  diesen  Umständen  bietet  siob 
ein  zweiter  Weg  zur  weiteren  Behandlung  der  erwähnten  Gl«*' 
chungen  fast  von  selbst  dar,  nämlich  die  Verification  der  gefim^' 
denen  Resultate.  Mau  kann  die  gefundenen  unendlichen  Produc5*® 
unabhängig  von  ihrer  Herleitung  nehmen  und  zeigen,  dass,  we^^ 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)  in  §  10  durch  z  bezeicha^* 
wird,  nämlich: 

•)  Vergleich©  hierüber  eine  Bemerkung  von  Jacobi,  Grelle.  Journal  1 3^ 

n     1«! 
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<X>     ß»      .        a^      1  V  A         QO 


umgekehrt  x  in  Function  von   z   durch    folgende  Gleichung    be- 
ftimmt  ist: 

dt  2Kx 


f 


\/{\—fi){\—kH'^)  ^ 

Diese  Betrachtungsweise  ist  zuerst  vou  Heine  in  seinem  „Ab- 
risR  einer  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  (Grelle.  Journal 
t.  39  p.  122 — 137)  ausgeführt  worden.  Heine  nimmt  dabei  Unter- 
siKliungen  über  eine  sehr  allgemeine  Reihe  zu  Hülfe ,  welche  auf 
nnendliche  Producte  führt,  von  welchen  die  oben  bemerkten  nur 
»ehr  speeielle  Fälle  sind.  Man  kann,  ohne  den  von  Heine  befolgten 
Grundgedanken  wesentlich  zu  ändern,  zur  weiteren  Behandlung 
^  Torkommenden  unendlichen  Producte  mit  sehr  elementaren 
Hfl&mitteln  zu  Werke  gehn,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Was  die  Quantität  q  betrifft,  so  ist  dieselbe  ein  positiver, 
^kter  Bruch.    Das  Integral  : 


Bunmt  EU  von 


J,    1/(1 -^^)(1- 
Jt  /*       dt 


kn^) 


^  la  einem  unendlich  grossen  positiven  Werthc,  dargestellt  durch 

dt 


f 


1—^2 


^^^  k  von  0  bis  1  zunimmt.  Da  ^'=l/l — k\  so  nimmt  Ä' 
^iewlben  Werthe  wie  k  in  umgekehrter  Reihenfolge  an,  also  nimmt 
^  Integral  A"  ab,  von  einem  unendlicli  grossen,  positiven  Werthe 

^^-Si  wenn  k  die  Werthe  von  0  bis  1  durchläuft.  Für  das  be- 
merkte Intervall  nimmt  also: 

K 

*llc  positiven  Werthe  von  oc  bis  0  an,  mithin  nimmt 


54 

q  =  e 

zu  von  0  bis  1.  Es  boII  nun  im  Folgenden  die  Quantität  q  der 
einzigen  Bedingung  unterworfen  sein ,  dass  0  =  ^  <  1  ist.  Was 
die  Convergcnz  der  vorkommenden  Producte  betrifft,  so  überzeugt 
man  sich  sehr  leicht  von  derselben  durch  Anwendung  der  Loga- 
rithmen.   Es  ist: 


2)    log(l— 2j9C0s2a:+/?2)  =  —2  ]^  ^'co82^a:.     — i^p^l. 

Setzt  man  hierin  y?  =  z/^'*  und  p  =  q^-^  bildet  die  Differenz 
der  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

süsser 

l  —2^  COS 2a;  +  r/**  o   V  /*        ,\  r2r_1^.  cos2.9.r 


^^S'i STl ö — r-7r-2    =    2    Zj(l— ^0*/ 


('Zr--l)s 


Legt  man  r  alle  ganzzahligen,  positiven  Werthe  bei,  bildet, 
die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 


1  —  2q^*-  cos  2x  +  q*"- 
^-^        1  — 2^2r-i  cos  ir + ^''-'^ 


,       //     ^  — 2^*'"  C0S2.C  +  q**'    o    X^       ^*        cos 2,sx 

Für  Y=  -^    folgt  hieraus: 


QO    /   .     .       o-  X  «  ac 


4)  io^m^tn'  =  2y:(— ü'_^ 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  -^  — x  statt  x   u 
—  q  statt  ^,  so  gehen  dieselben  über  in: 

.V  x^ ,        1  +  2^«'*  cos  2x  +  q^^ 


^-^-j        1—2^*'-^  cos  2a:+^'--2 
=  1       AA  _^_+.25r«'-cos2a:  +  ^*''    _  ^ 'V  y*  cos2äj; 


5' 

5  =  cc 


->)   •wyGVt'J^.y-sinpfey- 
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In  der  Gleichung  2)  nehme  man  — p  statt  p,  ziehe  von  der 
80  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  2)  ab.    Eb  ist  dann: 

l+2pcog2a;  +  p^  =  4  V „«.-i  C082(2^-l).f 
^1— 2pcoB2»+/>2        ^^  2*— 1 

Man  setze  hierin  p  =  9^~',  lege  r  alle  ganzzahligen  posi- 
tiven  Werthe  bei  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen.   Es  ist  dann: 

-V        '^V^.  _  1  +  2^«^-'  cos  2a;  +  g«^» 
V         ;^l  ^  1— 2g*^'C08  2a;  +  ?«^ 


OD  5bb<X> 


*  V  l-^^-  -u     g^^    \  cos2(2^— l)a; 

°"      ;^iVl  +  ^*^'      1—^*^7        2^  —  1 

Für  a:  —  0  folgt: 

Die  in  den  Glefchungen  3)  bis  8)  vorkommenden  Reihen  Bind 
sämmtlich  convergent,  wenn  ^  <  1  ist.  Hieraus  folgt ,  dass  die 
wendlichen  Producte,  welche  in  den  Gleichungen  15),  16)  und  17) 
^  §  10  vorkommen,  endliche  Werthe  haben.  Um  keine  neuen 
^iehnungen  einzuführen^  sollen  die  Bezeichnungen: 

^Kx  iKx     .         iKx 

sm  am ,  cos  am  — ,  A  am  — 

J€  3t  Jt 

beibehalten  werden  und  vorläufig  nur  die  Bedeutungen  beliebiger 
Punctionsbezeichnungen  haben  fQr  die  oben  erwähnten  unendlichen 
"oducte.  Es  sollen  hierbei  zwischen  diesen  Functionen  keine 
anderen  Beziehungen  angenommen  werden,  als  die,  welche  sich  aus 
^^  tmendlichen  Producten  ergeben,  also  die  Gleichung: 

sm*  am f-  cos^am  —  ==  1 

Jl  3t 

^U  nicht  als  selbstverständlich  angenommen  werden.  Zur  Ver- 
einfachoDg  setze  man: 
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_  fm  /'l— y^-'\-  fr  1  +  V'  COS  2a;  +  ^ 


'-C       y.  a_       ,  V    *  X> 


lu;      Z2  =  ^^#  ^^j  ^  ^2^_,  ^  y  #  1—2^-1  cos 2a:  +  ^•-«  ' 

Die  Gleichungen  1)  und  9)  zeigen^  dass  durch  gleichzeitige 
Vertauschung  von  x  mit  -y  — a:  und  von  q  mit  — ^  z  und  z^  in  ein- 
ander tibergehn.    Geht  q  in  — q  über,  so  geht  nach  10)  z^  über  in 

1  2A^ 

— .    Setzt  man  in  1)  2  =  sin  am ,  also: 

Zj  '  Jt  ' 

,,.       .  2Kx         .       frf^+'i^'-^y  fr   1— 2^»^cos2J:  +  ^*- 

so  folgt,  wenn  x  mit  x — ^-i  log  ^  vertauscht  wird: 

12)    8mainH(,:_^,logtf)  =  ^(\±^"j  .h, 

e^gi—e-^q-i  r/-(  1  —  gM-i e»«<)  ( i  —  y»»--!  g-»x. ) 
i^j    ^=  2j  ^,^    (1— 7«'e*^(l  — g*-«<r-*")  * 

Es  ist: 


s iTiÄ*'-"^' 


1  e" 


l_^2x.         2/sin:r' 

Mit  Rücksicht  hierauf  reducirt  sich  der  Ausdnick  von  ff  in 
13)  auf: 

^        1        //(i— ^'^-^g^^Ci—g'^-^g-^^)  ^ 

4sin.rl/^  V    (l^^/^'-^-Oa-^^'-g-*-) 

48iu.rl/(/  ^-'"  1—2^^'- cos  2^+^'"     * 
Die  Gleichung  12)  wird  dann: 
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2ä 

sin  am  —  (x  — ^i  log  q)  = 


CC        y-        .  o^        ,v    .1  X" 


1  iy/1  +g"^^Y  / y  1  —  S-?*' -> cos 2.r  +  9*'--2 

Die    Toretehonde  Gleichung   mit  der  Gleichung   11)  muUipli- 
ciii,  giebt: 

,4)     .,„am^^8mam-(..-i.aog4r)=;^yy(^-^-p^j  . 

2A'x 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  sin  am  —  durch  eine  un- 
endliche Reihe  darstellen,  wie  im  folgenden  §  gezeigt  werden  soll. 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  zeigen,  dass  für  .r  =  0  gleich- 
zeitig zi  =  1  und  ^2=  1  ist.    Für  ^«^  =  ^  gicbt  die  Gleichung  1) 
z=  L 


Vierter  Abschnitt 


I  12.  Transformation  eines  unendlichen  Products  in  eine 
uendliche  Beihe.    Darstellnng;  der  elliptischen  Functionen 

dnrch  trigonometrische  Beiheu. 

Sind  tp{a)  und  q>{a)  Poljrnome  von  a,  ist  der  Grad  von  tp{a) 
um  eine  Einheit  geringer  wie  der  von  qj{a)y  so  lässt  sich  be- 
kanntlich : 

durch  eine  Reihe  von  Brüchen  darstellen  von  der  P'orm: 

A 
a — «  ' 

wo  A  eine  Constante  und  a  eine  Wurzel  von  ^{a)  =  0  ist.  Da 
die  Anzahl  der  Wurzeln  von  q.(cc)  =  0  beliebig  ist,  so  kann  man 
dieselbe    unbegränzt  zunehmen  lassen.     Sind  nun  i^(o)  und  (p{a) 
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unendliche  Producte,  so  läBBt  sich  auf  den  Ausdruck  1)  noch  die 

Methode  der  Zerlegung  in  Partialbrttche  anwenden,  wenn  man  die 

Vorsicht    gebraucht,   den   obigen   Ausdruck    zu  multipliciren   mit 

einem  Term  von  der  Form: 

1 

wo  g  eine  Constantc  ist.    Es  ist  dann  der  Grad  des  Nenners  um 
eine  Einheit  höher  wie  der  Grad  des  Zählers,  wenn  jedem  Factor 
des  unendlichen  Products  ip(a)  ein  Factor   des  unendlichen  Pro- 
ducts  9>(a)  entspricht 
Es  sei: 

1       1— 2gco8  20r+y)  +  ^*^     1— 2y^cos2(j;+y)  +  y« 


P  = 


sino;      1— 2^2cos2a:  +  g*  1— 2^cos2a;  +  ä'® 


1— 2^'^^cos2a: +(?^^  ' 

oder: 

J_'"^^-2^^-'cos2(x+y)+^^ 
^  sinr^^j  1  —  2^»^  cos  2j:  +  r/»- 

Setzt  man  statt  der  trigonometrischen  Functionen  Exponential- 
Functionen,  so  ist  auch: 


oder: 


gesetzt : 


wo: 


L_  Ff    ^~^ 
—  1       1        1— (/ 


3)  ^  =  «,     c^  =  j? 

4)  P  =  %e^f{a\ 


Der  Ausdruck  rechts  lässt  sich  in  Partialbrüche  zerlegen, 
welchen  Werth  auch  q  haben  möge.  Zur  Vereinfachung  der  fol- 
genden Entwicklungen  lasse  man  q  unbegrenzt  zunehmen  und  setie: 


1 


59 
oder: 


nasQO 


Diese  Art  der  Zerleguug  in  Partialbriiche  findet  sich  in  der 
Abhandlung  von  Somoffi  Demonstration  des  formulcs  de  Mr. 
Jacohi  etc.  (Grelle,  Journal  t.  43  p.  95,  oder  auch  M^langes  Ma- 
th^mat  et  Astron.  t.  I,  p.  359).  Es  ist  selbstverständlich,  dass 
sich  eine  Jierlegung  des  Verhältnisses  zweier  unendlichen  Producte 
auch  ausführen  lässt,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  von  gleichem 
Grade  annimmt,  wobei  dann  die  entsprechenden  Regeln  bei  Zer- 
legungen in  Partialbrüche  in  Anwendung  zu  bringen  sind.  Nur 
scheint  der  oben  eingeschlagene  Weg  der  einfachste  zu  sein. 

Die  Gleichung  6)  giebt: 

[/(«).(«- 1)1«  .1  =  A,. 

Wegen  5)  erhält  man  unmittelbar: 

Nach  6)  ist  femer: 

Mittelst  der  Gleichung  5)  folgt: 

rmmn — l 

^  *   r— 1        ^       ^ 

Setzt  man  r — n  «=  s,  so  ist: 

r  =  QO  Jp  =  OD 

Jl  l_^2r-«,  Jl         x_fi,       • 

r  mm  (J-f-I  ^  *  =  1  ' 

Für  r  +  n^BS  folgt: 

/^         1— ««H-fc  -«-',.      1—««» 

r=l  "  «  =  n+l  '' 
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Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  die  Gleichung  9): 


S  'tas  cTj  5  ^  X) 


1 


[—qi>-iß      ,-.    i_^».-i|j-i 


0)  A'=  //-4^S^  7/ 


E8  i8t  ferner: 

r  =  n — 1 


(T 


<fl 


VI— fi 


Multiplicirt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  mit  dem 
vorstehenden  Ausdruck,  so  erhält  man  nach  8)  den  Werth  von 
An»    Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  Aq  zu  7)  folgt; 

11)  An=—^ß^Ao. 

Die  Gleichung  5)  mit  a — q^^  multiplicirt  lässt  sich  auf  fol- 
gende Form  bringen: 

12)      /(«)(a_^n)   =   _____      y^  i_2r^l  L, 

rmm  1  ^ 

Aus  der  Gleichung  6)  folgt: 

Die  Gleichungen  12)  und  13)  geben  nach  leichter  Trans- 
formation: 

n  »B  <3t>  5aB  OC 

s  =«  n+1  ^         « =  1  ^ 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  Ao  in  7)  folgt: 

Setzt  man  dienen  Werth  von  B„y  ferner  den  Werth  von  An 
aus  11)  in  die  Gleichung  6),  dividirt  durch  A^y  so  folgt: 

Ao  «— i    "^^^^  \1— ^'"«       «  — ^'"/ 

Substituirt  man  links  für  /*(a)  und  Ai^  ihre  Werthe  aus  5)  und 
7),  so  erhält  man  die  folgende  Zerlegung  in  Partialbrltehe  eines 
unendlichen  Products: 


r  =  00 


1 


1  jr        \—^^  1— ^2r  l_^2r-l^^     ^_^2r-l^-l^-l 


^>^  //  r^ 


^^^  i—q^'^^ß  1— ^2»--ij9-i        [—g^^a  i—q^'-a-^ 


n=  00 


K^OD 


a— 1    \^^i  VI— ^««a  "^  1— ^2n«-iy- 


Setzt  man  hierin  a  =  e*^,  ß  =  ^y*,    multiplicirt    auf  beiden 
Seiten    mit  2iV"',    so    findet  man    die  folgende    allgemeine  Ent- 
wicklung : 
15) 

*" "  *  (1  —  «*•■  )*  1  —  2«*'""'  cos  2  (x +y)  +  (^-^ 


wnx    ^-*.  1  — 


8in  ^  ^\f^  1  —  2(jf«*^^  cos  2y  +  ^'^^  1  —  2^2r  cog  2.r  +  q^^ 


2i  '^t^       /  —  e^**y-Hr)« 


noBOD 


+  ^*    ^-^1^"  VI— ^2«^2x.  +    l_^^2n^-2ar,  j 


1_        4   V   ,,«  8in(2wy+a:)  —  ^*^'»sin(2ny — x) 


sma-  -^j  ^  1  —  2^*"  cos  2x  +  q^* 


Fttr  y  =»  0  giebt  die  Gleichung  15): 


1_  jr  /  1— ^g'-  Y    1— 2^^'--^  COS  2a: +  ^'^^    ^ 
1  a:   -{/j  \\  —q^^^  )        1  —2^»^  cos 2a;  +  ^'• 


Bin 

ras  l    » 

nasOO 


2i 


<?*'  — 


:^  "»•  ^*  ^^  \\—q2n^2xi  "^  1  _ ^2« ^2x1  y 
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sin  x  "^  ^^-^j     1  —  2^*^'»  cos  20-  +  ^^  * 

Wegen  der  Gleichung  11)  des  §  11  lässt  sich  diese  Gleichung 
noch  schreiben: 

Bin  am  r  =»  i  "^       '  n-  v     / 

M  =  00 

— 2«>" 


^^-^,  V  ^  —  ^■^''  ^''^''       1  —  ^«»  e-^^7  • 


1— ^2x. 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  x—-^i  log  v  statt  x,  so  wird: 
smara  —  (a:— -filog^) /*  =  l   \  *      ^  ^-rq      / 


n=z(x> 


1  _  q  ^2x1 


^-i^^xi  q^'-ie^ 


^^1  Vi  -  ^2n- 1  ^-2a:i  1  _  ^2n  -X  ^2xi  ) ' 

Auf  der  linken  Seite  bringe  man  die  Formel  14)  des  §  11  zur 
Anwendung,  auf  der  rechten  Seite  entwickele  man 

1 

nach  Potenzen  von  q^^—^  und  summire  schliesslich  nach   ti.     Es 
ist  dann: 

2Kx  ./- 
smam 


n=«Qo 


2»i— 1  ^  2i»— 1 


=    /■■      sina:  +   /^   ,sin3j:  +  '«»« 

1—^  1— rflr* 
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Bedient  man  sich  des  Summenzeicliens,  so  ist  folglich: 
17)       Binam—]/^  n^(j^^^,j    = 

Diese  Gleichung  dividire  man    auf  beiden  Seiten  durch  \/q, 
darauf  setze  man  — q  statt  q  und  y — x  statt  x.     Nach  Ausfüh- 

nmg    dieser    Operationen,     wodurch    sin  am  —     übergeht     in 

^Kx  / 

eoB  am  ,  multipiicire  man  wieder  mit  \/q. 

Bedient  man  sich  der  Bezeichnungen  z  und  zi  der  Oleichuugen 
1)  and' 9)  des  §  11,  setzt  zur  Abkürzung: 

ao  gicbt  die  Gleichung  17)  und  die  aus  derselben  abgeleitete: 

2i— 1 


19) 


z.Q    :^'^-J——^»m{2s—l)x, 


In  der  allgemeinen  Gleichung  15)  setze  man  x^^  ^  und  dann 

X  statt  y.    Fitr  das  uaendHohe  Product  führe  man  z^  ein,  definirt 
durch  die  Gleichung  10)  des  §  11.    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

rmmoo 

q^r\2 


20)        //  (L±^-  .  Izi^Y 


•o  ist: 


21)        Zi  A  =  1  +4  2j]  j-^  C082^x. 

Die  unendlichen  Producte  Q  und  (>i  lassen  sich  leicht  durch 
Reihen  ausdrücken.  Setzt  man  iu  der  ersten  Gleichung  19)  x  = 
^jr,  in  der  zweiten  x  —  0,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 
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Die  Gleichung  21)  giebt  für  .r  =  0: 


23)  (y^  =  ^+42t 


Die  Gleich ungeu   19)    und  21)  enthalten  die  Entwicklungen 
der  elliptischen  Functionen  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  un- 
graden  und  graden  Vielfachen  des  Bogens  .r.     Man  könnte  hier 
versucht  sein,  dii-ect  die  Lehre  der  trigonometrischen  Reihen  von 
Lagrange  und  Fourier  anzuwenden  und  so  ohne  Zuhtilfenahme  der 
unendlichen  Producte  die  bemerkten  Reihen  zu  entwickeln.    Dieser 
Gedanke  ist  von  Schlömilch   in   den  „Abhandlungen  d.  K.  SftcbKi- 
schen  Gesellsch.  der  Wissenschaft"   t.  IV  p.  397 — 430   ausgefthrt 
worden,  es  sind  die  Logarithmen  der  elliptischen  Functionen  durdi 
trigonometrische  Reihen  dargestellt  und  nachher  durch  Differentia- 
tion und  Transformation  aus  diesen  Reihen  die  obigen  Resultate 
hergeleitet.     Der   eingeschlagene  Weg    enthält    manche    Betrack— 
tungen,  welche  sich  hier  nicht  wohl  in  Kürze  reproduciren  lassec».- 

Die  Gleichungen  19)  und  21),  in  unwesentlich  verschiedene "■■ 
Form,  hat  zuerst  Jacohi  aufgestellt  (Fund.  p.  101),  ebenso  di^ 
Gleichungen  15),  16)  und  17)  in  §  10.    (Fund.  p.  99). 

§  13.    Die  Quadrate  und  Producte  der  elliptischen 
Functionen  in  Form  unendlicher  Reihen. 

Für  die  Verification  der  bisher  gefundenen  Resultate  ist  d^^ 
Bildung  der  Quadrate  der  in  19)  und  21)  des  §  12  angeflihrt^*^ 
Reihen  nöthig.  Diese  Darstellung  hat  zuerst  Jacohi  (Fund.  p.  lO^J 
unternommen  und  zwar  zur  genaueren  Untersuchung  der  v<^^ 
Legendr e  betrachteten  elliptischen  Integrale,  welche  Anwendu^*^ 
dieser  Reihen  auch  später  gemacht  werden  soll 

Man  setze: 


2l— 1 

00 


4N         \/q        ,   \/^ 

—  1l.r=  -t-±_ftns.r-4-  /  * 


0  ^i(>=  ^i+^i«-i<'"»(^^-Oa^=  i^co8a-+  X^co83a-f-'- 
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In  dem  Quadrate  (zi  oy  setze  man: 
C0B(2r — l)xC08{2s — \)x  =  -|-eo8  2(r  +  * — l)x  +  -^C0B2(r — s)x. 

Der  Factor  tod  eoninx  besteht  aus  zwei  Reihen,  einer  end- 
Uchen,  durch  Summation  der  Argumente  und  einer  unendUchen  fBr 
eine  constante  Differenz  der  Argumente  gleich  2n.  Bezeichnet  man 
diesen  Factor  durch  ß,,  so  ist: 

iri/g  ]/^  ,  \/¥  \/^^  ,      ,  i/g^^   i/gi 

oder  kürzer: 

V\     »    _  1    V      g   '  g      '  .      V      g  *  g      * 


2  ^-^^  !+(?*— ^  1  +  ^*— «^1  '     ^^1  +g «^-M  +g*H-«'^» 


r«««  r=»oD 


Es  ist  nun  identisch: 


Legt  man  r  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1   bis  oo  bei,  so 
erhUt  man: 


3)  S 


q^-i 


f  {l  +  q^-i)(\  +  q^^-i) 


_L_l_g_4.     g*     4.        I       g**-'       I       g'"+\       I 


1       I  ^'i'+i 


1 — q*»!  l+g*»+» 

1       I     g      .       g*      ■  .      g**"* 

T  4    TT«  "?•••••  "T 


+  ....} 


Die  identische  Gleichung: 

1+«*— M+^-*^->  °^  V      1  +  «*'—'     1+^*— «H-iy  1— ^ 
siebt: 

la>«p«r,  «Ulpt.  FnaotlOMD.  5 


V     1 ^  = 

n 2_/    ^      .      ä'^      .         ,      g^-^    \ 

Mit  Hfilfe  dieser  Gleichung    und   der  Gleichung   3)    reducirt 
sich  der  Ausdruck  f&r  Bn  in  2)  einfach  auf : 

On    '^^    "TT 


Der  von  x  unabhängige  Tenn  \\^  (zx  QY  i^  i^&ch  2): 

1  ^.      q^^^ 

Man  erhM^  so,  wenn  n  statt  r  gesetzt  wird; 
4^    (rOY    _t''y      g^^         I    ^""y  ng''eos2yia: 

wo: 


jr 


€Wit  «  ip  — q  UDid  o;  in  -^  — x  über,  so  gpht,  zi  llbe^r  in  z. 
Nach  5)  gebt  dann  Q^  aber  in  —Q\  es  folgt  aus  4): 


*"  '  '     ^  n^cos2nii 


«)('«-ii:(r^,-ii:=^ 


»3m 


Setzt  man  in  4)  a:  =  0,  in  5)  a;=^,  also  z^=^\j  z^^^X^   so 
erhftlt.  man  fSr  Q^  die  beiden  Gleichungen: 

OD  «..    ■■  qp  _ 

-'*'  '*ii'  (1  +  «»—»)*  ^  ^  1  —  «»•  ' 

Durch  Addition  folgt: 
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Die  Gleiehtmgen  4)  und  6)  addirt  geben: 

Für  o:  =  0  folgt: 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  7),  so  ist: 

Bildet  man  das  Quadrat  der  Gleichung: 

00 

11)  z,£>i  =  l+42f:p^C082^a;, 

to  ergebt  sich  als  Factor  von  cos  2nx  die  folgende  Summe : 

H(^^    \l+gn  +  q^-^^  1  +  q^  1  +  ^*— *^-^  l+*g*— M+^V 

oder  kürzer: 
JCiÄ    V       ^  g^       I  tfi  V      ^  ^ 


Es  ist  nun: 


tri       ^  ^l**  ^      ^c[i  /    q^  ^f*H^     \ 

1_^  \l+g*  ^1+g*  ^••'^l  +  g*"/ 


=  11—1  r  — n— 1 


V  g"*  g*^        ^       g"       y*     /  gr  ^»«.-^    \ 

^^^     1+^1+^«*-«^         ^— g*"  r  =  l   ^  ^  +  ^        1  +  ^*"-^ 

(n— 1)^  2g>      /    g«  g^  ,       g*^-^     \ 

—      l—g*»  1—^  Vl  +  g*       l  +  (?*"^"*"^  1  +  g*— •/ 

Durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Resultate  reducirt  sich 
er  Factor  Ton  cosSnx  auf: 

8g*         8(n— l)g*        16  g"       ^ 
l+g**  1— g**     '*'l— g^^'l+g**' 


5* 
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Durch  Verbindang   des  ersten  und  dritten  Terms  wird  die 
vorstehende  Summe  einfacher  : 

8ng* 

Die  Gleichung  11)  giebt  folglich: 

Dazi<=l  fllra;=:0,  so  erhält  man  aus  12): 


13) 


ft'-i+8:^(i^)'+8l:^. 


EUminirt   man    zwischen    den  Gleichungen   6)    und  12) 
Summe: 

so  erhält  man  zwischen  z  und  zj  die  algebraische  Relation: 


14)    (z,  ft)'  + 16(^0)»  -1  +  8  2(i:^y  +  8  S(i-!^-y  : 
Fttr  o;  s»  0  folgt  hieraus : 

15)  gt'  -  i+8|:(rj^y +8|:(t^Lx)»  • 

Subtrahirt  man  die  Gleichung  9)  von  der  Gleichung  8),  so  ii 

16)         Zi2+Z2  =1. 

Subtrahirt  man  die  Gleichung  15)  von  der  Gleichung  14), 
vidirt  durch  Qx'^j  so  ist: 

z,^  +  16  (I)  V  ==  1, 

oder  zur  Abkürzung: 

.7)      .£_* 

gesetzt: 

18)        zt^  +  k^z^  =  1. 


jr 


Nimmt  man  x  =»  -x- ,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  ii 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  1)  und  10)  des  §  11: 


00 


.»)  //(1^)%*>.., 
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Diese  Gleichoog  zeigt  unmittelbar,  dass  k^  ein  Achter  Bruch  ist 
Setzt  man  die  Werthe  von  Q  und  Q^    aus  den  Gleichungen 

18)  und  20)  des  §  12  in  die  Gleichung  17),  so  erhält  man  zur 

Bestimmung  von  k  auch  folgende  Gleichung: 

00 


»)       41/?  77  [^±^  -  k. 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  k  wesentlich  positiv  ist,  folglich 
bezeichnet  k  einen  positiven,  ächten  Bruch.  Durch  Substitution 
des  Werths  von  k  aus  20)  in  die  Gleichung  19)  „sequitur  aequatio 
identiea  satis  abstrusa": 

=  ((1  +  ^)(1  +  ^*)(1  +  ^*)--?-  (Fund.  p.90.) 

Bildet  man  das  Product  der  beiden  Gleichungen: 


21) 


8t— 1 

00 


ZiQi  —  1  +  42r^  cos 2*«, 


bezeichnet  durch  Ct«.).!  den  Factor  von  cos  (3n  +  1)^,  so  ist: 


«»+1 


^^*  ~  r+Y^ 


8m— 1  S»— 8 


,2^(     9  g  '         I      g'        g  *         I         I       g"         gM 


«»+»  to-H 


^  Vl+^*  l+^M^»  "^1+^4  i4.^ai.+6-r--y 


oder  kurzer: 


M-i  r^n  »«»-M-^ 


^.i'v/'  g'      g  V     ,    g  *       ^—\ 

-^  *•  ^^  ^^T¥  1+«*^+'  ^  1  +  «»'-'  i+«**+V ' 


r  =  aD 


IM 


Man  findet  Itieht  durch  Zerlegung: 

8«>+«i4-l  «r— l 

V/'—iL.     g    *         .      g  *         g*+^    \ 

g*+*       r     g'         ,         g*         ,  . 

i_j««+i  Ln- ^j  T"  n- ^  "^ — "^  f 


+«*" 


+  ^4_  +  ^,+...+   «"■" 


Es  ist  femer: 


4.  _2«  +      g'      4.        .       g'"""' 

Die  Vereinigong  der  vorhergehenden  Summen  giebt: 

to+l  2it4-l  »it-f-1 


_  (2n+l)./ 


Durch  Vereinigung  des  ersten  und  dritten  Terms  reducirt  si 
dieser  Ausdruck  auf  : 

2 

Nimmt  man  wieder  s  statt  n  als  summirendes  Element, 
geben  die  Gleichungen  21): 

5  =  00  ?£nl 

22)    *j2jftft=    2d     iZgl-i'    cos(2g-l)j;. 

Man  kann  noch  ähnliche  Ausdrücke  fbr  zz^OQi  und  z  Zx 
aufstellen,  da  dieselben  sich  indessen  kürzer  finden  lassen  mitte 


der   folgenden    Entwicklungen,    bo    möge    diese  DarBtellung  hier 
unterbleiben. 

Ii.  YeriflflRtion  der  B«Uien  für  die  elliptischen  Fonetlonen. 
tondere  SarstellDug  der  Zähler  and  Nenner  der  unend- 
lichen Prodncte. 


Die  ZoBaniiuenstellung  der  Gleichungen  1),   16),  IS)  und  24) 
I  Torhergebeudeo  §  giebt: 


')  -o=i:-- 


2) 


'  +  ''  —  l, 


2,'  +  *V  —    1 


3)  >t',Oa,  -  2]'''il''.L'    «"(''- 


1)«. 


Hau  nehme  ;,  und  zi  positiv,  ersetze  die  Gleichungen  2)  durch 
^  folgenden: 

4)         2,  —  \/i  —  z',     «,  —  l/l  — 1'2'. 

Mit  Unlfe  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht  um- 
fekfihrt  .r  durch  r  ausdrucken,  der  hierbei  befolgte  Weg,  sowie 
<!ie  lierleitung  der  Gleichung  3)  sind  wesentlich  zuerst  von  Heine 
Mpjgtben  worden,  nämlich  die  unendlichen  Prodncte  in  Reihen 
luTiulOsen  und  diese  Reihen  zu  verificiren. 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist: 


,  * 


■f^(2£-l)jj 


Die  Gleichung  3)  wird  hierdurch  einfacher: 

i-  i  nach  4): 

5)       %=  Q,]/{i-z^)ii~k^z-^}, 
*■"  *  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist.     Da  fUr  .t  =  0  auch  i  =  0, 
0  pielrt  die  Gleichung  5)  integrirt,  wenn  die  IntegratioiiBvariabele 


durch  I  beieichnet  wird; 
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6^        r      ^ 


Für  a;  —  -7-  ist  aber  z  =  1.    Die  Gleichung  6)  giebt  folglich : 

^*  =  ß    iE 

0 

Bezeichnet  man  das  links  stehende  Integral  wieder  durch  Ky 
SO  ist  ir=  ft-s-.    Für  diesen  Werth  von  ft  wird  die  Gleichung  6): 

Die  vorstehende  Gleichung  führt  wieder  auf  die  Definition  von 
z  in  Function  von  x^  wie  die  in  §  6  gegebene,  d.  h.  man  kommt 
umgekehrt  auf  dieselbe  Integralgleichung  zurück,  welche  den  Aus- 
gangspunkt der  bisherigen  Untersuchungen  bildete.  Die  Gleichungen 
4)  und  7)  geben: 

2Kx                           2Kx                 .       2Kx 
z  =  smam ,     zi  =  cosam ,    z^  =  ijam . 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Richtigkeit  der  unendlichen 
Producte  15)^  16)  und  17)  des  §  10  bewiesen. 

Eine  aufinerksame  Betrachtung  der  Zähler  und  des  gemein- 
schaftlichen Nenners  dieser  Producte  zeigt,  dass  dieselben  sich 
sämmtlich  aus  einer  Function  durch  Aenderung  des  Arguments 
herleiten  lassen.    Setzt  man  nämlich  : 

8)  F{x)=    77^(1  — 2^-icos2a;  +  ^^-«), 

r=l 
so  ist: 

OD 

9)  F{x  +  -^x)  =  ri(^  +  2g«^-^C082a:  +  g^*). 

l 

Für  x^^O  erhält  man  aus  8)  und  9): 

10)       /-(o)  =  7/(1  -««-OS    ^(f )  =  Ili^+^-'f- 

m 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  8)  und  9)  x — -^-log^  statte, 
so  gehn  dieselben  über  in: 
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OD 


11)      Fix+^logq)   -=   JJ (\—q^  ^{\—q^-*tr*f) 

^  1 


00 


1 

I 

qp 

12)     F{x+^  —  ^\(^q)  =  2e-'*  cos a://(l  +  2^2reog 2a; +</*'•). 
Für  X  =»  0  giebt  die  letzte  Gleichung : 

OD 


13)      /'(j-i-log«)  =  itlis+^^Y 


Mit  Httlfe  der  Gleichangen  8)  bis  13)  lassen  sich  die  Glei- 
ehoDgeii  15^  16)  und  17)  des  §  10  anf  folgende  Weise  darstellen: 


2JKr 
sinam  ^ — 


14)  ^    cosam  —  =  ^      /^     V,       N  W) ' 

Die  Gleichungen  14)  zeigen,  dass  man  eine  beliebige  der  vier 
Functionen 

Fix\    f(x  +  Jj,   t\x—  ylogö'),   ^(^  +  f  — -^  ^^S^)' 

als  fundamentale  Function  nehmen  kann,  mit  deren  Hülfe  sich 
die  elliptischen  Functionen  durch  Aenderungen  des  Arguments  als 
Quotienten  darstellen  lassen.  Es  ist  daher  von  Interesse,  eine 
Function  F{cc)^  definirt  durch  die  Gleichung  8),  genauer  zu  unter- 
neheu.  Eine  solche  Untersuchung  f&hrt  durch  Auflösung  des  un- 
endlichen Products   auf  eine  Reihe,    deren  ebenso  einfache  wie 
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eigenthtlmliche  Form  Jacobi  zu  Resultaten  geführt  hat,  welche  zu 
den  glänzendsten  und  productivsten  Entdeckungen  dieses  grossen 
Mathematikers  gehören. 

Ohne  an  den  Gleichungen  14)  etwas  zu  ändern,  kann  man 
statt  F(x)  den  Ausdruck  C.F{x)  nehmen,  wo  C  in  Beziehung  auf  x 
constant  ist.  Da  die  Darstellung  durch  HinzufÜgung  einer  solchen 
Gonstanten  etwas  an  Einfachheit  gewinnt,  so  soll  statt  F(x)  der 
folgende  Ausdruck  zu  Grunde  gelegt  werden: 

A^)  —  //(l  — ^y'-//(l~2^«'*~icos2a;  +  g*^«). 
1  1 

(  15.    Entwiekelnng  eines  unendlichen  Products  in  eine 
Beilie.    Der  Ursprung  der  Tlieta- Functionen. 

Es  sei: 

OD 

1)  9>{z)  ^  (\+qz)(\+q^z)(\+qH)....  =  ff  (\ -h q^"' z)^ 

1 

Denkt  man  sich  rechts  die  Multiplication  ausgefbhrt,  so  ist  auch 

5  =  00 

2)  g>{z)  =  AQ  +  AiZ+ ....    =    ^^  AtZ*. 

Setzt  man  in  1)  q-z  statt  z,  so  folgt: 

tjp{q2z)  =  (1  +q^z){\+q^z) 

Diese  Gleichung  mit  i+qz  multiplicirt,  reproducirt  rechts 
nach  1)  ^{z)'j  man  erhält: 

(t+qz)9>{q^z)  —  9<z). 
Nimmt  man  die  Entwickelung  2),  so  lässt  sich  die  vorstehendi 
Gleichung  schreiben: 

(1  +qz) {A^+Aiq^z  + ...  +  An^iq^-^z^"^  +  ^«  ^*"  ^"  +  ...)  = 

Ao  +  AiZ-h'>'  +  AnZ''  +  ... 

Die  Vergleichung  der  Factoren  von  2*  giebt: 

Anq''' +  An^iq^-^  «=  An, 


oder: 


2)  An   =      j ^   An^i. 


Für  z  —  0   ist  nach   1)  90(0)  =1.     Die  Gleichung  2)  giel^ 
dann  ^  <»  1.    Mittelst  der  Recursionsformel  2)  erhält  man: 


7i 


^>         ^  ==  (l-««)(l-^«)....(l-4«-)- 

Man  setze  mit  Jacobi: 

*^  i\-qzm-qH){l-qH)...  " 

1 — qz  (1 — ^«)(1 — q^z) 

Wird  ^2:  statt  z  gesetzt,  die  so  erhaltene  Gleichung  mit 


1 


1  —  qz 
multiplicirty  so  bleibt  die  linke  Seite  der  Gleichung  4)  unverändert, 

es  folgt  dann: 

5) 

z  z^  z^ 

*  +  i=^*'  "^  (l  —  qz)(i—qizf^  "•"  (i—qz)(i—q*z)(i—qHf^  +- 
"  T=^'^(l— (rz)(l— ^2^)**  "^(1— gz)(l— ^2z)(l— ^«z)^^"^-" 


Da  nun  allgemein: 


1        —  1  +      ö'"'^ 


1  —  ^2:  1 — ^z  ' 

SO  lägst  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  auch  schreiben : 

jf*2*  /-  q^z    \ 


qz      /4  ,  D  X  ,  ^^^^ 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  linken  Seite  der 

^leichong  5),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  B,,  B^ die 

"le&c]iiiiigQ]|. 

q  (i?i+l)       —  Bi ,   oder    (1— *)i?i    =  q, 
4*{Bf¥q  Bi)  =  /?j  ,  (t  -q*)Bi  -=  q^B^, 

q^iBt+q^Bi)  —  /?,  ,  (1  -q^)B3  -  «»i?„ 


•     •••  ••■• 


Diese  Gleidiungen  geben: 


76 

allgemein: 

Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 

*  =1+  « 


(1  — «rz) (1  —  j2z) (1  —  ^»2) . . .         '  ^  1  — g  •  \—qz 

■  g* £l__4. 

"^  (1  -<?)  (1  -g»)  •  (1  -qz)  (1  -^>z)  "^ 

.  t £! j. 

"*"  (l-g,)(l_  j2)(l  _«3)    (l_5,z)(l-?»2)(l-^z)  "^  — 

In  der  vorstehenden  Gleichung  setze  mau  q^  statt  q,  darauf 
z  SS  q**,  es  folgt  dann: 

! 1 1    g'         g"  . 

(I_gl»+-2)(l_gl»f4)(l_y2-+«)...  *^1— g«       1  —yStl 

"t"  •••• 


Diese  Oleichung  mnltiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

(l-«»)(l-«*)....(l-g*")' 
Der  allgemeine  Term  auf  der  rechten  Seite  ist  dann: 

(l-«r«)(l-«f«)...(l-g*-)  '  (I-«»)(l-««).  -(l-g*^*")     "" 
(1— ff>)(l— J«)...(l  — g*»)'(l— «>)(1  — y*)...(l— g»-H-)' 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  unter  Anwendung  der  in  Gleichung 
3)  gebrauchten  Bezeichnung  einfacher  durch  Am  A»^  ausdrttoken. 
Da  i^  a=  1,  so  erhält  man  einfach: 


6) 


g*' 


s^<*> 


AqAh  +  AiAi^i  + » . , .  =    ^^  AtAit+§* 


1 

Setzt  man  in  2)  z  =  e^  und  xz  =  e-^,  bildet  das  Product  von: 
^(^     ^  Ao  +  Aie^  +  A2e*^  +  ....y 

g){(r^)  =  A^  +  Ai  e-^^  +  Aiß-^'*  + , 

80  ist  der  Factor  von  e^"^  +  e-"*^  =  2  cos  2nx  gleich 
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OD 


A^Aw^i  +  AiAf^i  + . ..  =  ^^  As  An^t 

0 
d.  L  nach  6) 

17(1— g«')' 
Man  erhält  so: 

Setzt  man  links  ftir  (p{z)  seinen  Werth  in  Form  eines  unend- 
lichen Products  aus  1),  führt  die  Multiplication  je  zweier  Factoren: 

(1+^*^*^(1+^*^*^-*^)  =  l+2^'-icos2a:  +  ^**^S 

aiifl^  so  erhftlt  man  schliesslich: 

7)  7/  (1— ^■^)//(l  +  2^-icos2a:+/'-«)  =  l+221^*cos2«a-. 

Vertauscht  man  x  mit  -^  —  Xj  so  folgt  leicht: 
8) 

QC  OD  OD 

//(l— ^)//(l— ^-^C0R2a;+^*'^«)  =  1+221(— l)V*cos2fw:. 
1  1  1 

In  der  Gleichung  7)  setze  man  2  cos  *lnx  =  e*^  +  e^^  ver- 
taoflche  x  mit  x —  -^^^^^  multiplicire  die  so  erhaltene  Gleichung 
mit  qie^.    Es  wird  dann: 

00  OD 

9)     2^* cosa;//(i  —  q^)JI{\  +2^«0co82a:+^0  =  q^  e^ . 

1  1 

+  2^«+W2n+l)xi-  +  2^^n-i)*^-(2i— Dan- 


1  1 

OD  OD 


1  1 

—  221«^'*~*^C08(2n— l)x. 
1 

Vertauscht  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  x  mit  y —  x, 
M  iit  eadlieh: 
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OD  00 


10)  .2g^  Binx  /J(l—q^'-)  Jf  {i—2q^'-  coB2x  +  q*^)  = 

1  i 


2  2I(— If""^  g^^-i)*8in(2n— l)a:. 
1 

Die  im  Vorhergehenden  befolgte  Entwickelung  eines  unend- 
lichen  Products  in  eine  Reihe^  wie  dieselbe  in  den  Gleichungen 
4)  und  6)  enthalten  ist^  rührt  von  Jacobi  her.  (Fund.  p.  180.)  Auf 
p.  145  der  „Fundamental  wird  zuerst  das  Product  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  7),  später  auf  pag.  172  auch  das  Product  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  10),  durch  eine  functionale  Be- 
zeichnung als  besonders  bemerkenswerthe  Function  hervorgehoben. 
Auf  pag.  183,  fast  am  Ende  des  Werks,  definirt  Jacoii  zwei 
Functionen  &  und  H  auf  folgende  Weise : 

11)  ö(^)  =  1— 2^cos2a:  +  2(^co84a;.... 

QP 

=  1  +  2^  (— l)''«**C082nx, 
1 

12)  -tff^)  =  2tfUma;— 2^*8in3a:.... 

OD 

=  22(— l)'»-i^'»-i)"sin(2n— l)a:. 
1 

Die  beiden  Functionen  &  und  H  sind  die  unendliohen  fieihei, 
welche  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und  10)  yojt- 

kommen,  durch   einfache  Vertauschung   von  x   mit  -^ — a;erh&lt 

man  die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  8)  und  9)- 
Die  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  vorkommenden  Bezeichnungen 

haben  den  Nachtheil,  dass  dieselben  sehr  unbequem  sind  und  auch 

2Kx 

das  Argument  zu  complicirt  ist,  namentlich  bei  Rechnungen 

jt 

mit  derartigen  Functionen,  bei  denen  man  in  die  Lage  kommt^ 
Functionszeichen  und  Argument  sehr  häufig  schreiben  zu  mflssen. 
Dieses  hat  später  Jacohi  bewogen  in  seinen  Vorträgen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  sich  einer  einfacheren  Bezeich- 
nung zu  bedienen  und  jede  der  in  den  Gleichungen  7)  bis  10) 
vorkommenden  Reihen  mit  einer  besonderen  Bezeichnung  zu  ^er* 


7« 

j  fifttt  8Mh  auf  die  beiden  in  den  Oleichoigen  11)  und  12) 
bMierkten  Bexeiehniingen  sn  beschränken.  In  Folge  der  gewähl- 
ten Bezeichnung  „{^^  heissen  die  Reihen,  welche  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  7)  bis  10)  voorkommeo,  „Theta-Functionen" 
(^  -  Functionen).  Man  kann  diese  Reihen  leicht  in  etwas  anderer 
Form  schreiben 2  welche  geeignet  ist,  den  Zusammenhang  dieser 
Beihen  unter  einander  mit  geringen  Rechnungen  darzuthun.  Setzt 
■imn  2eo8  y  =  «•^  +  «-«^,  so  ist: 

OD  OD  OD 

1  1  1 

«a-|00  «»00 

In  der  ersten  Summe  rechts  nehme  man  n  =  m,  in  der  zwei- 
ten Summe  n  =  — m,  es  durchläuft  dann  m  alle  positiven  und 
n^atiren  ganzen  Zahlen.    Die  Vereinigung  beider  Summen 

■M  OP 

>2mart 


S  r". 


«  — Ot) 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
7)  bin  10>  anf  fblgende^  ArT  darstellen: 

-^  00  —00 

IMeee  Summen  nehmen  eine  etwas  fibersichtlichere  Form  an, 
wenn  man  q^*^p^  setzt    Da  (2^  —  e^""'«,  so  ist  auch: 

OD  00  OD 

-"-•  —-00  ——OD 

wenn  sur  AbkUming  log  9*^0  und  xi^^b  gesetzt  wird«    Man 
den  Terriahendon  ioisdmek  dahin  verallgemeinem)  dass  in 
Smune: 


14)        S  —  2«^*"*'^^^^ 


—  Oft 
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a,  h  und  c  beliebige  reelle  oder  complexe  Grössen  sind.  SeW 
man  a  ==  «  +  ßi^  so  ist  das  Verhältniss  zweier  sueoessiven  Teme 
der  Summe  Si 

^(n4-l)*  +  2&(n4-l)4-c 


^n^  -h  ^hn  4-  c 


^   pn-\-l)a-\-b 


=  ^2n4-i)a-hft[cos(2n+l)i?  +  isin(2n+l)/9]. 
Ist  nun  a  negativ,  so  hat  der  vorstehende  Ausdruck  Null 
Gränze,  wenn  n  unbegränzt  zunimmt  Die  in  14)  aufgestellte 
Beihe  S  ist  also  immer  convergent,  wenn  der  reelle  Theil  von  • 
negativ  ist,  welche  endlichen  Werthe  auch  h  und  c  haben  rniga^ 
es  kann  b  reell,  imaginär  oder  complex  sein.  Die  Quantititc 
kommt  nicht  weiter  in  Betracht,  da  ^  gemeinschaftlicher  FaelK 
aller  Terme  der  Reihe  S  ist.  Der  Einfachheit  halber  werde  c  »»l 
gesetzt.  Lässt  man  in  der  Gleichung  14)  a  und  h  variireii|  il 
lassen  sich  Reihen  herstellen,  in  denen  das  summirende  ElfiBOpft 
nur  grade  oder  ungrade  ist,  die  Terme  der  Reihe  abweebnU 
positiv  oder  negativ  sind,  wobei  die  Reihe  mit  einem  constaite 
Factor  multiplicirt  erscheint.  Man  überzeugt  sich  leicht  von  te 
folgenden  Relationen: 


Diese  Reihen  sind  die  in   13)  aufgestellten  Reihen,    nur  bl 
etwas  veränderter  Schreibweise. 

Reihen  von  der  Form  der  in  13)  und  14)  aufgestellten  BeÜMi^j 
d.  h.  Reihen  von  Exponentialgrössen,  bei  welchen  das  8i 
Element  im  Exponenten  in  der  ersten  und  in  der  zweiten  Poi 
erscheint,  hat  Jacobi  einer  eingehenden  Untersuchung  onterwoi 
und  hat  in  Beziehung  auf  Relationen  zwischen  derartigen 
die   Fundamente    zu    einer    ebenso    interessanten    wie   wii 
Theorie,  der  Theorie  der  Theta-Functioneu,  gelegt    Die  Lehre 
elliptischen  Functionen  erscheint  als  eine  Folgerung  der  Lehre  df 


Theta-runctiotien,  eine  Folgerung;,  welche  im  Folgenden  nach  dem 
Vorgange  von  Jacobi  kurz  angemerkt  wenlen  soll.  Diese  Dar- 
sieUiuig  iiimmt  in  der  Hinxidit  keiuen  unnöthigen  Raum  in  An- 
sprach, als  die  zu  entwickelnden  Gleichungen  zwischen  Theta- 
Functionen  nicht  nur  fUr  die  Lohre  der  elli[)tiachen  Funetionen 
und  Integrale  wusentiieb  sind,  sondern  die  Theta- Functionen  für 
verachiedene  Zweige  iler  Mathematik  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Der  Toii  JacoM  eingeschlagene  Weg  ist  später  in  zwei  bemerkens- 
Wertben  Abhandlungen  weiter  verfolgt  worden,  indem  statt  der 
cinfarhuTi  Summe  S  der  Gleichung  14)  eine  Doppelsumme  von 
der  Form: 

X"*  V  aam'+ti,m,'+  2l>nim,  +2cin  +  2c,m,+a 

m  üruudc  gelegt  wurde,  in  welcher  «,  Uj,  b,  c,  r,  und  $  beliebige 
(Juantit^Ueu  und  m,  /»i  summireude  Elemente  sind,  welche  unab- 
h:ingig  von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Werthc  aunehmen.  I>ie  Betrachtungen  einer  Duppelsumme  von 
1er  obigen  Form  führte  auf  Functionen  von  zwei  Variabein  and 
ucr  Pcriudcu,  zu  Functionen,  welche  nach  .lacohi'ü  Vorschlag 
..tljeUche  Functionen"  beiesen.  Die  beiden  üben  erwähnten  Ar- 
"eitcn,  welche  zuerst  in  hervorragender  Weise  ein  ganz  neues  Ge- 
^^iet  der  Analysis  erschlossen  haben,  »ind  die  tblgeudeu: 

w 


ö&pet: 


Tbeoriae  transcendentimu  Abelianarum  primi  or- 
dinis  aduuihratio  levis.  Grelle,  Joum.  t  35  p. 
•277—312. 

RosenhaiHi  Memoire  sur  lus  fonctions  do  deUK  variables  et  ä 
quatrc  periodes,  (jui  sout  les  iu\  ei'ses  des  integrales 
ultra -elliptiques  de  la  premi^re  classe.  M^moiree 
präsentes  par  divers  savante.  (Savante  ^trangers) 
t.  XI,  p.  361—468.  Paris  1851. 
Aussttge  aufi  der  zweiten  Abhandlung  in  Briefen  an  Jacobi 

ifilt   Crelle  Joum.   t.  40   p.  319  —  360.      In   der   Einleitung   zu 

ler  Abhandlung  hat  Hosenhain  einige  Resultate  aus  der  Theorie 

Tbela-Functionon  nach  Jacobi  aufgestellt. 

Eh  musB  hier  mit  BDckBicht  auf  weitere  Ausdehnangen   der 
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in  14)  au%e8tellten  Reihe  S  und  ihre  Anwendungen  in  der  allgih 
meinen  Theorie  der  Ahelschen  Functionen  bei  diesen  Andeutung^ 
bleiben.  Die  allgemeine  Theorie,  das  Werk  der  bedeutendsten 
neueren  Mathematiker ,  wie  l^eierstrass,  Riemann,  Hermite  u.  A. 
erfordert  weitere  Untersuchungen,  welche  ausserhalb  des  Gebiets 
dieser  Vorträge  liegen. 


Fünfter  Abschnitt. 


(  16.    Die  Theta  -  Fonetionen.    Beziehungen  zwisehen 

denselben.  ; 

Im  Folgenden  werde  unter  q  ein  positiver,  ächter  Bruch  ver- 
standen, oder  allgemeiner,  eine  Exponentialgrosse  von  der  Form: 

wo  a  und  h  wesentlich  reelle,  positive  Quantitäten  sind.  Die 
Variabele  x  kann  jeden  beliebigen,  reellen,  imaginären  oder  com- 
plexen  Werth  annehmen.  Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  vier 
Reihen,  welche  unter  13)  in  §  15  aufgestellt  sind,  r^Theia^ Func- 
tionen*" genannt  und  nach  Jacohi  auf  folgende  Art  bezeichnet: 

fit  ^co  r  =  <X) 

»t— — OD  r»t 

—  1  — 2^  COS  2a; +2^*  COS  4a:— 2^»  COS  6ä:  + 2^1«  COS  8a:.... 

OD 

2)  *,(ar,g)  =  \  ^yi—\ynq(m+k)*^^-¥\)xi 

OD 

OD 

—  22(— l)V'""*^'8m(2r— l)a: 

1 

—  2^*  sin  X — 2^^ sin  3a:  +  2^^  sin  5a;.... 

OP  oo 

3)  H^,q)  -  ^^^+^W^^+^)^  _  22^'--4>'cos(2r— l>r 

—  OD  1 

—  2g  *  cos  ar  +  2(ir*cos  3a:  +  2a:^C08  5a:+ . . . . 
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00  00 


=  1  +  2^  cos  2a:  +  2^*  cos  4a:  +  2q^  cos  6a:  +  2^25  cos  10a:  + .  • . . 

Diese  vier  ^-Functionen  sind  von  den  beiden  Argumenten  x 

und  q  abhängig,    behält  q  im  Laufe  einer   Rechnung    denselben 

Werth,  80  soll  q  unter  dem  Functionszeichen  nicht  mit  angemerkt 

werden,  also  einfach  d-(x)  statt  ß-ix^q)  gesetzt  werden.    Es  werde 

Torl&nfig  X  reell  genommen. 

Die  Functionen  {h,  d-^y  ^3   sind  grade  Functionen  von  Xy  die 
¥«nction  ^|  ändert  mit  x  ihr  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergeben  sich  unmittelbar  die 
Mgenden  Gleichungen,  in  denen  n  eine  ganze  positive  Zahl  be- 


5) 


2n  4-  1 

*,(a:+»»3r)  =  {-\y»^{x),  *,(a:+^-2±ijr)  =  (— l)-*2(a;), 

*,(«+njr)  =  (— l)«*i(a:),  *j(x+?^;r)  =  (-l)'H-'*i(a:). 

I)ie  Gleichungen  5)  zeigen,  was  auch  unmittelbar  aus  der 
**&ütion  der  Theta- Functionen  hervorgeht,  dass  dieselben  perio- 
^«ekrind. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  a:+-x^  log^  statt  x,  so  folgt: 


OD 


#(a:+»  logj)  =  2(— 1)'"«"'«^'^^+''°*^*^' 


OD 

•  00 


6* 
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Da   m    alle   reellen  gauzxahligeu  Wenhe  von  — x  bis 
annimmt,  so  kann  mau  in  <ier  letzten  Summe  rechts  iw  + 1  sti 
setzen,  dann  fol^: 


—  Jt 


(1.  i.  in  Fol^  der  Gleichung  2): 

Nimmt  man  hierin  — /  i^tatt  i.  ^o  ist: 


^•r-i-logv) 


L 


=  iy-^^.»,(x) 


Ganz  auf  dieselbe  Art  folgt: 
^j(r  ±  -^  log  v)  = 


v~'e-^"H^) 


Die  Gleichung  2)  giebi  .»•+  -5-  log  7  statt  j-  gesetzt: 


*i(j+2'«g«)-'7 


1  V  (_ijm^»i-i>»^2mH-l)(j:+;iog?3 


=  _f^— ir"  ^(— l)'"v*'V**^' 


ü.  i.  nach  1): 


i 


Ebenso  ist: 


»,(.r+-2  l«g  v) «¥•?"*(•••)• 


»t(j)  +  ^  log*)  =  «r-*<-**,(x). 


Die  Zusammenstellung  der  vorheigeheuden  Resultate  g>*- 


6) 


»{x  +  ^  log  <r)  =  —  /V-+e*'>,(j-) . 


»i(.» -l-^logv't 


=  —iq-^f^Kr), 


*l(.«-  +  ^  log  V)   =  V-^«'^"'»3(>) . 

»,(a-  +  ^  log  (,)  =        «-tr"»,(x) . 


7) 
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Vertauscht    man   in    den    Torstehenden    Gleichungen    x   mit 
-l-ylog^f,  80  folgt: 

Aus  diesen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  6)  leitet  man 
ie  folgenden  ab,  in  welchen  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

(    ^x  +  m  i  log  q)  =  (—1  )'«^-'^«2ma:i  *(^) , 
^,(ar+milog^)  ==  (— l)'^^-'^V'^>i(a;), 
d'^ix  +  m  i  log  q)  =  ^-my  mori  ^^(^^)  ^ 

l  i^3(a;  +  m/log^)  =  ^~^V'"^'>,(a;). 

2m  + 1  /2bH-i\2 

*iU+— ^ilog^)  =  (—0*"*+'^   ^    '  V«"H-i>«.^Gr), 

2m  +  1  /ftiK^i^a 

2m  4- 1  /3wH»i\2 

Mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8)  lassen  sich  drei  der 
^ta>Functionen  immer  durch  die  vierte  ausdrücken.  Wegen  der 
^plication  der  Argumente  ist  es  indessen  vortheilhafter,  sich 
^chiedener  Bezeichnungen  zu  bedienen. 

£»  ist  ij^i  (a:  +  njr)  ■=  ( — l)*d^i(a:).  liimmt  man  — x  statt  x, 
^olgt  wegen  {^i(  —  x  +  nx)  =  — *i(a; — tut): 

^xi^—njr)  =  {  —  lye^tix). 

Bedeutet  also  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  allgemein: 

&x{x  +  njt)  =  (— l)"*i(a-). 
Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  8)  x  mit  x  +  mty  so 
t,  da  e^^'  =  (— 1)»,: 

Nimmt  man  hierin  o:  =  0,  so  verschwindet  die  rechte*  Seite, 
n  erhält: 
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8)     ^njc  +  ^-^^^ilogg)  =  0. 


Analog  lassen  sich  die  Werthe  des  Arguments  finden,  f&r 
welche  die  drei  anderen  Theta- Functionen  verschwinden.  Man 
findet  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  Gleichungen  5)^  7)  und  8): 

d'x{n:t  +  milogq)  =  0, 


10) 


Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  die  vier  Theta- Functionen 
durch  Zunahme  des  Arguments  um  ein  ganzzahliges  Multiplum  von 
i  logg  in  sich  zurückkehren^  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Factor. 
Der  Quotient  zweier  Theta  -  Functionen  behält  durch  eine  solehe 
Aenderung  des  Arguments,  abgesehn  vom  Zeichen ,  denselben 
Werth.  Da  die  Theta -Functionen  an  sich  periodische  Functionen 
sind,  so  folgt,  dass  die  Quotienten  derselben  doppolt  periodiBche 
Functionen  sind.  Dieses  folgt  auch  durch  Vergleichung  der  Tbeta- 
Functionen  mit  reellen  und  imaginären  Argumenten,  ein  Verfahren, 
welches  sich  leicht  auf  die  Lehre  von  den  allgemeinen  Theta- 
Functionen  übertragen  lässt. 

§  17.    Yergleichung  der  Theta-Funetionen   mit  reellen  uni 

imaginären  Argumenten. 

Die  Theta  -  Functionen  mit  imaginärem  Argument  lassen  8ich| 
wie  zuerst  Jacobi  (Fund.  p.  161)  gezeigt  hat,  wieder  auf  Theta- 
Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argument  reell  ist,  die  durch 
q  bezeichnete  Quantität  ändert  hierbei  ihren  Wei*th,  so  dass  die- 
selbe unter  dem  Functionszeichen  mit  angemerkt  werden  muse. 

Die  einfachste  Methode,  Theta -Functionen  mit  imaginärem 
Argument  zu  entwickeln,  rührt  von  Jacobi  her  und  ist  zuerst  von 
Rosenhain  mitgetheilt  worden  (Savants  etrangers.  t.  XI  p.  396). 

Da  log  q  =  e'^^,  so  lässt  sich  die  Gleichung  4)  des  §  16  auch 
auf  folgende  Art  schreiben: 
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"•-^"'       -.        ...  C=r„  ^    1«+,: 

M  =  — -  OD  — «  OD 

oder  XI  statt  x  gesetzt: 

OD 

Setzt  man  zur  Yereinfachimg : 

l)    ^z(^,q).e^^f^9  —  q>(x) 

\ 
od  zur  Abkürzung  log  —  '^  a,  wo  also  a  wesentlich  positir  ist, 

lofol^: 

OD  (  i     '  V 

e 
— »  . 

Setzt  man  rechts  — x  statt  x  und  — m  statt  m,  so  bleibt  die 

'Nkto  Seite  ungeändert  Es  ist  also  q>{ — x)  »>  ^{x).   Die  Gleichung 

1)  siebt  X  +  a  statt  x  gesetzt : 


^*  +  a)-2*~''^""^'''"="^ 


OD 


Setzt  man  rechts  einfach  in  statt  «n  +  1^  so  ergiebt  sich  wieder 
^  rechte  Seite  der  Gleichung  2),  d.  h.  es  ist  9>(a;  +  a)  — >  9>(x). 
^^  Function  ^{x)  ist  also  eine  grade  und  eine  periodische 
Lotion  Ton  x  mit  der  Periode  a.  Nach  der  Reihe  von  Faurier 
(Note  II)  kann  man  also  setzen : 

3)    ^x)  —  i<oH-2    2   .4rC0S^^. 
Setzt  man  hierin  x  +  a  statt  o:,  so  folgt: 

OD 

q>{x  +  a)  —  ^o-f2^(— l^i^rcos 

1 
I>ie86  Gleichung  ron  der  Gleichung  3)  abgezogen,  giebt: 

OD 

.  V^  ^            (2r — l)jra;         ^ 
4  ^A^r^icoer ^ —  —  0. 


rj€X 
a 
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Da  X  variabel  ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  allgemein  fb 
A%T^\  "«  0  bestehn.    An  Stelle  der  Gleichung  3)  tritt  die  folgende: 

OD 

4)       Kf){pc)  =  ^  +  2  ^  A<ir  cos . 

1  ^ 

In  dieser  Gleichung  ist: 

aAir  =  J  q>{u)  cos  ""T""^* 

Substituirt   man    rechts  unter  dem  Integralzeichen   flir  9>(») 
seinen  Werth  aus  2),  so  folgt: 

oder  —  ■—  w  gesetzt: 


OD 


—  00  0 

d.  i. 

5)       ^,,  =  /^-««'*  cos  2r^«;  (/«>  +    ^  jf '^~''^'^+'"^*<^8^'-^«'*' 


meaaD 


+  j^  Je    ^^^    ^^  C0B2r:rtv  dw. 

Die  Summationen  rechte  lassen  sich  leicht  auf  die  Orftnseo 
ttbertragen.  Man  setze  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  5)  w  =  v.    Für  m  +  w  =  v  folgt: 

y  ^— ocm+n^}  ^Q2rjtwdrv  =  J""^^  e^^^  cos2rjrt;  d». 

0  m 

Nimmt  man  m — rv  =  Vj  so  folgt: 

J  ^^^^'^^^ co^2rjtw  dw  =   f^f^  cos2rjrvrfi;. 

Durch  diese  Transformationen  nimmt  die  Gleichung  5)  folgen^* 
Form  an: 


00 


A%r  "^  je    ^^  iiO%2r3tv  dv  -\-  ^^    P^     e    ^^  C0b2r:xvdv 

Q  im 

OD 

+  ^  Je^   cos2rjr!;e/i;. 
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Durch  Zueammenziehniig  der  Gränzen  folgt: 


Die  Oleichung  4)  wird  hierdurch: 
Setzt  man: 


and  a  »»  log—,  so  wird: 

Der  Einfachheit  halber  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

7)        log  ^  log  ^^  =  jt^. 
Die  Gleichung  6)  wird  dann  einfacher: 

*3(xi,  g).«i5i5  =  l/-^(l  +  22  ?"* 0.08 ^^), 

log  ^  »  log' 

dt  nun: 

i+2i;,-co8^-i^,(-^4 

'  log—  ^log—    ^ 

9  q 

^  ^ebt  Bich  schliesslich  die  Fundamentalgleichung  in  der  Theorie 

te  Theta- Functionen: 

xy 

log-  Mog-     ^ 

^0  9  und  ^  durch  die  Gleichung  7)  verbunden  sind.    Vertauscht 
(Dan  in  dieser  Gleichung  x  mit  xi^  so  folgt: 
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X* 


log-  Mog  j  '     A 

Eine  andere  Methode,  welche  sich  mit  Hülfe  der  Tielfaoheii 
Integrale  verallgemeinom  läset,  besteht  darin,  die  Function  9-z{xjq) 
durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  und  auf  dieses  Integral 
ein  Theorem  von  Lejeufie '  DiricMet  anzuwenden.  Der  zu  befolgende 
Weg  ist  der  umgekehrte,  welchen  Jacobi  eingeschlagen  hat 

In  der  Oleichung: 


3 


setze  man  successive  r=  1,  2^  3, r,  multiplicire  die  erhaltenen 

Oleichungen  respective  mit  1,  2cos2a:,  2co84a:,  ....2co82t^  und 
bilde  die  Summe  sämmtlicher  Producte.    Man  erhält  so: 

10)  ^[l  +  2e      •    cos2a:  +  2^       •    cos4a:+..+2f         *    cmipx] 
-=  y  %■"•*•**[!+ 2  cos  2ftw .  cos  2a; +  ...  + 2  CO»  2r*w  cos  2ya:lili# 


OD 


^  Je    *  "T  l4.cos2(6tt  +  a:)+....  +  coB2t;(&u  +  a:)U« 

+   S'^t'^  **]  2  +cob2(&m  — a:) +  ....  + cos2i<ftu  —  x)  Uu 

«.  1  />«^-^''*'sin(2y+  i)(f»ii  +  a;)^ 
^^oo  sin(&u  +  a;) 

i  y  *^^-«'^'sin(2y  +  l)(ftu  —^^ 

Im  ersten  Integrale  rechts  setze  man  bu  +  x^^  Vy  im  sweiten 
^  —  x««v,  die  rechte  Seite  von  10)  geht  dann  über  in: 

1  /".-a'(";^)^Bin(2>;+l)e;^^  -f  1  7"  ,- «<^)*!!L(?L±I)?  ^ 
26—00  sint;  '^  2b  —  ^  sin» 

2fcl-x>L  J        Bin«' 

Bringt  man  das  rechts  stehende  Integral   auf  die  Oränien  0 

und  oc,  so  wird  die  Gleichung  10): 
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l^[l  +  22«    ''*^'^\fi2rx] 


n- 


r  — 1 


Ltaet  man  in  dieser  Gleichung  v  unbegränzt  zunehmen,   so 
fol^  nach  dem  Theorem  von  lejeune-Dirichlet: 

a 


[1+2  2^        *   cos2ra;] 
1 


1" 


^(4)"  ^/  — ■('t^)'  — '(^t^* 


Man  dividire  durch  \/jty  nmltiplicire  mit  a  und  setze  rechts 

dann  folgt: 

1+2  J^e  cos2i?a; 

FOr  e    ^mmq  und  ^    ^  *«  =  g'  erhält  man  wieder  die  Glei- 
shon^n  7)  nnd  9). 

Für  X  —  0  giebt  die  Gleichung  9): 

log- 

q 

V     1      1 

Da   nun  log q  log  g'  -=  x\  so  ist  \fjt  =  1 /log— log—,    setzt 
lutn  0tatt  der  Theta-Functionen  die  entsprechenden  Reihen,  so  folgt: 

l/logi  .  [1+2^  +  2^^  +  2^»+....] 
—    ^log^,.[l+2^'  +  2g'*  +  2g'«  +  ....]. 
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Von  dieser  GleichuDg  behauptet  Abel  (Grelle  Journ.  t  4  p.  93), 
das»  CoKchy  dieselbe  zuerst  in  seinen  .,Exercices  de  mathämatiques* 
aufgestellt  habe.  Man  findet  dieselbe  auch  in  der  Abhandlung  von 
Polsson:  Sur  les  integrales  definies  auf  p.  420  dos  Cah.  XIX  (Tome 
XII,  Paris  1823)  des  „Jouni.  de  TEcole  Polyt.".  Die  von  Poissan 
befolgte  Methode  ist  iudess  später  als  nicht  ganz  einwurfsfrei  ge- 
funden worden.*) 

Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Weise  schreibeu: 

*  I  /""ji: "    -£l    *  r^^!fE 


-00  ^ogj  ^  q 

Man  setze  bierin  »-  +  «^^  statt  x ,  es  folgt  dann  : 

OD  .    /"^~      a:'  ff*       »  (2m — l)?rar-f»w* 

V(_l)m^mVma:i  =  |/      "[  ^^^^  "*"  '^^^%q  V  ^^\  |     J. 

^  log-  1^  ^q 

oder  rechts  nach  7) , =  log^'  gesetzt; 

V(_i)m,^..',2ma:,  _  ^/  ~    ^  ,log^  V   /'^'^^       ^      1        . 


-    OD  *"&  —  OC  g  ^ 

Vertauscht  man  in  der  Summe  rechts  m  mit  m  +  1 ,  so  folgt:    - 

:^  log-      :^  g     *T 


13)    (.(.,,)  =  i/-\.»°«*^/-^,,'y 

log-  Wog-      I 

*)  In  der  Abhandlung:  „Sur  les  t'onctions  ruciproque»**  (Exercicea  de 
mathöm.  Seconde  anucc.  p.  156.  Paris  1^25)  ^»emerkt  Cauchy ,  daas  er  die 
Gleichung 

l/'fl(H-2<f"'^%2<r"*^%...)  =-  l,6(i-l-2tf~"**-|-2<f~^*"4-...),  wo  ub^n, 

xuerst  im  Jahre  1817  im  ,,  Bulletin  de  la  Soci<H<^  philomatiqne*"  mitgetheilt 
habe.    Die  allgemeinere  (Üeichung: 

l/a  (1  -h  2<?""  ^*co8  2flT  +  2<?'~  '^^'cofii  \ax  + .. .) 
findet  eich  bei  Poisson. 
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i 


In  der  Gleichung  11)  setze  man  x — ^  logg    statt  x,   hier- 
rch  wird: 


OD 


^-^^-«|- V  q(m+i,y^2m+l)xi 


OD 

2in7ix 


.2 


^  .  .    .  =^  1 


log  -  » 

er  einfacher:  2»wrar 

Durch  Einführung  der  Bezeichnung  der  Theta-Functionen  lässt 
ich  die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 


15)     ^3(0;,  g)  =  \/  - — jeiogq 


%5'0- 


In  der  Gleichung  14)  vertausche  man  x  mit^+o;.    Die  linke 
Seite  geht  dann  über  in  — ^1(0:,  q),  es  folgt: 


X  1^         7C 

"«"   rrrr    oo  ,       1 


-^(x,  ^)  =  1/  -  ^  ^  ^  (_l)m^/m  ^  ^ 

log  — » 


rt 


<^er  rechts  nach  7)  ,  —  =lofffl''  gesetzt: 

^   log(/  ^^    ^  (2m-l)7ra: 


log  - 


log-         —  <» 
Es  ist  nun: 

—  00 

Setzt  man  zi  statt  j;^  in  der  Summe  rechts  — m  statt  m,  so  wird: 

OP 
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Die  Gleichung  16)  lässt  sich  also  schreiben: 

17)         /^,(a:,  q) 1  \/--je^Sq»A- 

logr  Mog 


/XXl 


/  Jl'JGl  \ 


q  -q 

Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  9),  13),   15)  u» 
giebt: 


18) 


Hx,9)-\f^e^^m,(f^,q), 


log- 


log- 


log-  Mog-_ 


log^  Mog^ 

Für  a;  »=  0  reduciren  sich  die  ersten  drei  Gleichungen  a* 

*s(0,  q)  =    \/-A^  *,(0,  «rO, 


19) 


log- 


*(0,  «)-l/--T*«(0,A 

'ogr 


*»(o,  <r)  -  l/— Y  *(o, «'), 

log- 

wo  q  und  or'  durch  die  Gleichung  log ^. log 9^«=  ^2  verbunden 
Die  Gleichungen  18)  und  19)  finden  sich^  ihrem  wesentlichen  I 
nach,  in  den  Werken  von  Gauss,  Band  III,  p.  436  angef&hrt 
scheint,  dass  Gauss  schon  sehr  lange,  höchst  wahrscheinlich 
gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts,  die  allgemeinen  Gleichi 
gekannt  hat,  wenn  auch  nach  einer  Notiz  auf  p.  294  der  H< 
geber  erst  das  Jahr  1808  glaubt  annehmen  zu  dürfen.    An 


^fOk  zeijct  der  KacblaFis  vou  dotas  Über  die  elliptiBchen  Functionen 
^ÖBen  grossen  und  feieben  Scbatz  von  Entdekiingen,  der  weit  über 
ein  halbes   Jahrhundert   hinaus    der   wiBeenschaftlichen   Welt   nur 
"im  Hörensagen  bekannt  war. 

Latersuchungeu  llber  allgemciDero  Theta-Functioneu  mit  Rück- 
sicht auf  reelle  und  imagiuäro  Argumente  findet  man  bei  Meissrl 
(Crelle.  Journ,  t.  48  p.  324 — 331),  Thomae  (Die  allgemeine  Traus- 
luTiualiciu  der  ^-Functionen.  Göttingen  IS6-1),  Erwep^  (Zeitschrift 
iHr  Mathematik  t.  12,  p.  79—85). 

SK  Das  Multiplieationstheorent  der  Theta- Functionen. 
In  seinen  Vorträgeu  llher  die  Theorie  der  clli])tiMcbon  Func- 
lioiien  hat  Jacob'i  eine  bemerkenawcrthe  Bi'7,iehung  zwiBchen  den 
Srnnmen  zweier  Producte  von  je  vier  Theta-Functioneu  derselben 
Art,  über  mit  verschiedenen  Argumenten,  aufgestellt,  welche  als 
i^io  Fandamentaltheorem  in  der  Lehre  von  den  Reihen  mit  £xpo- 
nciueD  zweiten  Grades  angesehen  werden  muss.  Auf  dieses  Fun- 
^imentaltheorem  hat  Jacobi  sowohl  die  Lehre  vou  den  elliptischen 
f^üDctionen  basirt,  wie  die  Additionstheoreme  der  elliptiBchen  Inte- 
Kfsle  von  Buler  und  Legendre.  In  einem  Briefe  an  Hermite,  wel- 
«^in  Crelle.  Journ.  t.  32,  p.  176—181  {Jacobi.  Werke  I.  p.  367) 
I  »fc|8druckt  ist,  hat  Jacobi  sein  Theorem  erwähnt  In  einer  Ein- 
.  iKIiing  zu  seiner  grossen  Abhandlung  (Savants  6tr.  t.  XL  p.  371) 
wl  Rosmhani  den  von  Jacohi  gegebenen  Beweis  mitgetheilt.  Zu 
^uerken  ist  nur,  dass  dort  die  Bezeichnung  6-  in  einer  etwas 
'«»[■biedenen  Bedeutung  von  der  hier  gebrauchten  auftritt. 

Der  Beweis  von  Jacobi    beruht  auf  dem  fulgendeu  sehr  ein- 
i'sciieu  algebraischen  Satie: 
.Sind  die  Quantitüten: 

a,   b,   c,   d; 
«',  b',  c',  d'; 
™r'  Ii  eine  der  Systeme  von  Gleichungen  verbunden : 

a'  =  i{a+b  +  c  +  d),        0=  i{a' +  b' +  C  +  d'), 
'  -=  i(a  +  ft_c— rf),        b  =  i{a'  +  b'—c'—d^. 
c-  —  i(«  +  ft  +  c_rf),       c  =  4(«'  — ft'+c'— d'). 
,  i(a_ft— c+d).        d  =  l(a-— i'—f'+rf), 


I) 


^BKflL 


80  ist: 

2)      a^+b^  +  c'^  +  d^  —  a'^  +  b'^  +  c"^  +  d'\ 

Bilden  a^  b,  Cy  d  ein  SyRtem  von  vier  gleichzeitig  gnden 
oder  ungraden  Zahlen^  so  ist  dieses  auch  mit  a%  b\  c%  d'  der  Fall 
Durchlaufen  a,  by  c^  d  alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  graden 
oder  ungraden  Zahlen,  so  durchlaufen  a%  b%  c\  d'  dieselben  Zahlmi- 
systeme,  nur  in  anderer  Ordnung.'' 

Die  Gleichung  2)  ist  oftenbar  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichungen  1). 

Was  die  Zahlensysteme  betrifit,  so  Überzeugt  man  sich  leicbl 
von  der  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  durch  die  folgeodB 
Tabelle.  Da  alle  Zahlen,  positiv  oder  negativ,  von  einer  te 
Formen  4p,  4p  +  1 ,  4//  +  2,  4p  +  3  sind,  so  lassen  sich  folgenda 
Annahmen  machen,  in  denen  a,  ß,  y  und  d  beliebige  Zahlen  Bind. 


a  = 

b  — 

C  =" 

d  = 

4a, 

4^, 

4/, 

46, 

4  a, 

4^, 

4y, 

4Ö  +  2, 

4«, 

4^, 

4/ +  2, 

4rf  +  2, 

4«, 

4^  +  2, 

47  +  2, 

4rf  +  2, 

4a  +  2, 

4/J+2, 

47  +  2, 

4d+2. 

Im  Vorstehenden  sind  Systeme  von  vier  gradeu  Zahlen  zi^ 
sammengestellt ,  es  ist  selbstverständlich,  dass  a,  ft,  c,  d  unter 
einander  permutirt  werden  können.    Zur  Abkürzung  setze  man: 

a+ß+r  +  ö  =  a%      «  +  |3— 7-d  =  ß^^ 
a—ß+y—6  =  y',      a—ß—y  +  6  =  &. 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  findet  man  dann: 

a'  =  b'  =  c'  =  (f  — 

2«',  2/S',  2y',  2d', 

2a'+l,        2/J'— i,        2/— 1,        2d'  +  l, 


2a'  +  2, 

2i3'-2,       27', 

2<J', 

2«' +  3, 

2/9'-l,       2/-!, 

2<J'— 1, 

2«'  +  4, 

iß',          27', 

2<J'. 

Siad   a,   b,   c, 

d    gleichzeitig   ungrade 

Zahlen,    »o    kami 

mau  setawn: 
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ft',  c',  df: 


a  = 

b  = 

c  = 

d-= 

ia+l, 

4^+1, 

4y  +  l, 

4d+l, 

4a +  1, 

4i9+l, 

47  +  1, 

4<J  +  3, 

4«+l, 

4^+1, 

47  +  3, 

4d  +  3, 

4a+l, 

4i9  +  3, 

4y+3, 

4rf+3, 

4« +  3, 

4^+3, 

47  +  3, 

4(J  +  3. 

Werthen 

entsprechen 

nach  1)  folgende  Wer 

a'  -= 

1/  — 

c'  = 

d'  = 

20^  +  2, 

2ß', 

27', 

2rf', 

2a' +  3, 

2^'-l, 

27'- 1 , 

2d'+l, 

20^  +  4, 

2^'-2, 

27', 

2rf', 

20^  +  5, 

2iS'-l, 

27'- 1, 

26'     1, 

2a' +6, 

2/9', 

27', 

2<J'. 

Nimmt  man  z.  B.:   a=\yb^^dyC  =  byd^^l,Bo  ist: 

o'  =1S,  b'  =  —4,  c'  =  —2,  (f  =  0;   umgekehrt  folgt  für  a  =  8, 
^  =  —4,  c  =  — 2,  rf  =  0;    a'  —  1,  i>'  =  3,  c'  =  5,  rf'  =  7. 

Durch  eine  leichte  Tranfiformation  folgt: 


OD  CX> 


OD  00 

X*      00     (mlog^-fxQ»  ar*     od      ^log^+ari) 

—  00  00 

Ebenso  ist: 

00  00 

Nehmen  m,  m\  wf'  und  m'"  unabhängig  von  einander   alle 
ganzzahligen  Werthe  von  — 'x  bis  +^  ^n,  so  ist: 

3)  w'-Har'-fy'+a:* 

wo: 

Saii«p«r,  ellipt.  FanoUonen.  7 
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ö  =  ( -y  log ^  +  w«  j     +    l-ylog^  +  a;«)     +    ( -j- log «r  +  yi j 

.     /2m"'  ^    .\» 

+   I  "2-  iogq+zt  j, 

In  dem  Exponenten  c  sind  in  den  Quadraten  die  Factoren 

von  x-log^  vier  beliebige  grade  Zahlen,  nämlioh  2m,  %nf,  2nif'  und 

2m^^^,  in  dem  Exponenten  r   sind  die  betreffenden  Factoren  vier 
gleich^itig  ungrade  Zahlen.  J 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  3)^  so  kaun  man  setzen: 

4)  e        1^^        2y£j^,  * 

wo: 

+  (|log^  +  yiy    +    (^logq  +  zij^  \ 

und  das  Zeichen  jy  sich  auf  alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  • 

graden  oder  ungraden  Zahlen  bezieht. 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  H  auf  folgende 

Weise  darstellen: 

ß\        IT        [a±b  +  c  +  d\ogq          w  +  x  +  y  +  z7\* 
6)        H=  ]^ 2 2      +    2 'J 

+  L 2 TT    +    2 'J 

L   [a—b  +  c—dlogq  tv—x  +  y—zlj 

"^  L          2              2'  "^              2           *J 

fg— &— c  +  rflog^  »— a;— y  +  ^^T 

L          *             ^  _j 
Man  führe  nun  aus  1)  die  Quantitäten  a^  fr^,  c*  und  <f  ein, 
setze  femer  zur  Vereinfachung: 


+ 
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\(fv  +  x  +  y  +  z)j     dcf  =  kip-^x—y—z)^ 
V^  =  \{n>—x-^y—z)^      z'  =  •^(fv  —  x—y  +  z). 
Der  in  6)  angestellte  AuBdruck  von  H  nimmt  dann  folgende 

8)        H~(jloeq  +  w'iJ    +    (jlogq  +  xnj 

[i^ogq  +  yij     +    (-^losq+z'ij. 

Da  af^  b^j  &  und  df  ebenfalls  alle  möglichen  Systeme  von  yier 
oder  ungraden  Zahlen  durchlaufen,  und  nach  7) 

liaat  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  auch  schreiben: 

\  nun  H  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist  und  sich  wieder 
'  auf  alle  Systeme  von  vier  graden  oder  ungraden  Zahlen  a',  b% 
und  äf  bezieht  In  Folge  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist  aber 
r  in  9)  aufgestellte  Ausdruck,  unter  Zuziehung  von  8)  gleich: 

Man  gelangt  hierdurch  zu  dem  folgenden: 

Fundamental  -  Theorem : 
Smd   die  Argumente  ir,  x^  y,  z  und  tv%  xf^  y*^  z*   durch   die 
Mckungen  verbunden: 

m/  =  j(fv  +  x  +  y  +  z),  fv  =  liw'  +  x'  +  y' +  z% 

xf  »=   ^ijo-Vx—y — z)^  X  =  7(«^'  +  a:'— y'— ^), 

V'  —  k^^—x-Vy—z)^  y  =  ^(w'—x'  +  y'—z^j 

z'  —  \(m—x — y  +  z),  z  =  -^(w^—x' — y'  +  z')j 

ist: 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  Jacobi's  finden  sich  die  Worte : 
Imna  un  des  premiers  volumes  du  Journal  de  Jf.  Cr  eile,  j'ai 
ffiiÄ  des  formules  d'addition  et  de  transformations  conjointes, 
■Kniante0  de  la  moltiplioation  seulement  de  deux  6.  Ces  for- 
■ka  fönt   voir  que  Ton  peut  arriver  par  deux  transformations 
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successives,  non-seulement  k  la  multiplication,  mais  encore  auxfiv- 
mules  de  TadditioD.'' 

Man  kann  das  von  Jacobi  bemerkte  Verfahren  der  Malt 
tion  zweier  ^9^- Functionen  anwenden,  um  zu  dem  obigen 
mentaltheorem  zu  gelangen.    Da  die  sich  ergebenden  Oleidii 
auch  fbr  andere  Untersuchungen  von  Interesse  sind,  so  möge 
der  Wichtigkeit  des  Theorems  noch  eine   zweite  Ableitung 
selben  angemerkt  werden.    Bei  diesem  Verfahren  ändert  das 
Argument  q  seinen  Werth,  dasselbe  muss  also  unter  dem 
zeichen  mit  angemerkt  werden. 

Aus  den  Definitionen: 


OD 


OD 


H^,  «)  -S  «^V«"^,    H-^,  q)  =  2j(«  +  i)'e(2-i+l)*«-  ! 


folgt: 


10) 


cx> 


or 


OD 


*3(^,4^)*s(y,<?)   = 


^^+n^^2mxi+  2nyi 


-ao 


00 


Durch   andere  Anordnung   der  Summation    auf  den 
Seiten  lassen  sich  wieder  Producte  von  ^-Functionen  hersteUei^] 
welchen  g  durch  q^  ersetzt  ist.    Man  setze: 


n) 


m' 


m  +  n       ,       m — n 
Die  erste  Gleichung  10)  wird  dann: 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  sind  m^  und  nf  ganse 
wenn  m  und  n  gleichzeitig  grade  oder  ungrade  sind,  man 
dann  m'  =^  r^  n*  =^  s,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  sind.    Ist  eine 
Zahlen  m  und  n  grade,  die  andere  ungrade,  so  haben  mf  und 

die  Formen  ^  +  ^,  *+  o"-    Ui^tcrscheidet  man  diese  FftUe  auf 
rechten  Seite  der  Gleichung  12),  so  folgt: 


r  =  </ 


^^{^f4)^i{y,q)  =    2 


^«x 
V 


^2(r>+  s*)g2rix+yyi+it(x-pji 


rar «    S^ 9» 


tL. 
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ras  OB        S^  OB 

+       22    *^Kr+4)*+(*+4)»V2r+l)(«+y)i-|.(2«+l)(a;-y>- 

r^  — OD    1^ OD 

Die  Doppelsummen  rechts   repräsentiren  wieder  Producte  von 
leüirFiiiietionen^  in  welchen  q  durch  q^  ersetzt  ist,  die  vorstehende 
lekhuDg  IftBst  sich  also  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 
13)         ^8(a?,  q)»^{y,  q)  —  M^  +  y,  q^)M^—yj  q") 

Setzt  man  x  +  y^u,  x — y^v,  so  giebt  diese  Gleichung: 


.4)   ».(»-±-',  ,)»,(«-rl^ ,) 


Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  10)  ähnliche  Betrach- 
Jigen  wie  auf  die  erste  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Substitu- 
»  11): 


OD  OD 


2    >^[('-+4)'+'*Jc(2'-+0(«+y>-l-2«(a:-y>- 


-OD    OD 

OD  OD 


+  2   y)^'-*+('+i)']<.2Ka:+y)i+(2*+l)(ar-y)i 

—  OD    OD 

h.  es  ist: 

15) .     i^^ipc,  q)»^{tfy  q)  —  ^2(j?+ y,  ^*)*3(^— y,  q^) 

+  *3(«  +  y,^2)*i(a:— y,^»). 
Für  X  +y=  M  und  x — y  =  t;  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

16)      *,(^^  g)  *2(*^,  ^)  -  ^2(u,  q'')Uv.  q') 

+  H^,q')»i(v,q'^). 

Mittelst  der  Gleichungen  14)  und  16)  beruht  der  Beweis  des 
iDcUunentaltheorems  auf  einer  einfachen  algebraischen  Identität. 
tit  man  zur  Abkürzung: 

a  =  ^z{x  +  y,  q^),    a  «=  *2(r +  y;  «*), 
a'  —  »z(x—yjq%     «'=  »^{x—y.q^), 

ist  nach  13)  und  15): 
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18)      M»>)Hx)Hy)H')  +  *2(«')*2(»)*j(y)*«(«) 

=  {cm'  +  cux*)  {bb'  +  /S/90  +  (ao'  +  «'«)  (Pß'  +  Vff), 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich: 
19)        (ab  +  aß)  (a'b'  +  «'/?')  +  (a/9  +  ba)  {afff  +  VaT) . 
Nun  ist  nach  17): 

20)  oft  +  o/S  =  *j(a:+y,  «»)  »^{w-\-Zi  q^)  +  H^+V,  9*)  *»(»+«,  «*^ 
Unter  Anwendung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus,  w^^w  +  t^ 

V  =  x  +  y  gesetzt: 

21)  äb+aß  =  &3[  ■         o        - '  «j  *»\^ 2  '  *j  • 


— » ff  j- 


Vertauscht  man  y  und  z  respectiTe  mit  — y  und  — z,   so  ktj 
analog: 

22)  «^y  +  a-ff^=»3("  +  "7"~^  g)»3("'~"'^^~ 
Nach  17)  ist  ferner: 

Unter  Zuziehung  der  (fleichung  16)  folgt  hieraus: 

23)  aß  +  ba  =  »^[^  2  '  V      \ 2  ^  V" 

Vertauscht  man  hierin  y  und  z  mit  — y  und  — z,  so  folgt:   ,j 

Mittelst  der  Gleichungen  21)  bis  24)  lässt  sich  der  in  19)  airf- 
gestellte  Ausdruck  durch  #  -  Functionen  mit  dem  zweiten  Argument 
q  darstellen.  Da  dieser  Ausdruck  gleich  ist  der  rechten  Seite  dflr 
Gleichung  18),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  unmittelbar  da« 
Fundamentaltheorem.  Auf  Gleichungen  von  der  Form  der  Obi- 
chungen  13)  und  15)  hat  Krusemark  nach  einer  Methode  Ttm 
Eisenstein  einen  Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ina 
Journal  v.  Grelle,  t.  46,  p.  189—236  basirt  Das  Verfahren  ist 
dem  von  Jacobi  ganz  ähnlich,  nur  weniger  einfach. 

Die  Gleichungen  13)  und  15)  bilden  einen  sehr  speciellenFsi.Il 
eines  allgemeinen  Satzes  von  Schröter,  von  welchem  bei  Gelegen- 
heit der  Modulargleichungen  die  Rede  sein  wird. 
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§  19.     Aiiweiidniigeii  des  Fundamental -Theorems. 
)le   Theta-Fnnetlonen  mit  zusammengesetzten  Argumenten. 

^'ach  §  18)  ist: 

^K      (  «»'  =  ^{fv+x  +  y  +  z),    y'=  \(fv—x  +  y—z), 
\  xf  =  \(w  +  x—y—z)j    z'=  \{w—x—y  +  z). 
Läset  man  die  Argumente  tVy  Xj  y,  z  um  grade  oder  ungrade 

Multipla  von  ^,     «log^,     -x-  +  ^\of;q  zunehmen,   so  giebt  die 

Gleichung  1)  zu  einer  grossen  Menge  interessanter  Relationen  zwi- 
Bdten  ^-Functionen  Veranlassung.  Von  diesen  Relationen  sollen 
nur  die  erwähnt  werden ,  welche  für  die  Theorie  der  elliptischen 
Fonetionen  wesentlich  sind.  Die  Zunahmen  der  Argumente  w,  x, 
y,  i  sollen  so  gewählt  werden,  dass  fv%  x%  y',  z^  um  positive  oder 

■egitive  Multipla  einer  der  drei  Quantitäten  — ,  -^  log  ^,  o-  +  ^^og  q 

zonehmen,  also  wieder  auf  Theta  -  Functionen  mit  dem  zweiten 
Argument  q  reductibel  sind.     Dieses  ist  natürlich  nicht  für  alle 

Zonahmen   der   Fall,    lässt   man   z.  B.  n;  um  -^    zunehmen,   so 

nehmen  w%  xf,  /,  z'  sämmtlich  um  ~  zu,  Functionen  von  der 
Art  wie: 

iMBen  sieh  nicht  durch  die  Functionen  d^{x),  ^i(x),  *2(^)  und  ^3(0;) 

•«drücken,  in  welchen  das  zweite  Argument  q  unverändert  ge- 

I^Ueben  ist.    In  dem  folgenden  System  von  Gleichungen  ist  die 

i    Herleitung  jeder  Gleichung  angegeben.    Zur  Abkürzung  ist  gesetzt 

'    »in  1)  IT  +  ^",  statt  in  der  Gleichung  1)  w  m\i  tv  +  ji  zu  ver- 

^mm  4V  'HP 

^ken,  ebenso  beziehen  sich  rechts  «?'  +  -5^,  a;'  +  -s-,  y'  +  -s* >  ^'+ 

JT 

}  Auf  die  gleichzeitigen  entsprechenden  Zunahmen  von  rv\  xf,  y^ 

^nm'  in  Folge  der  Gleichungen  2).  Aehnliches  gilt  fttr  die 
flbrigen  Gleichungen. 
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L 

^      *3(«'0*3(-^«^»(j/')*3(z0  +  *j(«'0*2(*0*i(y')*j(20- 

In  1)  »+2^,  x+-2>  y+f  ^+"2*  "*"'■ 

In  3)  «.  +  ^.  «.'  + 1,  a:'+ 1,  y'+ 1,  2'+  f. 

^«.) *(^) *(y) *(z)  -  ^iW^.Cc)  ^^i(y)  »liz)  = 

'^^       *K)*(^)*(yO*(^')  -  ^.(«'')*i(-»^*i(y')*i(^'). 

In  1)  w  +  ^,  a;+  y.  »'  +  ^,  a;'+ j- 

*(»)*(x)*s(y)*3(z)  +  *,(«')*,(a;)*j(y)*,(2)  = 

^^      *(«'')  *('^)*»(yO*3(2')  +  *i(«'0*i(*0*»(y')*2(^')- 

In  ü)  w  +  x.  w'+  -^,  .1:/+  K->  y'+  p  ^+2' 

•  •  •  • 

In  5)  y  +  ~  log 9,    z  +  '^  logq,         »'+  ^  logg,     •r'—  ^  log?- 
*(»)^(a;)*i(y)*j(z)  +  *i(«')*,(a;)*3(y)*3W  = 


'^      ^i(«'')*i(^')*3(y')*3(20  +  ^«'0*(^')*2(y')*2(20- 


JT      ,  .  jr      ,  .  X 


X 


In7)»  +  jt.  w' +  "2 ,  x' +  p  y' +  Y»  2'+ i 

'^^         »i(n>')»i(x')»(y')HzO  +  *3(«'')*3(a:')*i(!/0*i(«0. 
In  7)  und  8)  »  +  |,  x  +  |.  »'+^,  sf+'f 


105 
In  7)  und  8)  y  +  ^  z  +  '^  «''+2'  *^'~l' 

Die  Summe  der  Gleichungen  9),  10),  11)  und  12)  giebt: 

*3(«')*s(x)*,(y)*j(2)  +  Hf»)He)»i(v)»i{')  == 
"'        *j(»0*»(^0*j(zO*i(^')  +  Hn>')»(x')»,{y')»i{z'). 

Die  Summe  der  Gleichungen   11)  und  12)  von   der  Summe 
der  Gleichungen  9)  und  10)  abgezogen  giebt: 

<^s(») *3 W »i(y) H^)  -  .Hn>) H<) <^i(y) *i(^)  = 

•  _  • 

In  1)  ■»;+^  logg,  y+~,  z+j+  2^osq- 

_  •  _  • 

In  15)  w  +  ^. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  I.  lassen  sich  vier  Glei- 
Anngen  herstellen,  welche  den  Relationen  zwischen  den  Argumen- 
ten »,  r'  etc.  analog  sind.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

Für  die  Argumente  w',  »j^:',  y',  2'  werden  die  entsprechenden 
^ducte  durch  hf.  ä',,  ä'^,  h\  bezeichnet.  Durch  Verbindungen 
*^h  Addition  und  Subtraction  geben  die  bemerkten  Gleichungen^ 


15) 
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Ä'S  -^i-ih  +  fh  +  h+h,), 

A't  =  x(Ä3— Ai— Ä  +  Ä,), 
Ä'   =  -rih—h  +  h—hi). 

Legt  man  dem  Argumente  n;  besondere  Werthe  bei,  so  la80£ 
sieh  ans  dem  System  L  Gleichungen  herstellen  zwischen  Thett 
Functionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten.    Nimmt  man  1 1 

tv  =  —{x  +  y  +  z),  soist  w'  =  0,  .r'  =  — (y  +  z),  /  =  — (a;+*! 
z'  =  — (x  +  y).    Die  Gleichung  2)  von  L  giebt  dann : 

*j(a;  +y+z)  *3(a:)*s(y)*3(«)  —  H^ +y+2)  H^)»i(.y)Ht)  - 

»(Q)  »{x  +  y)  dix  +  z)  %  +  2). 
Die  rechte  Seite  bleibt  ungeändert,  wenn  x,  y,  z  vertanseh 

werden  mit  ^+«,  y^"«)'  ^''"ö*    '**°  gelangt  so  zu  der  folgen 
den  Doppelgleichung: 

IL 

*s(a; +y+z)  M^)  Hv)  M^)  —  ^iC»^ +y+z)  M^)  »tiy)»^^ 

1)  =  »(x  +  y  +  z)»ix)»{y)»{z)  +  *i(aj+y+2)*,(x)*,(y)*,0 

=  *(0)  »(x  +  y)  M_x  +  z)  #(y  +  z) . 

In  1)  o;  +  2  statt  x. 

»{x  +  y  +  z)  »(x)  *,(y)  »iiz)  —  »i{x  +  y  +  z)  *,(af)  *,(y)  *,< 

2)  -=  *3(a:  +  y  +  z)  »3ix)  »(y)  »{z)  +  »i{x+y+z)  M^)  *,(y)  *i  < 

=  *(0)  »3(x  +  y)  »3{x  +  z)»iy  +  z). 

In  2)  y+~  logg,  z—  -logq  statt  y,  z. 

«{x  +  y  +  z)  Hx)  »^{y)  *i(z)  —  »^(x+y  +  z)  ^^,(«)  *,(y)  *,C 

3)  =  »3{x  +  y  +  z)»3{x)  »i(j/)  *,(2)  +  »2{^+y+z)»^{x)^if)K 

=  *(0)  *j(a;  +  y)  *j(.t  +  z)  %  +  z). 

In  3)  a;+^  statt  x. 

*s(« + y + ^)  *s(-r)  *2(y)  ^2(2)  —  *i(-^ +y+2)  M^)  Hy)  H 

4)  ^»ix  +  y  +  z)Hx)»i{y)&iiz)  +  *,(•'• +y+z)*,(jr)  *(y)*(- 

—  *(0)*,(a;+y)*i(a;  +  2)*(y  +  2). 
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FOr  »^  — (x  +  y  +  z)  giebt  die  Gleichung  15)  von  I.  analog 
dtr  Gleichung  1)  von  IL  zu  folgender  Doppelgleichung  Yeranlassung: 

Ux  +  y  +  z)»iix)»{y)»i(z)   +  »i(x  +  y  +  z)»3ix)»i{y)»(z) 
i)     =  —»{x-i-y+z)»t{x)»i(y)»i{z)  +  Mx+y+z)i(x)»^{y)»3{z) 

Die  in  IL  aufgestellten  Gleichungen  lassen  sich  leicht  vermeh- 
len,  indem  man  z.  B.  Gleichungen  aufstellt,  bei  denen  die  Gonstante 
^0)  durch  ^i(0)  oder  #3(0)  ersetzt  ist  Da  die  betreffenden 
GIdehiingen  im  Fol^renden  nicht  zur  Verwendung  kommen,  so 
wUen  dieselben  nicht  weiter  ausgeftlhrt  werden.  Von  grösserer 
Bedeatong  wie  die  in  IL  enthaltenen  Gleichungen,  sind  die  Rela- 
^«BBa  zwischen  Theta- Functionen  mit  den  Argumenten  x  +  y  und 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  I.  setze  man  tv  -»  — x, 
' •*  — y,  also  w'  —  0,  x'  —  0,  y'  ■>=  —(x—y),  z'  =  — {x  +  y> 
£»  folgt: 

*»(«)'  *3  (y)»  -  *»  («)»*i(y)'  =  *(0)»*(a;  +  y)  Hx-y), 
*(aj)»*(y)»  — *,(a;)'#,(y)»  =  *(0)2fr(a;  +  y)*(x— y). 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

»)         *,(x)»  *,(y)»  +  *i(x)»  *,  (y)»  =  *(a:)«  ^(y)^  +  ^»(x)^  *i(y)«. 

Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  von  L,  so  folgt: 

»,(w)*s(a;)*j(y)*,(2)  +  *(»)#(«)  *(y)*(z)  \  H'i>)Hx)Hy)Hz)' 
+  *,(ir)*,(x)*i(y)*,(z)  -  2»3i>v')Hx')H!nH'')- 

Setzt  man  hierin  n>  =  — x,  z  »=  — y,  ko  folgt  mit  Rücksicht 
»"»^   die  Gleichung  6): 

m. 
1)      h(xy  *,(y)»  +  *,  (xy  »i(yy  ^  »(xy  »{yy  +  Hxy  »^(yy 

»i((iy»s(x  +  y)»i{x—y). 
In  1)  x+-ä  statt  x. 

i)   Hxy»»(py + *2(x)»*,(y)»  -  HxyHyy  +  »i{xy»iW 

»s(oy»(x  +  y)»{x—y). 


l 


108 


In  1)  and  2)  x  +  -s^logq  statt  x. 


2 

Aehnlich  wie  die  Gleichungen  2),  3),  4)  aus  1)  folge 
sich  im  Nachstehenden  immer  aus  der  zuerst  entwicki 
ehung  die  drei  folgenden.    In  der  Gleichung  5)  von  L 
w  =  —X,  z  =  — y,  dann  folgt: 

H^yHyY-H^y»i(yy  =  m^H^+y)H-^- 

Vertauscht  man  x  und  y,  so  ergiebt  sieb  folgend 
gleichuog : 

»(xy-Hyy—»i{xy»i(yy  =  »,(xyHyy—»^(x)H 

.  H^yHyy-H^y»2(j/y  =  H^yHyy-H^y^ 

^  H'^yH^+y)Hx—y). 

-  »^  (xy  #,(y)» + H^y  Hyy  =  H^y  » (yy-  H< 

-H'^yHyy  +  H^yHyy  =  H^yHyy—H^ 
^  H'^yM^+y)M^—y)- 

In  der  Gleichung  14)  von  I,  setze  man  n>  =•=  — x, 
TOrtaasche  nachher  x  mit  y,  wodurch  die  rechte  Seite  ui 
bleibt    Man  findet  dann: 

.  H^y  Hyy + *  i^y  Hyy  =  H^)  Hyy + *i  W»  ö 

^  H^yH^+y)Hc-y)- 

H^yHyy+H^yHyy  -  H^yHyy+H^y< 

^  i^j(0)2*(x+y)»(.c— y). 

*,(x)»<^,(y)'^-*,(a;)i*,(y)»  =  <^3Cr)2<^3(y)2-*(a;)i< 

*,(x)-^  *j(y)»  -  »^{xy  Hyy  =  *  W'  *3(y)*  -  H^y  - 

^  *,(0)2*,(x+y)*i(x-y). 
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Die  Torstehenden  zwölf  Gleichungen  gehören  zu  den  Funda- 
mentalgleichungen, durch  welche  die  Theorie  der  Theta-Functionen 
mit  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  in  Zusammenhang 
gebracht  werden  kann. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  11)  von  III.  y^  x, 
80  folgt: 

IV. 

3)   M^y»i(2x)     =  ^2(^)*— ^i(^)'  =  H^y—H^Y- 

Die  Functionen  ^,  ^2  >  ^3  Q^it  dem  doppelten  Argument  lassen 
ueh  durch  Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  ausdrücken. 
Keaer  Satz  lässt  sich  noch  erweitem,  wenn  man  die  Gleichungen 
17.  nut  den  Gleichungen  IL  combinirt. 

Die  Constanten  ^(0)  und  ^3(0)  sind  positiv,  die  rechten  Seiten 
^^^  Gleichungen  1)  und  2)  von  IV.  sind  Summen  von  Quadraten, 
ffi^wus  folgt,  dass  /^3(2a-)  und  ^(2ar),  also  auch  «•^(x)  und  &(x) 
™*"    reelle  Werthe  des  Arguments  x  immer  positiv  sind. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  IIL  y^^Of  so 
erhalt  man  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Quadrate  1  der  vier 
■■l^^ta-Funetionen,  nämlich  die  folgenden: 

V. 

1)  ^8(0)*  H^y  =  H^yH^y + H^y  H^y, 

2)  uoy&(xy  =  Hoy  ^,(xy  +  u^y  ^,{xy, 

3)  H^yH^y  =  H^yH^y-H^yH^y, 

4)  H^yd'xixy  =  &t(oy»(xy—»(oy»2{^y. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  repräsentircn  zwei  Gleichungen, 

ans  zwei  derselben  die  beiden  andern   folgen.     Mittelst  der 

^^^iehungen  2)  und  4)  lassen  sich  die  Quadiate  von  #3(0;)  und 

*^C^)  linear  durch  die  Quadrate  von  d'(x)  und  d-iipr)  ausdrucken. 

'^'Vidirt  man  die  Gleichungen  2)  und  4)  durch  ^{x^^  so  erhält 

^^li  Weht: 


110 


VL 


$  20.    Die  (Quotienten  der  Tiieta-Fnnetionen,  das  AddltfOBS- 
theorem  derselben.    Die  Constante  ^i'(0). 

Fttr  X  «=  0  redueirt  sich  die  Gleidiung  V,  1)  des  yorhei|^hen- 
den  §  auf: 

1)  *,(o)«  =  d-(oy + *j(o)4 

d.  i.: 

(l+2q  +  2q*  +  2i» +  ...)*  =  (i— 2q  + 2g*  — 2q*  + ...)*  + 

16(ir* +  «*  +  #  +  ...)*, 

1 
fl  +  2^q*^'  -22«(2»-l)»]«  +  16  [2^^'^*]*. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

Die  Gleichung  1)  giebt  dann: 
3)  k^  +  k*^  =  1. 

Fuhrt  man  die  Werthe  von  k  und  Ar^,  definirt  durch  die  Olei- 
chnngen  2),  in  die  Gleichungen  VI  von  §  19  ein,  so  werden  die- 
selben: 

»M'^lli     ^^lW^        »2(^)^^  kr        1  »,ix)n 

In  Folge  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  ein  beliebiger  Quotient 
zweier  Theta- Functionen  durch  einen  bestimmten  Quotienten  zwei^ 
derartiger  Functionen  ausdrücken.  Da  in  Folge  der  zweiten 
Gleichung  4) 

k> 


«Ä 


»{xy ' 

00  kann  matt 
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tzen.    Die  Gleiehongen  4)  werden  dann  einfacher: 

6^      ^(:^  =  ia-*>8m«<r)     ^2^  -  *  cos««, 

Die  Quadratwurzeln  nehme  man  positiv;  wird  zur  Abkürzung, 
rie  schon  bei  früheren  Gelegenheiten: 

7)  |/l— A^sin»?)  =  A{q>) 

S^setzt,  80  geben  die  Gleichungen  5)  und  6): 

vodorch  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  Theta-Func- 
^  tioDen  bestimmt  sind.    Für  die  Quotienten  der  Theta-Funetionen 
l^  sich  auf  folgende  Art  ein  Additionstheorem  herstellen  unter 
atiehang  der  Gleichungen  von  §  19. 

In  der  Gleichung  1, 15  setze  man  w  =^  x,  z  =  y,  also  tv'  = 
*i-y,  acf  =^x — y,  y'  =  0,  z'  =  0.    Man  erhält  dann: 

*,(0)#s(0)[*i(a;+y)*(a;— y)— ^^(a:+y)*)(a;— y)]. 
X  und  y  vertauscht: 

2#(x)*,(a;)#i(y)<>,(y)  = 
*i(0)*3(0)f#i(a;+y)*(a:— y)  +  <^(x+y)*i(a;— y)]. 
der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  leicht: 
^3  *j(0)*»(0)^^i(a:+y)*(a:-y)  = 

*(aj)  »^(x)  Hy)  My)  +  Hv)  Hv)  H^)  H^)- 

***«*unt  man  »  =  y,  z  =  x,  also  w'  =  a;  +  y,  a;'  =  0,  y'  =s 
^  ~" —  »),  2'  =  0  in  den  Gleichungen  I,  6)  und  I,  8),  so  geben 

lo^  mHO)Hx+y)H^—y)  = 

^    *(x)*,(a;)*(y)*,(y)-<^,(a;){f,(ar)#i(y)*i(y), 

•*     *(»)  «i(x)  *(y)  *,(y)  -  <^i(x)  *j(x)  *,(y)  *,(y). 

"^*  Gleichung  I,  6)  giebt  für  »  =  ar,  z  -=  y: 

*(0)»*,(x+y)*,(x-y)  -  i^(x)»*,(y)» -*,(«)» <^j(y)» 
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oder  y  mit  y  +  -n  TertauBCht: 

12)     »(U)!»(a:+!/)»(a--f)  —  »(a-)'(>(v)<— »,(i)>»,(!,; 

Dividirt  mau  die  Gleicliuii^D  9),  10)  und  11)  darcfa 
cliuiig  12),  so  fol^,  dasB  die  Quotienten  zweier  TIieta-Fu 
mit  der  Summe  (oder  I>ifferenz)  zweier  Alimente  sicli  atii 
lassen  durch  die  Quotienten  mit  den  einfachen  Argument 
zwar  auf  algebraische  Weise.  Die  entsprechenden  Glei 
sind  die  folgenden: 

U0)»>m  ».(»+!/)      »W»iM»,M»,(v)+»(ii)»i(ii)», 

»(0)'      '»(l+j)  »(i)'»(!()>-*,(J:)'(>,(|,)! 

»iW  Hy)  ».(W  ,  »iW  .^W  »ife) 

Uw    »(v)7 
»j(0)  »!(»+y)  _  »W»(i<)»,W9.M— »,(a-)Oi(ri»,(j;) 

»lÖ)  *(«+!/)  *(a:)=»(i,)>-ff,(x)'»,(!')' 

»iW  UM  _  »ife}  W»)  ^W  »iW 

")  »(x)     »(y)         »M  »Oj)    9(x)   »^ 

»,(0)»,(»+v)  _  i>M»(y)»,(»)»,(y)  — »,(»)»i(y)»,(a:) 
»(0)  »^S+iJ  »(a;)'»(j,)'-»,(x)'»,(K)! 

»;^  »5^  _  »5(1)  a^s)   *,(£}  »,M 

»(»)  »M      »W  »M  »M  »W 
1     /»■(»)   ».(y)Y  ■ 

U(x)   »5T;I 


15) 


I»  den  Torstebendeo  drei  Doppelgleictiungen  sind  Zftl 
Nenner  des  letzten  BruehB  rechts  jedes  Mal  duroh  #(ar)*6 
vidirt  Die  Gleichungen  13),  14}  und  15)  lassen  sich  e 
schreiben,  wenn  man  \/k,  \J1?  mittelst  der  Gleichungen 
fUbrt  und  drei  Winkel  <p,  ip  und  a  durch  folgende  Glei 
definirt; 
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I6)M=l/*co8a.   »»(y)  -  I /^coD w  »^(•^+y)       1  /^ coo g 


Die  obigen  Gleichungen  nehmen  hierdurch  die  folgenden  ein- 
ftcbereD  Formen  an: 

singe»  cos^  ^(v)  +  ^inV  '^b?'  ^($) 


17) 


1 — Xr^sin^^psin^y 

cos  ^  Qostp  —  bIü  9)  Bin  tpJ(g>)  A(y>) 
1 — k^  siu^^  sin^y 


.,  . J(y)  J(y)  —  Ar^siny  smy)  cosy  cosy 

.    ^  ^  1  — k^  8in*^9)  sin^V' 

lieber  die  Intervalle ,  innerhalb  deren  sicli  die  Winkel  x  und 

9  bewegen,  lässt  sich  leieht  eine  Bestimmung  treffen  durch  den 

Naehweis,  dass: 

siny  cosy 

Bino;^        coso: 
gleichzeitig  positiv  sind.    Setzt  man  in  den  Gleichungen: 

OD  OD       ,2m-~U* 

^3(x,  q)  =  2^'cos2»ia:,     ^2(0:,  q)  =  ^q^~^'  cos(2m—l)x, 
^^  Statt  q  und  2x  statt  x^  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

^  OD  OD 

^P^^eoB4mx+  Y!^^— ^^cos2(2m— l)x  =  ^^' cos  2^10:, 

»3{2x,  ^)  —  »i{2x,  q*)  =  2(— ir«^'  C082»ix, 
d.i. 

^^  »i(2x,  q*)  -  *j(2ar,  ^«)  =  » {x,  q). 

Man  setze  hieraus  die  Werthe  von  ^■^{x,  q)  und  9'{x,  q)  in  die 
Oieiebung  IV,  3)  des  §  19,  nämlich  in : 

*j(0,  qf»i{^  q)  =  Hx,  qy-H^,  «)*• 
Die  Gleichung  wird  dann  in  folgende  transformirt: 

H%  qy»t(2x,  q)  -  8*i(2.r,  q^)  »,{2x,  q*)  [*,(ic,  q*y  +  H^,  <?♦)*], 

Koneper,  ellipt.  Faootioncn.  H 
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oder  «infadi  x  statt  ^  gesetzt: 

19)  *j(0,  qy»^{x,  g)  =  8  *,  (x,  q^)  »^{x,  q*)  \»^(x,  ««)»  +  *,(x,  «r*)* 

Vertaiischt  man  x  mit  .r+  ^^  so  erhält  man: 

20)  »i(Q,  qy  »tix,  q)^S #,(ar,  q*)  »(x,  9*)  \H^,  9*^  +  *(*,  ««)»]. 
Fllr  x  =  0  giebt  die  Gleichung  19): 

21)  fr,(0,  q)*  =  8*,(0,  y»)  *3(0,  q*)  \H0,  ?*)*  +  ^^»(O,  «*)«]. 

Die  Gleichungen  19)  und  20)  diridire  man  durch  die-GleichMg 
21).    Zur  AbkllrzUttg  settee  man: 

M-^,  g*)    H^,  9*y  +  H=c,  q*r  _  „, .    .. 

^W?^  ■  *2(0,  g^)*  +  *3(0,  q*y  -  '^^'  *  '»' 

»(a^>g^)  .  »i(^,g)^  +  »(x,g*)»   _       , 

•WT?^    <^,(0,  9^)*  +  *,(0,  q^y  -  ^'^^'  *  ^' 

Da  die  Functionen  i9^  und  ^3  immer  positiv  sind  für  reelle 

"Werthe  des  Arguments,  so  sind  F  und  Fi  wesentlich  positive  Quan 

titäteu  Ittr  ein  reelles  x.    Die  vorhin  bemerkte  Division  giebt  ntm: 

In  jeder  dieser  Gleichungen  setze  man  q*,  q^^,  q^^...  statt  i« 
multiplicire  die  so  erhaltenen  Resultate  mit  einander.  Geht  mi^ 
zur  GrOnze  über,  so  folgt: 

iHr  ein  unbegränzt  zunehmendes  q.    Es  ist: 

^^(a-,  q^)  ^^^cosa:  +  y^^eefl3a;  +  ,..    cos.r +  g^  eosSo? 

Da  nun  ^  <  1,  also  lim  ^  =«  0  für  p  =  oc,  so  ist: 

Km    ' ^  '  ^  ^  ='  cos  X. 
&,  (0,  (?<') 

Durck  VertaUBchung  von  x  mit  ^  +  ^  ^^^ 

lim     ^  ^^     ^  =  sin  x. 
.%  (0,  ./^) 
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Hit  Rücksicht  darauf^  daBs  ^2  (^9  9)  wesentlich  positiv,  ebenso 
^{^9)7  geben  die  Gleichungen  22): 

wo  C  und  S  reelle  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  in  Yerbin- 
i  dirng  mit  den  Gleichungen  8)  zeigen,  dass  sin  q>  mit  sin  x  und  cos  9 
^  mit  eoso;  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  die  Winkel  q>  und  x  liegen 
r   iIbo  in  demselben  Quadranten.    Bestimmt  man  also,  dass  ^  =  0 

%  or  »  0,  so  ist  auch  gp  =  -k-  fftr  o?  «=  ^. 

Die  vorhin  entwickelten  Gleichungen  geben  den  Werth  einer 
(instanten,  welche  im  nächsten  §  neben  den  Constanten  i^(0), 
^i(0)  und  #3(0)  auftritt,  es  ist  dieses  die  Gonstante: 


(^^^^  =  MO)  -  2  2"(-l)'-U2r-l)  /-^V 


■      t  »  1»  4»  ^ 

2(^4  —  3^"*"  +5gT  —7qT ). 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  soll  der  Werth  der  betref- 
'^en  Constanten  mittelst  der  Gleichungen  1),  18),  20)  und  21) 
*^  hergeleitet  werden.  Die  Gleichung  1)  giebt,  wenn  q  mit  q^ 
^ertaoLÄcht  wird: 

^8(0,^*)* -^2(0,^*)*  =  ^{0,q'y. 

^i^idirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  ^3(0,  q^y  —  #2(0,  ^*)^ 

23)  *,(o,  ^)»+*2(o,  .^)^  -  ^3(0,  ;)i?L^;^;^^ 

>ck     dem  Product  der  Oleiobungen  18)  a;  =  0  gesetzt,  giebt: 

*»(0,  9*y-H%  99  =  *(0,  «)*s(0,  «). 
<^^ndet  man  dietses  anf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  23)  an, 
«ttt   «einfacher: 

W(r^)'+^(o,.^)'-^(o'!SvtL)' 

^^%  Werth  der  linken  Seite  substituire  man  auf  der  rechten 
Sftto  ^^r  Gleichung  21),  die  sich  hierdurch  wie  folgt  vereinfacht : 

^^)    ^0,  qy»{0,  q)&,{0,  q)  =  8{^(0,  q^YU^,  q^)U%  <i'\ 
i 
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Die  Gleichung  20)  werde  Dach  x  differentiirt  und  darauf  :r  =»  0 
gesetzt,  da  die  Differentialquotieuten  der  drei  graden  Functionen 
mit  dem  Argumente  x  yerschwinden,  80  bleibt  ein£Etch: 

^2(0,  ^)^^i'(0,  q)  =  8^(0,  q^Y^A^  q^). 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  24),  ao 
nimmt  dieselbe  folgende  symmetrische  Formen  an: 

'     HO,q)^,{0,q)&,{0,q)  ^0,^)^2(0,^)^3(0,  (?0* 

Bezeichnet  mau  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  f(g\ 
so  ist  /"{q)  =  /(q*).    Wird  hierin  q  durch  q*y  q^%....  ersetzt,  m   \ 
folgt  f{q)  =  lim  /•(^)  für  e  =  oc,  oder  da  ^  =  0,  so   ist  f{q)  j 
=  /"(O),    Nun  ist: 

w,A        1  —  3^^  +  5^«.... 

^^^^  =  (l+^2+...)(l+2^...)(l-2^...)' 
also  für  ^  =  0  ist  /"(O)  =  1.    Jeder  der  Brüche  in  der  Gleichung 
25)  ist  folglich  gleich  der  Einheit,   woraus  sich  die    bemerkene- 
werthe  Gleichung  ergiebt: 

&/(0,  q)  =  ^(0,  q)H^,  q)^,{0,  q\ 

oder,  indem  man  das  Argument  q  einfach  weglässt: 

26)        ^i'(O)  =  ^(0)  ^2(0)  *3(0). 


Sechster  Abschnitt 


§  16.    Uebergang  Yon  den  Theta -Functionen  2u  den 

elliptischen  Functionen. 

Die  Gleichung  1 3)  von  §  20  differentiire  man  nach  y  und  setie 
nach  der  Differentiation  §/  =  0.     Mit  Rücksicht  auf  l^'(O)  »=  % 

^2'(0)  =  0,    *8'(0)  =  0,  folgt: 

»2(0)  »3(0)  ±  ftM\  -  Mi)  ^M  b(^ 

*(0)»      dx\dix))         &{0)    &{x)    ^x)' 
oder,  da  nach  26)  ^i'(O)  =  ^0)^2(0)^3(0),  ferner  nach  8): 
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f 


J(9). 


SO  wird  die  obige  Oleichung  einfacher: 

dx  k" 

Setzt  man  noch  *'#3(0)2  =  *(0)2  und  A{(f))  =  \^\  —  k^%vo}q>, 
so  findet  zwischen  9>  und  x  die  folgende  Difierentialgleichung  statt : 


l/l— Ä^sin^^)  dx 
Verschwindet  g>  mit  x,  so  ist; 


?.   =    *3(0)^ 


2)    r    ^     =  ..* 


=  a:.^,(0)2. 


üt 


Nach  dem  vorhergehenden  §  sind  x  und  9)  gleichzeitig    ^  . 

Bezeichnet  man  wieder  durch  K  das  in  2)  vorkommende  Integral 
fllr  qp  *=  — ,  so  ist: 


n 


3) 


'=/^ 


df^) 


Ar^sin'^^) 


f^3(0)^ 


Durch  Elimination  von   ^3(0)2  zwischen  den  Gleichungen  2) 
und  3)  folgt: 

IKx 


^    J     l/l  — ^»sin«^ 


Die  Gleichung  3)  in  Yerhindung  mit  den  Gleichungen  2)  des 
Torigen  §  giebt: 

5)  1^,(0)  =  (/^,  *,(o)  -  ^/?|^,  m  =  1/^. 

Die  Gleichung  4)  giebt  x  explicite  in  Function  von  (p.    Führt 

man  wieder  die  Bezeichnungen  der  elliptischen  Functionen  ein,  so  ist 
2Kx 


^  «»  am   -^^^.    Die  Gleichungen  l)  geben  dann: 


6) 


^//fsmam  ,   -^^  = 

2Ä;r 
^ . .  Jam 

v^\X)     ül 

W)  ~  ~w~ 


k'  IKx 

T  c-os  am , 

k  X 
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Geht  man  von  der  Theorie  der  Theta-Funotionen  ans^  flo  and 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Quotienten  zweier  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen  definirt.  Nimmt  man 
ky  also  auch  kf^  K  und  K'  als  gegeben  an,  so  geben  die  Entwicke- 
lungen  des  §  17  mit  der  grössten  Leichtigkeit  q  in  Fonctic» 
Ton  k.  Geht  q  über  in  ^,  so  möge  A:  in  /  übergehen.  Es  sei  t 
der  Complementärmodul  von  /,  durch  L  und  V  sind  die  elliptiseheB 
Integrale: 

n  n 


1/1— /2  sin« Ö  '  J     l/l— /'«si 


sin^e 


bezeichnet.    Den  Gleichungen  5)  entsprechen  dann  die  Gleichungen: 

*3(0,  <?0  =  |/^,    *,(0,  q^  =  l/?^.    m  «0  =  l/^- 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  5)  nehmen  die 
Relationen  19)  des  §  17  nämlich: 

^s(0,  q)  =   l/^  *3(0,  n  ^2(0,  ^)  =  l/-^  *(0,  n 

log-  log- 

m  q)  =  l/-^  *2(o,  ^0, 

folgende  Formen  an: 

7)     j^^J^^    kE  =  -^  r,     k'K^^L 
log  -  log  -  log  - 

Durch  Division  der  zweiten  und  der  dritten  vorstehenden 
chungen  durch  die  erste  folgt  k  ^=^  1%  k^  =  l,  es  sind  also  k 
Complementärmoduli,  mithin  ist  L  =  Ä".    Die  erste  Gleichung 
giebt  dann: 

8)     log  g    =   ^  -^y  ^=  ^  1 

wodurch  q  in  Function  von  k  bestimmt  ist 

Definirt  man  die  elliptischen  Functionen  allgemein  durch  dz--- 
Gleichungen  6),  so  geben  die  Gleichungen  18)  von  8  17  unmitte^^ 
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ktr  den  ZoBammenhang  der  Functionen  mit  reellem  und  imagin&rem 
AvgiuDeDt    Durch  Division  folgt: 


( 


H- 


VOg 


*2 


Jtxi       \  '    ^•{x,  q) 


9)     { 


(J€Xi         A 


JtXl 


'i^'') 


»i{x,  q) 


-(^-0 

''&:') 


Geht  nun  q  in  q*  ttber,   so  geht  k  in  k'  und  K  in  ^'  Über. 
Den  Gleichungen  6)  entsprechen  dann  die  folgenden: 


10)     , 


»{y,q') 
»»(y,gO 


=  l/*'  sin  am  (^^,  k'\ 


Vf 


cos  am 


{^'  -). 


Jam 


(^.*-) 


i/* 


jrxt 


Kimmt  man  in  den  Gleichungen  10)  y  = r,    also,    mit 


^^^cksicht  auf  8): 


log.. 


2Ä!^y 


2ä";c<        2Äa:i 


1^?^ 


^^  ftlhrt  in  9)  mittelst  der  61eic)iungen  6)  und  10)  die  elliptischen 

p                                                                                                       2Kx 
•^^ctionen  ein,  so  sind  die  Argumente  der  Functionen  links 


2Kxi 


^^  k,  die  Functionen  rechts  haben  die  Argumente und  k^. 

^  •  2Kx 

^^^tomt  man  einfach  =  m,  so  fllhren  die  Gleichungen  9)  auf 

^^^  folgenden,  welche  identisch  sind  mit  den  in  §  8  gefundenen 
^Utionen  8): 
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sin  am  (w,  k)  «=  — i  tang  am  («i,  A^,    cos  am  (u,  k)  = 

Jam  (w,  Ar)  =  >  .  ,1, 

^^    '        cos  am  (mi,  A:^  ' 

oder  u  mit  uf  vertauscht: 

sin  am  (ut,  Ar)  =>  i  tang  am  (t^  A:^ ,    cos  am  (uij  Ar)  = 


1 


cos  am  (uij  k')' 


1 


cos  am  (^  Ar')' 


4  am  (uL  Ar)  =  \^    A  . 

^  ^    ^        cos  am  (w,  ArO 


§  22.    Zusammenstellung  der  wichtigsten  Reihen  und 
Producte  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Da  bei  den  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  die  bis- 
her aufgestellten  Reihen  und  Producte  häufig  zur  Anwendung 
kommen,  so  erscheint  es  zweckmässig,  eine  Zusammenstellung  dieser 
Besultate  zu  geben,  um  bei  den  folgenden  Entwickelungen  einfach 
auf  diese  Zusammenstellung  verweisen  zu  können.  Sowohl  in  den 
Producten  wie  in  den  Summen  nimmt  r  alle  ganzzahligen  positiven 
Werthe  von  1  bis  oc  an.    Nach  §  10  ist: 


1)    sin  am 


2Kx 
IKx 


Brno://  \j^~ir)  11  i_2^«.-i 


—  2^2r  cos  2x  +  ^ 


2)    cosam— =  cosa://(^^^-^-^j//J- 
27Kr 


cos  20?+^*^* 
+  2^2rcos2a:  +  ^'' 


3)    4am  —  =        JJi—-^^jJJ.^^^^—^ 


2^2r-^cos2a;+^*^2 
cos2a:+g*'^» 


cos  2a;  ^-^r*^* 


4,    ^a-My/(,ii^,)'.^T-/7(i^;) 


Da: 


2Kx 

/sm  am  \ 

( — — ^)    - 


sm  am 


2Kx\ 


jt 


dx 


rfsino; 
dx 


1K 


so  folgt  aus  1): 

2jr 


5^       ?^  =     UiiljtlL       \-q^^\ 
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Au  den  Gldehnngen  4)  ond  5)  leitet  man  leicht  die  folgen- 
iatb: 


«) 


2|/tr 


2^ 


^/7(r5 


1— ^2r  y    2i/Fa^ 


g2r~-lj    > 


3t 


^^Vl+^^7 


Wegen  der  Gleichungen  4)  lassen  sich  die  Gleichungen  1),  2), 
*)  Attf  folgende  Art  schreiben : 


sin  am 


IKx 


»; 


<^ani 


2irx 


2^*1/^  cos a;//-j^ 


l+24r2'-coB2a:  +  ^'* 


^)      Jam 


2££  rp  jj  1  +2^^^'co82a:  +  g*'-^ 

jr    ""  *^^"  1— 2^*-icos2a:  +  ^*'-*' 

^*cl  §  15  ist: 

«(x)  =  17(1—^)  77(1— 2^2r-icoB2ar  +  ^4'^«), 
1  (ar)  =  2^+  sin  .r  JJ(  1 — ^«0  /7(  1  —  2^2r  ^og  2a:  +  ^% 
^(a:)  =  2^1  cos  ar  27(1  —  ^^'')  77(1  +2^2'-cos2a:  + ^*'-), 


I 


5(x)  —  77(1—^*-)  77(l  +  2<72^"»cos2a:  +  ^**^2). 

*^^  Gleichungen   7),  8),  9)  lassen  sich   also  auch   wie  folgt 
"teilen: 


««(£) 
«(^) 


l/Ä^ 


8in  am 


%Kx 


#(.r) 


/lam 


iKx 


VI 


cos  am 


2Xx 


I/a' 


''^^krt  man  die  Definitionen  der  Theta- Functionen  in  Form 
™  ***her  Beihen  ein,  so  ist: 

+  2  J:(— 1)  V'eo82ra^  «•3(0;)  =  1  +  22;/*co82rj;, 
2^*^(— 1)— ig('*-i)*  sin(2r— l)j:, 
2qiS^''-iy  coB(2r  — l>r. 


*+2-^^'^'*=^'l/*'  =   ^) 
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Nach  §  12  ist: 
IKx 


»rwl 


8in  am 


f  Vi  77(ii£^y  =  2t!:^-i*"(=^-')« 


coeam 


J>am 


VCx 


r     3 


-  1 


2A^a: 


f-//(ji±£riTE$i)'-.+42;^-» 


Wegen  der  Gleichungen  5)  und  6)  lassen  sich  die  vorstehend 
Gleichungen  einfacher  schreiben: 


14) 

VcK  .           'LKx 
—  sm  am 

n                 Jt 

15) 

UK             IKx 

cos  am 

ji                  Jt 

M   tW 

2K    .          2Kx 

3 


^St=:^i«5"(^'— 0^, 


3r— 1 
3 


16)      ^=^  J  am 

Jt  Jt 


KX  ,    V  ^  f€%  A\ 


Aus  den  Gleichungen  7),  8)  und  9)  erhält  man: 
2Kx        ,      /2^isina;^ 


17)    log  sin  am 


log(' 


Vk 


18)  log  COS  am 


2Kx      .     ,„  ii  /A'  .  .  „-«r»! 


^      ^Iog(2^y-^.co8x)  +  22rf7i:;:^oo.i 


19)  logJam—  =  logl/A/  +  ^^rfäidi  i_^>-3  co8(4^-' 

Aus  den  Torstehenden  Gleichungen  ergeben  sich  unniitte 
die  folgenden: 

2Kx] 

2K        ,    ,2^ 


20) 


sm  am 


log 


sinx 


=  log 


a:==o 


•««r.^  +  ^Sfi^ 


log 


cos  am 


2Kx 


coso: 


,      2ä'ä' 

==  log 


^^V?)+>27T*^- 


In  der  Gleichung  17)  nehme  man  x  =  -, 
gen  18)  tmd  19)  j;  -=  0,  dann  folgt: 


in  den  Gleichun- 


Mittelst  der  Gleichungen  5)  und  6)  erhält  man  aus  §  13: 


llkkV 


-Sä 


^-«Sf^ 


>m'' 


|'j..„Hf  _  l  +  sT^n-ilj^  +  S>;^,c«.2r^. 
Die  Qleichungen  10)  geben: 

log»i(«)  = 

log  »iW  - 

l0|(Ve«sx)-2)  r^-^^^^'l^«"^'- 

Die  Gleichungen  22)  hie  25)  sind  für  die  Erforschung  der  elliptj- 
(cJieD  Integrale  von  der  gröseten  Bedeutimg,  mit  ihrer  Hülfe  gelang 
em  Kueret  Jacubi  die  wahre  Natur  dieser  'iVansi-endeDten  zu  ent- 
hnllen.  AuB  den  obigeu  Gleichungen  hat  Jacol/i  (Fund.  p.  100  u,  f.) 
Unrcb  Difl'ereutiation  eine  grosse  Menge  neuer  Entwicklungen  her- 
mlsitet,  TAD  denen  nur  die  wesentlichsten  hier  atigemerkt  werden 
nOgen     Die  Gleichungen  17),  iü)  und  19)  geben: 


I 
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«flogsinam ■        ^^   cos  am Jam 

dx  jr  .  2Kx 

Bin  am 


'. 4  7..  8in2ra;, 


^,                  2A^a;                  .           2A^a:   .        2Ara: 
rflog  cos  am ^     sin  am A  am  — 

(^«.v  ^  JLK  3t  3t 


dx  3t  2Kx 

COS  am 

3t 

coso:         -^"  1  +( — gy 
dlog  A  am ^^sm am cos  am  — 

oQ\  ^  "^K    3t  X 

dx  3t  .        2Kx 

A  am 

3t 
,2r—\ 


^  ]Sl.l^4r->i    8in(4r— 2)0-. 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  14),  15),  16),  26)  und  27 
X  mit  Y  — X  (die  Gleichung  28)  bleibt  dadurch  unverändert),  • 
f&hren  dieselben  auf  folgende  Gleichungen  : 

^,  j.    cos  am —X- 


Jam 


smam 


3t 

2Kx 


2r— 1 


Jam ^ 


jr 


31)    ^ W    =  l+4V(_i).^^e.o8  2r-r, 


A  am ' 

?  >o   •  LKx 

rt-.       A:^^ Bin  am .  /     4\^  i  r 

32)     ?^ ^^ =  gE^-4y!^~^^      ^rifl'>'^> 

^      :7r                2Ä'a:    -       2^^^:         coso;        -^^     1+«^ 
cos  am  —  Jam 


125 

33)   tK., ^  =  cosa-       iy(-^)      ^  flin2rx 

:^      .          2Kr  ^       2A^x         sin  x  ^  ^^  1  +  (— ^y  ®'°  ^'^^^ 
Bm  am J  am ^     ^ 

Ke  Gleichungen  32)  und  33)  ergel)en  sich  auch  durch  Addi- , 
«on  m  den  Gleichungen  26),  27)  und  28).    Mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  5)  ist  nach  §  12: 

^  * CHT-  =  -: H  4  Z^.        ^  ,  8in(2r— 1)0-. 

smam 

^*^<i  hierin  x  mit  ^  — o:  vertauscht,  so  folgt: 

^    ^r    ^  =  — ^  +4  2d(-0^"'i       ^  .cos(2r-l)a; 

cosam 

V  2K 

^  ^irtauscht  man  q  mit  — ^,  so  geht  nach  5)  und  6)  —  über 

"^J^ — * .    Vertauscht  man  in  der  Gleichung  34)  gleichzeitig  q  mit 
""?  ^Uid  X  mit  Y  — ^7  ^  folgt: 

cos  am 

Hierin    -^  —  x  statt  a:  gesetzt : 
.         2Kx 

37)    ?* JL 4-  -  4  2tX^.  8in(2r-l)a-. 

X    .         2Ax  smo:  -^"I+ö^^*       ^  ^ 

sin  am 

jr 

iJ-s  ist    — - —  =  Js^rmu   ^  Setzt    mau    u  =  ,    so    folgt 

«itchie). 

2Kx 
dam ^ 

^  =    1  +4^,  y    ,^ cos  2ra'. 


a 


Diese  Gleichung  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  integrirt  giebt 
38)     am =  J^  +  2^-    - -f— r-  sm  2ra-. 


dfi6 

£8  ist: 


■TT  J-'  '«g 


2  dx     ^ ,        .         2Kx  X  2Kx  ' 

1 — sin  am cos  am 

n  X 

,   ,  ,    .         2Kx  %Kx 

^     ^        \+k%in9A3DL ^_-,  cos  am 

\     d  .  X  2Kk  X 

log 


2  dx  ^  ,      ,    .         2Kx          X       .        2ICx  ' 
1 — /rsmam J  am 

X  X 

Substituirt  man  hierin  rechts  aus  29)  und  35)  die  entsprecheor 
den  Reihenentwicklungen ,  integrirt  nach  x  zwischen  den  tii^üim 
U  und  a?|  so  folgt: 

.        1  + sin  am 

^«)  li'Hr— — ^ 

1 — smam 

X 

1,      l+sinar  ,    .V(— ^X"'      ^^""^       •   /o        ^x 

—  ö^log  7-^—: h  4  Z^  \    ^  .     .  ^    ,^1  sm(2r — l)x 

2    °1  —  smo:        ^^  2r — 1     1 — q^^^^       ^  ^ 

4        4    1-  *r  1      cos(2r  — 1)(^ — x] 

2^1— sino;^    -^1— ^2r-i  2r— 1  ' 

.     ,    ,     •  2Kx  9r—l 

l+/f8inam—  .^^        -5- 

1 — /rsmam ^ 

^    'y    o..(^.)(f-x) 

Die  beiden  rechts  stehenden  Summen  lassen  sich  als  Loga- 
rithmen darstellen,  mittelst  der  Gleichung: 

l+2pcos(~— a;)+;?«  4   .  «     •        ,     ^ 

log 1 \1 L—  =  log  l±^£^E£i^P! 

^10         /^        \.     ,         ^1— 2^sina;+l?* 
1  —  2pco8(-^ — xj+p^  ^  ^ 


^s. 


iSr^l 


eo8(2r-l)(|-a;) 


2r— 1 
Man  setze  zuerst  />  >=  9,  9',  9'  .    . ,  wodurch  sich  die  Summe 
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vd  der  rechten  Seile  der  Gleichung  39)  ergiebt  Fttr  p  ===  q^y  q^ , 
f . . .  ergiebt  Bich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  40).  Geht  man 
TOD  den  Logaritbmen  zu  den  Zahlen  über,  so  geben  die  Gleichun- 
gen 39)  und  40): 

/l+sfaiam-Y-  ^  I /l+sina-    w  f  l±2q^^^nx+J^ 
V    1      sinftm^^         ^  1— »inx  "  1— V8inar  +  ^*'  ' 


n 

9r— 1 


/l+Af8in»m—  ^    jM\+2q  «    sinar  +  y^^ 
1  — ytainam  ^  i  _2^"T-smar  +  ^^-i 


Für  ^  =  ■«  giöbt  die  Gleichung  42) : 

Eb  hmen  «ich  iM)ch  analoge  ^leiekiingen  wie  die  Gleiehungen 
41)  and  45)  aufstellen,  was  der  Kürze  halber  ttbeigai^ffen  werden 
■ögc 

Die  in  den  Gleichungen  13)  voi^Lommenden  Coostanten  lassen 
'*k  noch  auf  folgende  Art  darstellen: 

^  der  Gi^ehung  16)  nehme  man  a;=»0,  in  34)  o;*»  ^9 

*^  folgt: 

«i  14)  a:  =  ^  und  in  15)  or  =  0  gesetzt,  fahrt  auf: 

«iiamt  man  in  den  Gleichungen  31)  und  36)^  ««  0,  so  folgt: 
uie  Gleichung  33)  nach  x  differentürt,  darauf  x  =  -^-.gasetzt, 


^ 
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Analoir  giebt  die  Gleichung  32)  nach  x  differentürt  und  darauf 
X  =  0  gesetzt: 

4,)  (i^y _»(„)._,+ 8 N^fcte:. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  46)  ab,  so  folgt: 

48)  •  (?f)-  -  ,^0).  -  .e^<^E^. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  46),  47)  und  48)  buMi 
sich  noch  auf  folgende  Art  darstellen.    Die  Summe  der  Gleichluigfli*- 
22)  und  23)  giebt: 

Man  addire  die  Gleichungen  22)  und  24)  und  setie  darwM 
x  »r  0.    Es  folgt  dann: 

Von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  49)  subtrahirt,  giebt: 

_  i  +  ftViziÜX 

In  Folge  der  Gleichungen  6)  geht  kK  durch  VertauBcliimg 
q  mit  \/q  über  in  2\/lcKy  analog  folgt  \/l?K  aus  k'J^  durch  V«r- 
tauschung  von  q  mit  q\  Wendet  man  dieses  auf  die  GleichongcA 
44),  45),  47)  bis  51)  an,  so  erhält  man: 


2r— 1  ar--4 


M?_4S(-.y-'^j^-4s-i-; 

1—q   «  1  +  q    « 


1 
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'— «        (1-./—)'  ■"    1-«"-' 

tn  der  letzten  der  vorHtehenden  Gleichungen  vertauBcbe  man 
q  mit  —7.  In  Folge  der  Gleiehungen  6)  geht  dann  kA'^  Über  iu 
t*A-'A"-.    Man  erhält  «0: 


'  =  4v:(_.r''f^ 


gr-ug' 


Es  lassen  sich  auch  höhere  Potenzen  vob  — -,  multiplicirt  mit 

l'uiictionen   von  k  nnd  k',  durch  {/  ausdrucken.    Diflerentiirt  man 

uB,  die  tileichuug  15)  zwei  Mal  nacfa  x  und  setzt  darauf  :f  =  0, 

vrgiebt  sich  eine  einfache  Reihe  für  AI — 1 .     Dasselbe  Ver- 

iWen  auf  die  Gleichung  23)  angewandt  giebt  k^[ — ].       Man 

inLi   mittelst   Differentiation    der    im    vorBtehenden   §   gegebenen 

i^uwicklungen   Gleiehungen    von    der    bemerkten   Art   leicht   her- 

"WUen  und   aus   denseliien   durch  Vertauschung  von  q  mit  ]/</,  q^ 

und  — q  neue  Resultate  herleiteiu     Da    dieselben    keine    grosse 

Bedeutung  zu  haben  scheinen,  so  sollen  dieselben  hier  nicht  weiter 

aasgetUhrt  werden. 


Siebenter  Abschnitt. 


^K^.    Das  Additionstheorem  der  ellii>tifichen  FonctlonHii 
^K  oud  Integrale  erster  Gattung, 

K^  Die  Gleichungen  17)  von  §20  gestatten  die  elliptischen  Func- 
tionen mit  zusamniengcsetzt^n  Argumenten  durch  die  Functionen 
Jer  einzelnen  Argumente  auszudrllt^ken.  *)  Bi-ingt  man  die  Glei- 
Bfanngen  6)  von  §  21  zur  Anwendung,  so  geben  die  Gleiebungen 
16)  in  «  20: 

I  üeber  dio  (jleicbuDgeu  13),   14)  und  11)  vergleiche  mitu  Rkhelot  iu 
I  Jonra.  t&O  p.  41—51. 


isa 


2Kx    _  IKy 

90  =  am ,  ^  =  am  — - 


0  =  am 


mx^y) 


Man  setze  einfacher: 

"IKx 

3t 


=   «> 


2^ 

jt 


V 


also : 


1)     ^  s»:  amw,  V'  =  amt;,  c  =  am(w-|i't;). 
Die  Gleichungen   17)  yon  §  20  nehmen  danä  folgende  For- 
men an: 

8inam(u+t;)  = 
sinamucoBamt;  Jamt;  +  sinamt^codamti  Jamu 


2) 


1  —  *'  sin*  am  u  sin*  am  v  ' 

C0Bam(u+t;)  »> 

eosamu  cosamt;  —  sinamu  sinamy  Jamu  Jamy 

1  —  Ar*  sin*  am  «  sin*  am  v 

/4am(«+t;)  — 

Jamu  Jamt;  —  A'*Binamtt  sin  am  t;  cosamn  cosamt; 


1  — /r*  sin*  am«,  sin  *  amt; 


Die  Gleichungen  1)  lassen  sich  ersetzen  durch: 

de  f^  da  _       i^  de 


r 


tt+p 


oder : 


"/^) 


+ 


/ 


V  dB 
äß) 


/dB 
AS) 


Die  Gleichungen  2)  bilden  die  Additionsgleichungen  der  ellip^ 
tischen  Functionen,  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  Functionen  mit  eom- 
pl^iMi  AvgtimelitMi  ^  wetm  vi  statt  t>  gesMrt  wird  —  AwtA 
Functionen  mit  reeltefa  Ar^oDietiten  äusdlücketi.    Die  Gleichung 
3)  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung)  darin  bestehend,  dass  die  Summe  zweier  elliptisdien  Inte- 
grale  erster  Gattung  mit  demselben  Modul  k^  sieh  durch  ein  Integral, 
ebenfalls  mit  dem  Modul  Ar,  ausdrücken  lässk    Zwischen  den  oberen 
Gränzen  der  drei  Integrale  findet  eine  algebraische  BelAtion  statt 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  sin  9  »=  t  und  weiter  sin  90  •*  x, 
sin^  «=:  y,  sind  »»  z,  so  erhält  man: 


/ 


1/(1— l')(l— *>!') 


^/. 


;/(!— i')(i— *'(•) 


/^^ 


l/(l_,2)(l_A2li)' 
Die  GleichuDgeD  3)  nehmen  folgende  Formen  an: 
|/t— A'y^  +  y    t/r^^ 


-Aiar^y' 


;/i— A'a' 


Vi-^> 


-ty 


a:y  |/1— A'3:*  \/\~ 
"1— *'j:»y»  ' 


Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  etwa«  veränderter  SdireibweiBe 
Bierxt  Euler  ^fiiuden.  Legendre  (Fonct.  eil.  1.  p.  2)  bemerkt 
'  lu  vorigen  Jabrbundert  einzig  dastebendeu  Entdeckung 
hder: 

aEoler,  par  une  combinaison  qu'nn  peut  regarder  conime  fort 
nreuse,  quoiijue  p«b  bazards  n'arrivent  nu'A  eeux  qui  savent 
I  faire  nattre,  troura  l'iutt^grale  algt^brique  corapltite  d'une  ^qua- 
>  diff^rentielle  c^mposce  de  deux  temies  »lipar^H,  maix  seni- 
ible,  dont  chacun  n'est  int^able  que  par  de»  arcs  de  sections 
•iquee. 

Cette  d^o'tuverl«  ini))ortante  douna  lieu  k  son  auteur  de  compa- 
rd'une  mani^Tc  plus  g^u^rale  qu'on  iio  l'avait  fait  araut  lui,  uon 
ilement  lee  arcs  il'iiuc  m^rne  ellipse,  dune  meme  hyperbole,  ou 
le  meme  lemui»cate,  uiais  eu  gi^u^ral  tonten  leB  tranacen- 
leH  contenueH  daus  la  formule  J  —^  ou  P  est  une  fonctiou 
melle  de  x,  et  Ä  la  rai-iue  quarrte  d'uu  polynom  en  ,-ir  du 
Iriime  degr& 

ie   ersten    Uutersuebungeu    Euler's   Bind   cutbalteu    in:   Nori 
nentarii  Aeademiae  Seieutiarnm   Petropolitanae.     T,  VI.  p.  37 
3CLXI),  wo  eich  folgende  Abhandlung  befindet: 
Etiler:  De  integrationc  aequationis  diflerentialis : 


mäx 


i/r- 


3 
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In  dem  Vorbericht  (Summarium  Dissertationum)  p.  8 — 9  wird 
bemerkt: 

Neque  vero  talis  admiranda  integratio  in  ipsa  tantnm  aeqoa- 

tione  differentiali   locum    habet:    Rcd    simili    omnio   modo  CeL 

Auetor  OBtendit   hanc   aequationem    differentialem  multo  latiiu 

patentem : 

mdx ndy 

\/A  +  2Bx^  +  Cx*  ~  \/a  +  2By^  +  C^ 
per  aequationem  algebraicam  complete  integrari  posse,  si  modo 
numeri  m  et  n  sint  rationales,  quin  etiam  eandem  int^;TaDdi 
methodum  ad  hanc  aequationem  multo  generaliorem  extendit: 

mdx  ndy 


\/A  +  2Bx  +  ßc«  +  2Dx^  +  Ex^        \/A  +  2By'\-Cy^'^2Dy^  +  E^ 

Am  Schluss  wird  bemerkt:  „unde  patet  hanc  dissertatioDmi 
multo  plures  investigationeB  continere,  quam  tituluB  quidem  pra« 
se  ferro  videtur.^    Die  Integrationsmethode  f&r: 

dx dy 

\/a  +  2Bx  +  Cx^  +  Ux^  +  Ex^  ~  ]/A'\-2By+Cy^'^2Dy^  +  E^ 
findet  sich  auf  pag.  50  und  etwas  erweitert  p.  54  und  55.   AI^ 
Fortsetzung  dieser  Abhandlung  enthalten  die  „Novi  Commentarii' 
(MDCCLXI)  t.  VU  p.  3: 

Euler:  Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transeen- 
dentes  inter  se  comparandi  de  computatione  arcuum  EUipsis. 

Die  wesentlichsten  Untersuchungen  dieser  Art  finden  sich  Ter 
einigt  in:  Eulen  Institutiones  Calc.  Int  YoL  L  Sectio  seeundt, 
Caput  VI,  wo  namentlich  Problema  81  zu  vergleichen  ist. 

Der  von  Euler  eingeschlagene  Weg  ist  im  Wesentlichen  fol- 
gender.   Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Gleichung: 

6)  {ax^ -^^la^x^ a'')y'^  +  2{hx'^  +  Wx  +  V')y  +  cx'^'\'lcfx  +  &'  = 

oder: 

7)  (fl^*-f  2fty  +  c)a:2  +  2(aV+2ft'y  +  c0a:  +  aV  +  26"y  +  c"  - 

Px^  +  ^Qx  +  R  =  0. 
Difierentiirt  man  eine  der  Gleichungen  6)  oder  7),  so  folgt: 
8)    {Px  +  Q)dX'^{Ly  +  M)dy  =  0. 
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Es  ist  ferner  aus  6)  und  7): 

{Px  +  oy  -=  Q^—PR,  {Ly  +  My  —  M^—LN. 
Nimmt  man: 

9)      A;  +  ()—  \/q'^  —  PR,  Ly  +  M==  \/Ai^—LN, 
Bo  wird  die  Gleichung  8) : 

i  dx.\/0^—PR  +  dy  \/M^—LJV=  0 

;    oder: 

\/m—LN     \/Qi—PR 

Substituirt  man  ftlr  Z,  M,  N,  P,  Q,  R  ihre  Werthe  aus  6)  und 
7J^  10  wird  die  vorstehende  Differentialgleichung: 

dx 


10) 


1/(^2+  Wx  +  ft")*— (««*+  2a'a:  +  a")  [cx^+  2&x+  c") 


0. 


f  Sollen  die  Polynome  unter  den  Wurzelzeichen  respective  die- 
idben  Functionen  von  x  und  y  sein,  so  ergeben  sich  folgende 
Bedingungen: 

nV—a&—afc  =  2a'6'— oft"— a"^, 

26'&"— a'c"— a'V  —  2ftV— &c"— ft"c, 

Sttbstituirt  man  die  Werthe  von  c  und  &  aus  der  ersten  und 

dritten  in  die  zweite  Gleichung,  so  folgt  af  =  b.    Die  erste  und 

dritte  Gleichung  geben  dann  a*^  »»  c  und  h^^  »=  c^     Hierdurch 

werden  die  beiden  übrigen  Gleichungen  identisch.    Fttr  a^  =  h^ 

^*  z=z  c  und  &"  =«  &  wird  die  Gleichung  6): 

1 1)   ax^y^+%hxy {x+y)  +  cipc'^+y^)  +  Wxy  +  2&{x  +  y)  +  c"  —  0. 

Die  Gleichung  10)  nimmt  die  Form  an: 

12) 


'A  +  2ÄX  +  Cx*  +  2/>«'  +  Ar*      \/A+2By+  Cy^+iDy^+Eff* 
•der  kfiner: 
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13)     ^+-^=0, 

wo: 

IÄ  =  c'2— cc",      B  =  Wd—hcf'—ccr, 
C  =  4ft'2 — a&'  —  c2 — 2ftc^ 
/>  =  2bV—ac'—bc,     E  =  ^>2_a^. 
Setzt  man  in  9)  ftlr  P,  Q,  R,  L,  M,  N  ihre  Werthe  aus  6)  und 
7),  ferner  a'  =  *,  a"  =  c,  *"  =  c^  (>2_/>ä  =  jp;  M^—LN^X, 
80  nehmen  die  Gleichungen  9)  die  Formen  an: 

l/F=  (ay2  +  2fty  +  c)a:  +  6y2  +  2*V  +  <?', 

Hieraus  folgt: 

a: — y 
Man  bilde   das  Quadrat  dieser  Gleichung  und   setze   rechts 
nach  11): 

axhP'  +  V>xy{x^-y)  +  Wxy  =  —  [cOr^  +  y2)  +  2(:'(x  +  y)  +  c"J, 
femer  fttr  />  und  E  ihre  Werthe  aus  14),  es  folgt  so: 

15)    (^~^^)    =  i:(a:  +  y)2  +  2/>(a:  +  y)  +  (2ft'— c)2— o^'. 

Sind  i4,  i?,  C>  D  und  J5:  gegeben,  so  bleibt  in  Folge  der  Glei- " 
chungen  14)  eine  der  sechs  Quantitäten  o,  b^  Cy  b%  &  und  cf'  wiD- 
kührlich.  Ist  die  Differentialgleichung  12)  oder  13)  gegeben,  so 
findet  zwischen  x  und  y  die  endliche  Relation  15)  statt,  in  welcher 
der  Ausdruck  (26^ — c)^ — acf*  eine  beliebige  Constante  entbiH^ 
also  selbst  als  die  willkührliche  Constante  angesehn  werden  kana» 
welche  die  Integration  der  bemerkten  Differentialgleichung  inyohirt 

Will  man  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Besat 
tate  ableiten,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.  Man  setie 
in  12): 

^  =  1,  ^  =  0,  C  =  —(1  +  k'^\  D  -=^^,  E  ^k\ 

Die  Gleichungen  14)  gehn  hierdurch  über  in: 

c't—cd'  =  1,      {^'—c)&—bd'  =  0, 
16)    {4«»'«— ac''  — c2— 2tc' =  — (1+^2)^ 

{^V—c)b  —  a&  =  0,     b'^—ac  =  k\ 


U5 

Um  weiflAufiger  Bechnungep  ttberho)>en  zu  seip  geoittgt  es  zu 
,  dass  X  und  Y  nur  grade  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
halten, die  Differentialgleichung  12)  also  durch ,  gleichzeitige  Ver- 
tauBchuDg  von  a:,  y  mit  — x,  — ry  unverändert  bleibt.  Da  dieses 
aach  mit  der  Gleichung  11)  der  Fall  sein  muss,  so  ßrhäU  qiaa 
tuunittelbar  6  =  0  und  c'  =  0.  Die  Gleichungen  16)  reduciren 
rieh  hierdurch  auf: 

-cc"  =  1,   W^'^ac''—c^+  1  +**  =  0,   —ac  =  ^^ 
oder: 

11)  c"  --!,«  =  -^*-\    «'«  -  (i-c»)(^'-c^). 

Die  Gleichung  11)  giebt  flir  ft  =  0,  c'  =  0: 
&'  +  axhf^  -{-  c{x^  +  y^)  =  — 46'ay, 
oder  qaadrirt  mit  Bttcksicht  auf  17): 

[l+A»a:V— cK^^  +  y*)?  ^  4[*2— (l+^2)ca  +  c*3a:V• 
Die8e   Gleichung    nach    -^  g^rdnet  giebt: 

Hieraus  folgt: 

+  2a:y /(ü^^^^r^^Ä^)  /(l— y2)(l  — /rV), 
oder: 

Es  bedeutet  in  der  vorstehenden  Gleichung  c  eine  beliebige 
;    Constante.    Integrirt  man  die  Gleichung  13)  und  zwar  von  x  =  0 

*B,  80  giebt  die  Gleichung  18)  fllr  o:  =  0,  y  =  -,    wodurch    die 

c 

^"^  Gränze  des  Integrals  in  Beziehung  auf  y  bestimmt  ist    Die 
^^ufthnmg  der  Integration  giebt: 

19)  r,     ^^      +  r^=M .  -  0. 


L 
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Die  Gleichungen   18)  und  19)   sind   mit  den  Gleichungen  4) 


und  5)  identisch,  wenn      ==  z  und: 
^  c 

t  0  0 

gesetzt  wird. 

Die  von  Euler  angewandte  Methode  zur  Integration  derDifie- 
rentialgleichung  10)  ist  ungemein  einfach^  wegen  der  nothwendigen 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  ist  dieselbe  nicKt  zu  einer 
Verallgemeinerung  geeignet,  wie  ein  anderes  Verfahren,  welches 
von  Lagrange  herrflhrt.  Unter  dem  Titel:  „Dilucidationes  super 
methodo  elegantisima,  qua  illustris  de  la  Grange  usus  est,  in  inte- 

granda  aequatione  -^  =  -^"  hat  Euler  die  Arbeit  von  Lagrange 

weitläufiger  behandelt  in  den  Acta  Acad.  Imp.  Sc.  T.  II.  P.  I  p. 
10 — 57,  oder  auch  Institut.  Calc  Integr.  Tomus  IV.  p.  465 — 524. 
(Supplementum  VIII  ad  Tom.  I.  Sect.  IL  Cap.  VI).  Characteri- 
stisch  für  Euler  ist  die  grosse  Bewunderung,  welche  derselbe  der 
Arbeit  von  Lagranxge  zollt,  wie  dieselbe  sich  in  den  Worten  za 
Anfang  vor  §  2  kund  giebt  „Istud  autem  egregium  inventum  eo 
magis  sum  admiratus  etc.*'  j 

Die  Abhandlung  von  Lagrange  \  „Sur  l'int^gration  de  quelques 
öquations  difif^^rentielles  etc.''  ist  enthalten  in  Miscellanea  Taurinen- 
sia.  Tom.  IV.  auch  unter  dem  Titel:  Mdanges  de  Philosophie  et 
de  Math^matique  de  la  Sociötö  Roy.  de  Turin.  Pour  les  annto 
1766 — 1769.  p.  98 — 125.  Republicirt  findet  man  dieselbe  in:  Oeuv- 
res de  Lagrange  p.  p.  Serret.    T.  II.  q.  5 — 33.    Paris  1868. 

Auf  p.  102  reproducirt  Lagrange  die  Methode  von  EtUer  und 
bemerkt  zu  derselben  auf  p.  103: 

„Cette  Integration  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'esi 
dfie  qu'ä  une  espöce  de  hazard  heureux,  et  qu'il  ne  serait  pas 
m€me  possible  d'y  arriver  par  les  m^thodes  connues  des  Gtöom^ 
tres  jusqu'ä  präsent" 

Die  Principien  seiner  Methode  hat  Lagrange  in  den  folgenden 
bemerkenswerthen  Zeilen  niedergelegt: 
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„Qoand  on  a  une  äquation  diffgrentielle  du  premier  d^grä 
dont  on  ne  peut  trouver  rintegrale,  il  faut  la  diffi^rentier  et  exa- 
miner  si  en  combinant  cette  nouvelle  ^quation  avec  la  propos^e, 
on  pourrait  troaver  une  ^quation  integrale  du  premier  digvi 
autre  que  T^quation  propos^e;  car  alors  en  chassant  par  le 
mojen  de  ces  deux  öquations  les  premiöres  diff(6rences,  on  aura 
une  äquation  alg^brique  qui  sera  Fintägrale  cherch^e. 

Si  rint^ation  ne  reussit  pas  de  cette  maniäre,  il  faut  passer 
ä  la  dififörentielle  du  troisiime  digrß,  et  chercber  si  Ton  pour- 
rait ainsi  parvenir  ä  une  nouvelle  äquation  du  second  dögrä ;  en 
ee  eas  il  n'y  aurait  plus  qu'ä  eliminer  les  difiörences  secondes  et 
troisiömes  par  le  moyen  de  F^quation  propos^e  et  de  sa  diff(6- 
rentielle.    Et  ainsi  de  suite.'' 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 
20)     A+Bx+Cx^+Dx^+Ex^  =  Ä,  A+By+Cy'^+By^+Ey^  =  F. 

Zwischen  x  und  y  finde  die  Differentialgleichung  statt: 

21)    -^  +  ^  =  0. 

l/J     \/y 

Man  sehe  x  und  y  als  Functionen  einer  Variabelen  l  an,  und 
ersetze  die  Gleichung  21)  durch  die  folgenden: 

22)     f  =  l/J,    |  =  -l/F. 

Fttr: 

23)    x  +  y  =  p,  x—y  =  q, 
folgt  durch  Differentiation  nach  l  mit  Rücksicht  auf  22): 

dp         dx         dy 


24) 


*-i   +   1  =  ^-1^. 
dq  dx  dy  _  ./^..rp 

d}p  X'    dx       y    dy         X'  +  Y' 


dfl         2|/J  dt     21/7  dt  2 

Die  letzte  Gleichung  wird  nach  20): 
26)    ^  -»  i?  +  c(«  +  y)  + 1 Dix^  +  y-')  +  2E(x^  +  y»). 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  24)  multiplieiit  geben  BMh  20): 

dt  dt        ^—^  — 
(x  -y)[ß+  C(x  +  y)\+  D  (x^  +  xy  +  yi)  +  eix  +  y)  (x«  +  y»)J, 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  25)  folgt: 

oder  X — y  ms  q^  x  +  y  =  p  gesetzt: 

Diese  Summe  mit  -^  multiplicirt  giebt: 

dt\q  dt)       "dt^^~äi' 
Bedeutet  F  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 

Sßtzt  man  wieder  p  ^=  x  +  y^  q  =  x — y  und  nach  24): 

dp 

80  folgt: 

(^lly^)'  =  D{,t  +  y)  +  E{x  +  yy  +  F. 

Setzt  man  2D  und  22?  statt  B  und  D,  so  wird  die  vorstehrade 
Gleichung  mit  der  Gleichung  15)  identisch,  wenn  die  IntegratioBf^ 
constante  durch  F  bezeichnet  wird. 

Die  vorstehende  Darstellung  enthält,  mit  unwesentlichen  Hodi- 
ficationen,  die  von  Euler  gegebene  Vereinfachung  der  Methode  von 
Lagrange.  (Institut  Calc  Int  t  IV.  p.  466 — 467.)  Lagrange  (L  ^ 
p.  108)  nimmt  statt  der  Gleichungen  22)  die  folgenden: 

dx  dt^      dy_  dt 

wo  T  eine  Function  von  i  bezeichnet,  die  so  bestimmt  wird,  difl 
sich  eine  Integration  ausführen  lässt    Im  Verlaufe  der  AfcbaiiA«V 


%  -  l/^-l/F, 


lucht  Lagrange  vergeblich  Beine  Methode  auf  eine  Differential- 
hrhiing:  von  der  Form  21)  anzuwenden,  in  welcher  X  und  y 
kbi|«  Polynome  respective  von  j-  und  ij  sind.  Alle  Annahmen 
wieder  auf  die  in  20)  gegebenen  Formen  von  X  und  I' 
rflrk.  Eine  bemerke nswerthc  AuBdehnung  der  Methode  von 
n-rnige  bat  Rkkeht  gegeben  in  der  Abhandlung:  Ueber  die 
Tatina  cineo  merkwürdigen  SyBtonis  DiÖ'erentialgleichungen. 
■eile  Joum.  I.  23  p.  354—369).  Es  Bind  dieses  DifFerentialglei- 
ngen,  nuf  welche  JacoM  die  Abel'schm  Punctione»  basirt  hat. 
In  einer  gröBBeren  Abhandlung:  „Einige  Bemerkungen  zum 
:r'schen  Additionstleoreni"  (Grelle.  J.  t.  44.  p.  277—294)  hat 
•Jtehf  an  die  Methoden  vou  Euler  und  Ltujrange  eine  Reihe 
•retu^anter  Bemerkungen  geknUpft  und  namentlich  zueri^t  die 
Uerleilung  der  Gleichung  15)  auB  der  Gleichung  6)  oder  7)  gegeben. 
Dan  Additionstbeorem  von  Euler  ist,  mit  mehr  oder  minder 
^tem  Erfolg,  so  h.lufig  Gegenstand  neuer  Herleitungen  geworden, 
daw  eine  vollständige  Erwähnung  aller  darauf  Ijeziehlichon  Arbei- 
ten in  keinem  Verhältuiss  zu  dem  relativen  Werthe  derselben  stehn 
wOnle.  Kb  »ollen  daher  nur  einige  Methoden  erwähnt  werden,  die 
rieb  durch  Einfachheit  auszeichnen  oder  allgemeiner  bekannt  ge- 
worden sind. 

Im  .Journal  de  Math^matiqueB"  2o  eör.,  t.1.  p. 231— 233  (Ann^ 
)  hat  Despet/roits  ein  Verfahren  mitgetheilt,  welches  sich  m  den 
SliterhtBBoneu  Papieren  von  Slurm  vorfand,  Bjiäter  aber  für  Slurm's 
Ukttt  Deflers  reclamirt  wurde.    Die  Ditlerentialgleiehung : 

^-    .     *^  =,=  0  oder  \/ydx  +  \/Xdy  =  0 

-.i--y')  mit  dem 
Bedeutet  c  eine 


^«irdftr  .V=  (1— .ri)(l— Kr'),  r=(l  — !/5){l 

; ,,  ,  „  niultinlicirt  und  dann  integrirt. 

»Mtanto,  Bo  folgt; 

Sind  P  and  {)  Functionen 
Ut^TRtion; 


/*l/(l-../^)(l- 
J  1-A-r^ 


rf.r  + 


J  1— A'fV 

und  y,  80  folgt  durch  partielle 
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Wendet  man  dieses  auf  die  obige  Integralgleichung  an,  fl 
verschwinden  in  Folge  der  Differentialgleichung  die  Terme  untc 
dem  Integralzeichen  und  man  erhält  unmittelbar  das  algebraisdi 
Integral  der  Differentialgleichung.  Die  auszufUhrenden  Rechnunge 
sind  nicht  ohne  Weitläufigkeit,  sie  setzen  eigentlich  die  Kenntnii 
des  Additionstheorems  voraus.  Uebrigens  ist  das  angewandte  Ve 
fahren  eine  directe  Erweiterung  der  Methode,  deren  Lagrange  m 
zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

^jM=  +  ^jp=  =  0  oder  l/r=7di:  +  l/r=:^rfy  =  0 

bedient.  (Miscellanea  Taurinensia.  T.  IV.  p.  100.)  Die  Bemerkui 
über  Differentialgleichungen,  welche  oben  nach  Lagrange  mitgethe 
ist,  in  Verbindung  mit  einer  Bemerkung  von  Abel  über  die  Coml 
nation  der  particulären  Integrale  einer  Differentialgleichung  •)  (Crö 
Joum.  t  2,  p.  22)  finden  sich  sehr  geistreich  vereinigt  in  ein 
kurzen  Note  von  Barboux  (Annales  scientifiques  de  T^lcole  n 
male  supirieure.  t.  IV.  p,  85.  Paris  1867),  welche  ihres  gering 
Umfangs  wegen  hier  erwähnt  werden  soll.  Es  sei  z  Functi 
von  u  bestimmt  durch: 

26)    |-l/(l-;r>)(l-*»z»). 
Diese  Gleichung  nach  u  differentürt  giebt: 

Sind  X  und  y  zwei  particuläre  Werthe  von  z,  welche  i 
Gleichung  27)  genttgen,  so  ist: 

g (1  +k^)x  +  2k^x^  g  =  -(1  +k^)y+  2AV. 


*)  Bei  /ibel  werden  die  particulären  Integrale  einer  linearen  Different 
gleichung  zweiter  Ordnimg  combinirt,   während  im  vorliegenden  Fmlle 
Differentialgleichung  nicht  linear  ist 
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Diese  Gleichungen  geben: 

Da  nun  x  und  y  auch  der  Gleichung  26)  genügen,  so  ist: 
fidgfich: 

Die  Gleichung  28)  hierdurch  dividirt  giebt: 


{'t)'-H) 


1  —k^xY 


dx  du 

Hultiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  y  :r  +  ^tt?  ^^  wird: 

du         du 


dPx d^ 

^  du^      ^  du^  2k^xy 


dx_     dy  l—k'^xh/^ 

^  du         du 


(dx  ,       dy\ 


<Ll 


/   dx         dy\ 

Vdi-'^Tu) 


2k^xy^  *2^V 

du  du  du 


^_     ^  i—k^x^y^  1— A^a-V' 

^  du      ^  du 

Bedeutet  c  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 

dx dy 

Es  sei  nun  x  =  q>  (u).  Da  y  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
26)  genfigt,  so  kann  nur  y  »=  g>(u  +  a)  sein,  wo  a  eine  Constante 
ist.    Die  Gleichung  29)  wird  dann. 

^       i—k^(p(uyip{u+ay         ^' 

Nimmt  man  fllr  u  — '  0  q)(0)  »=  0,  also  ^^(0)  =  1,  so  giebt 
die  Gleichung  30)  c  —  g>{a).    Die  Gleichung  30)  giebt  unmittelbar 
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das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  f&r  u  +  a  =  \ 
und  g)(u)  =  sin  am  t^. 

In  der  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summationsformeln' 
(Grelle  Joum.  t  30  p.  211—214,  oder  Mathem.  Abh.  p.  155—158 
hat  Eisenstein  eine  Anwendung  des  Theorems  von  Taylor  auf  dii 
Herstellung  des  Additionstheorems  gemacht. 

Eine  Untersuchung  von  Abel  in  Grelle  Joum.  t.  2  p.  386— 39^ 
tlber  die  Functionalgleichung  9>(a-)  +  9)(y)  =  ip[a;/*(y)  +  y/'(y)^ 
welche  beiläufig  bemerkt  auf  die  Additionstheoreme  der  Logaritb 
men  und  Kreisfunctionen  führt,  hat  zu  der  Abhandlung  von  Lottm 
(Grelle  Joum.  t.  46  p.  367  —  388)  Veranlassung  gegeben.  „  Uebe 
die  Functionen,  welche  der  Gleichung: 

Gentige  leisten.^  Diese  Gleichung  ftihrt  auf  das  Additionstheoien 
der  elliptischen  Functionen.    (1.  c.  p.  379.) 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Additionstheorem  findet  mii 
noch  bei  Schellbach  in  Grelle  Journ.  t.  54  p.  59 — 67  und  Genod 
im  Buttetino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematifi 
e  fisiche  pub.  d.  B.  Boncompagni,  Tomo  IIL  Roma  187Ö.  Mi 
findet  dort  auf  p.  47  eine  Anzahl  literarischer  Notizen. 

$  24.    Znsammenstellnng  einiger  Formeln,  welche  sich  ai 
dem  Additionstheorem  ergeben«    Anwendungen  des 

Additionstheorems. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  2)  §  23  — v  statt  t;,  so  ergeb 
sich  drei  neue  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  bemei 
ten  Gleichungen  das  folgende  Fundamentalsystem  f&r  die  Addit 
der  elliptischen  Functionen  bilden: 

1)  8inam(«+t;)  = 

sin  amu  cos  am t;  A  am«;  +  sin  amt;  cos  amu  d  amu 


—  --  • 


1  —  k^  sin^  am  u  sin^  amt> 

2)  co8am(w+r)  = 

cos  amu  cos  amt; — sin  am  u  sin  amt;  J  amu  J  am  v 

1  — k^  sin^  am  u  sin^  ^mv 


J)  zfamCm-c)  = 

Jam»  ^amii — Ar»  sin  am  m  BinRmt>  coBam»  Cosamo 
1 — Ar^aiu-aniM  sin^aniv 

4)  sin  ain(M  —  v)  = 

sinamu  cosanit'  Jamu — ein  am  c  cos  am«  J  am  m 
1 — Ar^Bin^aniK  siu^umo 

5)  co8am(u~f}  = 

eo8  am  u  coa  am  ti  +  sin  am  u  sin  am  r  J  am  »  /3  am  v 

1 — A^siii^amw  8iii'''amt' 
6}  Jam(K~n)  = 

A  am  u  J&mv  +  /:''  sin  am u  sin  am  r  cos  am m  cos  am  v 
l  —  A-*sm*am?i  sin*  am  u 

iB  diesen  Gleichungen  bat  Jacolii  (Fuud.  p.  32  untl  33)  33 
abgelüitef,  von  denen  hier  nur  die  wiederholt  werden 
,  welcbe   in  deu   folgenden  Untersuchuugcn   von  Wichtigkeit 

Bildet  mau  das  Produkt  von  sin  am  {«  +  nj  sin  am  (w  —  i') 
Itzt  im  Zähler  con^  am  »c  ■=  1  —  sin=  am  n;  A^  am  »'  =  I  — A-^x 
■tc,  BO  findet  man,  dass  derselbe  durch  I — ^*&iii>amKX 
1(1  theilbar  ist.  Vorföhrt  mau  analog  mit  coflam(u  +  r)x 
\(u — ii)  und  Jam(H+i')-1  ain("^-i')'  *"'  erbÄlt  man  folgende 
fetaliche  Relatirmeu: 

_>      .  /    ,    \     ■  ,        V  Bin*  am  w  —  sin^  am  v 

7)  Biuam(u+ii)  Bmanif« — v)  =  , — -.z-.--- ^—z-  —  ■ 

'  '  ^        '        I — A-^Bm'amw  sm^ami' 

8)  cneain(u  +  ti)  cosam(tt  — r)  = 

1  —  Bin'  am  » — sin'  am  v  +  A'^  sin'  am  u  ein''  am  v 
1 — Ar» Bin* am«  sin' am r 

9)  Jatn(w  +  f)  .1am(«  — r)  = 
am  V  +  A' sin'  am u  sin'  am v 


1 — A'sin'am?/ 


l  —  A' sin' am«  sin*  am u 


ä  9)  ergeben  sieh  ohne  weitere 


ittelxt  der  Gleichungen  1)  I 

mg  Gleichungen  fUr: 

m  (h  +  t')  ±  sin  am  (k — ii),   1  ±8inam(M  +  i')  Biuam{M  —  v), 

1  ±  A'  Bin  am  («  +  r)  gin  am  (w  ^  v)  etc. 
ircli  Ausfllhnmg  der  Multiplicatiou  findet  mau  mittelst  der 
I)  bis  9)  uomittelbar  die  folgenden   Functionen   mit 
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zusammengesetzten  Argmnenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen 
Argumente  ausgedrückt: 

[1  ±  sin  am  (m  +  v)]  [1  ±  sin  am  (w — v)]  == 
1  ±  sin  am  (w  +  v)  ±  sin  am  (u — v)  +  sin  am  (u  +  v)  sin  am  (u—v), 

[1  ±  sin  am  (w  + 1;)]  [1  T  sin  am  (« — v)]  == 
1  ±  [sin  am(M  +  v) — sin  am(?/ — v)]  — sin  am  {u  +  v)  sin  am(w— p), 

etc. 
So  ist  z.  B.  nach  1),  4)  und  7): 

[1  ±  Ä  sin  am(M  +  v)]  [1  T  /r  sin  am(M  —  v)]  == 
i±k [sin  am (u+v) — sin  am (w — v)] — A* sin  am  (u+v) sin  am (m— p)  = 
^,  sinamt;  cosamu  Jamti       ,^     sin^amu — sin^ami; 


I 


l — k^  sin2  am  ?/  sin^  am  t;  1  —  k^  sin*  am  u  sin*  am  » 

1 — k^  sin*amu+/:*  sin*  am t;  cos*amu:t:2A:  sin  am t;  cosamti  Jami| 

1  —  /f*  sin*  am  u  sin*  am  v 

(AsLmu-±k  sin  am v  cos  amu)* 

1  — A*  sin*  am  m  sin*  amt; 

Da  die  Herstellung  von  Gleichungen  von  der  Art  der  Yorhe^ 
gehenden  von  leichter  Mflhe  ist,  so  soll  eine  weitere  AusflibnoK 
derselben  unterbleiben. 

Bildet  man  das  Product  der  Gleichungen  1)  und  5)  nämlid 
sinam(e^  +  t^)  cos  am  (u — v)j  so  hat  der  Zähler  rechts  nach  tat 
fUhrung  der  Multiplicatiön  die  Form  P/lAmu  + Q/Iamv^  wo  jediBi 
der  Factoren  P  und  Q  durch  1 — /:*sin*amfi  sin*  am  t^  theilbar  ist 
Man  erhält  auf  diese  Art  die  folgenden  sechs  Gleichungen: 

10)  sinam(M  +  t;)  cos  am  (m — v)  = 

sin  am  2/  cos  am  2^  Jamt;  +  sinamt;  cos  amt;  Jamu 

1  — A*  sin* amu  sin* amr 

11)  sinam(ti  —  v)  cosam(M  +  t;)  = 

sin  am  n  cos  am  2^  J  am  t; — sin  am  v  cos  am  t;  J  am  u 
1  —  /:*  sin*  am  u  sin*  am  v 

12)  sin  am  (m  +  v)  J  am  (w — v)  =» 

sinamu  Aamu  cosamr  +  siiamt;  Jamt;  cosamu 

1  —  Ar*  sin*  am  u  sin*  am  v 

13)  sin  am  (u — v)  /l  am  {u  +  v)  = 

sin  am  M  J  am  u  cos  amt; — sin  amt;  zf  amt;  cosamti 

r — A*  sin*  am  u  sin*  am  v  * 


'•  •>  i^ 


c^f- 


14)  co8am(u  +  t;)  Jam(u — v)  = 

cos  anm  ^  anm  cos  am  t;  J  am  t;  —  ^^^  sinanm  sinamt; 

1  —  k'^  sin^  am  u  sin*  am  v 

15)  C08am(u — v)  Jam(M  +  t;)  = 

cosamu  Jamu  cos  am  t;  Jamf;  +  ^^  sinamu  sinamv 

1  — k^  sin*  am  u  sin^  am  v 

Die  Gleichungen  11),  13)  und  15)  ergeben  sich  unmittelbar  aus 
Gleichungen  10),  12)  und  14)  durch  Yertauschung  von  v  mit 
—9.  Eliminirt  man  zwischen  je  zwei  der  Gleichungen  1),  2)  und 
})  eine  der  Functionen  AB,mu  oder  J am v,  so  lassen  sich  Belatio- 
M  herstellen,  in  welchen  der  Nenner  1 — Ar^sin^amu  sin^amt; 
noh  mehr  vorkommt    Auf  die  angegebene  Weise  findet  man  : 

IS)  8inam(u+t;)  sinamt;  idamtt+cosam(u+t;)cosamt; »»  cosamu. 

17)  Bniam(u  +  v)  Jamu — idam(u  +  t^)  sinamu  cosamt;  = 

sin  am  v  cos  am  t«. 

18)  co8am(tt  +  t;)  +  idam(t«  +  t;)  sinamt^  sinamr  »= 

cosamu  cos  am  t;. 

Um  die  Bedeutung  der  Gleichungen  1)  bis  6)  an  einigen 
£eiq)ielen  herrorzuheben,  sollen  dieselben  zur  Darstellung  einiger 
beme^nswerthen  Ausdrucke  in  Form  unendlicher  Producte  dienen. 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  geben: 

sinam(u  +  t;)  +  sinam(t« — v)         sin  amt^  cosamt;  Jamt; 


19) 


sinam(ti — v) — sin  am  (u — v)         sinamt;  cosamu  Anmu 

Die  Gleichungen  7),  8)  und  9)  von  §  22  geben: 

2Kz 


sm  am 


2ICz  .       2Kz 
cos  am Jam 

Jt  7t 


«aaz 


fj  (1 — 7,^  cos  2z  +  q^)  (1  —  2^^"^  cos  2z  +  q^^ 

kf  OOBJT  //  (1  +  2^«^cos  2z  +  ^'•)  (1  +  2^2r-l  gos  2z  +  q'^^) 


sinz     fg\  —^(f  cos  2z  +  ^ 
kf  eo^zll  l  +  2ö^cos2z  +  ^ 


Gleichung  werde  auf  die  Gleichung  19)  angewandt  fbr: 


u  +  v 


iKy 


U — V 


%Kx 


oder  fUr  u 


2ICy  +  x 


jr 


V 


2Ky—x 

jt      2    ' 


10 
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indem  man  also  z  =  ^^     und  z  =  ^^-^  setzt  und  die  erhalte- 
nen Gleichungen  dividirt.    Da  nun: 

Bm  ^  '      cos— ,r—  .       ,    . 

2^v  2 2_    ^   smy  +  sma; 

"^       .   V — X        y  +  x  siny — sino;' 

sm^-s — eos^-^ —  ^ 

so  ftthrt  die  Gleichung  19)  auf: 

sm  am  — ^  +  sm  am  — 

^   .     2Ky  2Kx 

sm  am  — -  —  sm  am  — 

sin y  + Binar     J^  1  — 2g''  cos(y  +  x)  +  q'^  1  +  2^''  cos (y — x)  +  (jr*' 
siny — sino:   H  1  +  2^"  cos(y  +  a:)  +  g*^  1  — 2g''  cos (y — x)  +  g*" ' 

Setzt  man  y — s-  log  g  statt  y,  also   — -  +  i  K'  statt  — - ,    so 
gebt  die  Gleichung  20)  in  folgende  über: 

1  +  /f  sm  am  — -  sm  am  

22) - ^    = 

^    ,      ,     .          2äV   .          2Äa; 
1 — k  smam  — ^  smam 

3t  3t 

Ir— 1  2r— 1 


J^l— 2g  »    coB(y+a:)  +  g^'^^  l+2g  '^    eoB(y— a:)  + ^»^^ 


«r— 1  «r— 1 


1    \+2q  *    C08(y  +  a:)  +  g^'^M— 2g  «    C0B(y— a:)  +  ^ 
Hierbei  ist  zu  beachten,  dass: 

Bm^{y—x—^logq)       g  «     qi—e      *    q-^  * 

coB^(y-a:-^-logg)  ^^^^iy-x)* 

cos  ^  (y+a;— 2  log  «)  ^l-q  e 

Bildet  man  das  Product  dieser  Gleichungen,  so  ist  nach  20): 
Bin  (y  - 1  log  q)  +  Bina:       ^_^^  ^^^y   i+^i^(y-^y 

Bm(y  —  Ä^o??)  —  M'i«  ^  ^ 
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Mit  Rflcksicht  auf  diese  Gleichung  leitet  man  leicht  die  Glei- 
chung 22)  aus  21)  ab. 

Fttr  y  ^^  X  geht  die  Gleichung  22)  über  in: 

23) 

l+ArBin^am 


2Kx 


—  =  // 


1 — k  sin*  am i 


1+^ 


8r— 1\ 
8 


\\-q 


8r— 1 
2 


2r— 1 


rr\—*iq  *    C0s2a;+g^-^ 

^    l+2g  «   cos2a;+g«'-"i 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  direct  ableiten.    Fttr 
u  ^=  V  giebt  die  Gleichung  1): 


sin  am  2u 


28inamu  cosamti  zfamu 
1  — k^  sin*  am  u 


rfsin^amu 

^ 

1 — k^  sin^amu* 


Setzt  man  u  =  — ,    multiplicirt    auf    beiden    Seiten    mit 


2J^ 

%k  —  so  findet  man  leicht: 


VcK  .           \Kz 
—  smam 


dz 


log 


1+/:  sin*  am 


1 — k  sin*  am 


IKz 


2Kz' 

Jt 


Mittelst  der  Gleichung   14)  von  §  22  geht   diese  Gleichung 
über  in: 


l+Asin'am 


2Kz 


log 


8 


1 — ^Ärsin*am 


Tz^^^ii^^'''''^^^'-^^' 


2Kz 


-'IS 


dz^\ — q 


\ cos  2  (2r— l)z  ^ 

2r— 1         ~ 


«r— 1 


«r— 1 


-sS'* 


1— 2g  *    cos  2z  +  (^^ 

8r— 1 


l+2g  «    COS  2z  +  g*^* 
Nach  z  zwischen  den  Gränzen  0  und  z  integrirt  führt  auf: 

24) 

1  -f-Är  8in*  am — 


f. — ^Ar  mn*am 


iKz 


n 


\+iq  « 


1— 2g  * 


TT  1 — ^  *  cos2z+g*^^ 

^     l+2g"^COs22:+flr«^i 

10  • 
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Die  Gleichung  7)  giebt: 

\+k  Binam(u  +  t;)  sin  am  (u — v)  l+Asin^anm  1 — kBJn^smv 

1 — Ä  Binam(w  +  t;)  siüam(w — v)         1 — ^Arsin^amu  l+Arsin^amr 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  24)  lässt  sich  wieder 
die  Gleichung  22)  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen  2),  3),  5)  und  6)  folgt  leicht: 

cos  am  {u — v)  +  cos  am  (u  +  v)  cos  am  u  cos  am  t; 

cosam(ti — v) — co8am(w  +  t;)         sinamii  sinamt; /jamu  J ami^  * 

Jam(ti — v)  +  AeLm(u  +  v)  Jamu  Jamt; 

Jam(u — t;) — Jam(t^  +  <^)        /r^  sin  am u  cos  am ii  sin  am t;  cosamtr 

Nimmt  man  u — 1;=  — ^,  w+t;  =  ,  legt  die  Oleichun- 

gen  l)y  8)  und  9)  von  §  22  zu  Grunde^  setzt: 

cos  —77-^  cos  — s-^ 

2  2  cosy  +  cosa: 


.   x  +  y   ,    X — u  cosy  —  cosa?  ^ 

sm     '  ^  sm  — 2 


so  findet  man: 


25) 


2Ky   .  2A'x 

cos  am  — -  +  cos  am  — 

fKy                   2Kx 
cos  am  — -  —  cos  am 


cosy  +  cosar    Ä^  l+2g^  cos (x+y)  +^^  \—2q^^^  coB{x+y)  +  ^^ 
cosy— eosa;  //  1— 2^2''C08(a;+y)+^''  1  +2q^^^co»{x+y)  +  ^^ 

»*    l+2g^>'cos(a;  — y)  +  g^^    1  —  2q^^^  cos  {x  —  y)  +  <y^~» 
^11  1— 2^»''cos(a;— y)  +  ^    1 +2^2r-leos(a:— y)  +  ^♦•^* 


26) 


.        2Ky  ,    .       2Kx 
Akol  — ^  +  /Jam 


Jt  Jt 


2Ky        .       2Kx 
Jam  — -  —  Jam 

Jt  Jt 


\q  sin  {x+y^  sin  {x — y) 


oe 


jy  1— 2g*^^C0B2(a:+y)  +  g^'^  1— 2^*^^^  cos  2  (a:—y) +  <y»-^ 
11      1— 2^'- cos 2 (a:+y)  +  ^        1— 2g*^  cos2(a:— y) +^ 

Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  - — x  statt  a^  so 
giebt  dieselbe: 


J 


27) 
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.       2JKc  .      2AV  ,  ,^ 
Jam dam — -  +A' 


X  3t 


/jam  —  /Jam — - — k* 
1 

T-   X 


4gco8(x+y)  C08(a: — y) 
yy  l+2g<^^C082(rr+y)  +  ^-^  1  +2^^*-» cos 2(,r — y)  +  ^' 

Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen  sind  die  folgenden 
von  Interesse.  In  25)  und  26)  y «»  0  gesetzt  und  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  giebt: 

275 

1  + cos  am 


28)  1/7-— r2ri 

1— COS  am 


I  /l  +  C0B.r  jyl+2^^>'cosa:  +  ^''  1 — 2y^^^ cos a;  +  y^**-^ 
1/   1— cosx  ^/  1  — 2//''cosa:  +  ^'*  1  +  2^2^*  C08¥+'(p"-« 


n 

Für  y  =  o:  wird  die  Gleichung  27)  einfacher: 

30)        1+^    1-(1-A:08m»amg^  _^ 

*— *'    1  — (1+Ä')8in»am—  " 

4  j'C082a:  V  \  ^+5^''  )    \      ^  +V'"  C084a;  -i-V' 
Nimmt  man  hierin  o;«»  0,  8o  ist: 

1  +  A^      _L  ry/i+g"-'V 


X 


Für  2  ^  -^   findet  man  aus  24): 


1  —Ar         Y 


»r— 1>« 
"        1  +  «    »' 


1-g    * 


Diese  Beispiele  mögen  genügen  um  die  Anwendbarkeit  der 
Additionsgleichungen  zur  Herstellung  von  Gleichungen  zu  zeigen^ 
deren  Ableitungen  auf  deu  ersten  Augenschein  mit  Schwierigkeiten 
verbonden  zu  sein  scheinen. 
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Die  Gleichung  7)  giebt: 

\+k  Binam(u  +  t;)  sin  am  (u — v)  l+Zrain^anm  1 — ^Arsin^amp 

T — Ar  Bin  am  (w  + 1;)  siü  am  (m — v)         1 — ksiu^amu  l+Arsin^amp 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  24)  lässt  sich  wieder 
die  Gleichung  22)  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen  2),  3),  5)  und  6)  folgt  leicht: 

cosam(2< — t;) +C08am(tt  +  t;)  cosamu  cosamt; 

cos  am  (u — v)  — co8am(w  +  t;)         sinamii  sinamt; /jamt<  Jamr 

A am {u — v)  +  AKm{u  +  v) Aamu  /isimv 


Jam(ti — t;) — Jam(w  +  i;)        k^sinavau  cosamw  sinamv  cos 

Nimmt  man  u — v  =  — -.  u+v  =  — ^,  legt  die  Gleich  i 
gen  7)y  8)  und  9)  von  §  22  zu  Grunde^  setzt: 

cos  —^  cos  — s-^ 

2  2  cosy  +  coso: 


,   x  +  y   .    X — y  cosy  —  coso:  ^ 

sm-^sm— 2^ 


so  findet  man: 


25) 


2ÄV    .  2Ä'a: 

cos  am  — -  +  cos  am  — 

JC  Jt 

cos  am  — -  —  cos  am 


Jt  Jt. 

cosy  +  cosar    y^  l+2g^^  cos(a:+y)+^^  1 — 2g'^^co8(a;+y)  +  fig 
cosy — eos:r  -"  1 — 2^*''co8(a:+y)+^''  1  +2^^'^* cos(a?+y)  +  g^S 

*    l+2g^>'cos(a;  — y)  +  g^^    1— 2^^^^cos(a;— y)  + 

2g»''C0B(a;— y)  +  ^*^    1 +2^2r-icos(a:— y)  +  ^- 


11  1  — 


26) 


.        2ÄV  .    .        "^Kx 
Jam  — ^  + Jam 


Jt  Jt 


2Ky        ,       iKx 
Jam  — - — Jam 

Jt  Jt 


\q  sin  ipo+y)  sin  (x — y) 


oc 


jy.  1— 2^>-acos2(a:+y)  +  gS'^  1  —  2^*^-^2cos2(a;— y)  +  g*^ 
11       1— 2^''cos2(:r+y)  +  ^        1— 2^'-cos2(a:— y)  +  g*' 

Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  ^ — x  statt  x, 
giebt  dieselbe: 


27) 
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Jam Jam — -  +** 


X  X 


zlam /Jam — - — k* 

1 

^  X 


4gco8(x+y)  C0B(a; — y) 

ix       l+2^''C082(a:+y)  +  ^         1  +  V»*  C082(a:— y) +  ^ 

Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen  sind  die  folgenden 
von  Interesse.  In  25)  und  26)  y  »=  0  gesetzt  und  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  giebt: 

%Ex 

1  + cos  am 


y     1— cosamHf 

00 


1  +  cos.r  yrl+2^^^cosa;  +  ^''  1 — 2y^^^ cos x  +  ^-^ 
1  — coso;^/  1—2//'- 0080;  +  ^''  1  +  2g^^i  cos  o:  +  (^'•-« 


l_jam?^        2l/^8ina;V     1— Vco82a;  +  «^ 

TT 

Für  y  =  o;  wird  die  Gleichung  27)  einfacher: 

1-*'"  1-(1+Ä')8iii»am?^  " 

4j'C082a;-f-*  \  l+j^''  )  'f-    \  +2^'' C08  4a; -j-^" 
nimmt  man  hierin  x  >s  o,  so  ist: 


X 


Für  2  — >  -^   findet  man  aus  24): 


1+A 


1  —k        f ^ 


*      !  +  «>" 


\—q  2 


Diese  Beispiele  mögen  genügen   um  die  Anwendbarkeit  der 
^^^Mtionsgleichungen  zur  Herstellung  von  Gleichungen  zu  zeigen^ 
^^^^^^  Ableitungen  auf  deu  ersten  Augenschein  mit  Schwierigkeiten 
verbunden  zu  sein  scheinen. 
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Achter  Abschnitt. 


§  26.    Die  elliptischen  Integrale  und  ihre  Classiflcation. 

Sind  P  und  Q  Polynome  yod  y,  ist  R  ein  Polynom-  yierten 
Grades  yod  t/y  so  heisst  nach  Legendre,  wie  schon  in  §  3  erwähnt 
wurde,  das  Integral: 

ein  elliptisches  Integral.     Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen 
gelang  es  Legendre  (Fonct.  eil.  t  I  Gh.  IV  u.  Y)  die  verschiedenen 
TranscendenteUy  zu  welchen  das  Integral  H  Veranlassung  giebt, 
auf  drei  Integrale  zu  reduciren,  welche  keiner  weiteren  Verein- 
fachung fähig  sind.     Wenn  auch  die    von  Legendre  aufgestellte 
EintheiluDg  in  mancher  Hinsicht  unnöthig  erscheinen  könnte  dnrdk 
die  Einführung   der  Theta -Functionen,   so  ist  dieselbe  doch  isr 
soweit  von  Interesse  und  Nutzen,  als  sie  zu  mehreren  sehr  Im- 
merkenswerthen  Theoremen  Veranlassung  gegeben  hat,  zu  deimeii 
Legendre  y  wie  zu  den  meisten  Sätzen  in  diesem  Zweige  der  Ak^St 
lysis,  mit  einem  verhältnissmässig   sehr   geringen  Aufv^and  i^^on 
Rechnung  gelangt  ist.*) 

In  §  3  ist  gezeigt,  dass  durch  eine  Substitution  von  der  FoKr-m 

^  ™    1+z  h+x  ' 

wo  />,  q  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind,  die  Gleichimg       l 
fibergeht  in: 

dx 


2) 


»=n 


wo  c  ein  positiver,  ächter  Binich  ist,  Äx  und  Xt  sind  Polync^xne 
von  X  respective  von  denselben  Graden  wie  P  und  Q  von  ^• 
Setzt  man: 


*)  lieber  die  Priorität  Eulers  der  Legendre  zugeschriebenen  Sätze  sehe 
man  Note  VII. 


151 
tiplicirt  und  dividirt  mit  ^i(x^) — x^^^x^),  so  ist: 


tur  Abkürzung  ip(x^)  =  v,(a;»)*— x*^i(a;)»,  X{x^)  =  ^,(.T;')J?i(x») 
c5^(«»)  2i(x*)    und   n(x^)  =  ipi{x^)Zi{xi)—^>i{x'^)Zi{x^)    ge- 
t  ist 
Die  Gleichung  2)  wird  nach  3):  H  =  Ifi  +  H^,  wo: 

4^         ^  _    /ä) **« 


0  l/±(l±a;»)(l±c*a:»)' 


5)         N  =    fjUiS^  <fa 

*       J      V(«*)     l/±  (1  ±  «»)  (1  ±  c»  x«) ' 

Nimmt  man  a;^  »=  /,  so  ist  nach  5): 

Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  ist  der  Differential- 
}tient  nach  t  einer  Summe  von  algebraischen ,  logarithmißchen 
1  trigonometrischen  Functionen.  Das  Integral  jÖ2>  welches  nicht 
iter  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  führt  nur  auf  Fälle,  welche 
ht  eigentlich  in  das  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  gehören, 
dm  eine  Eenntniss  derselben  zu  ihrer  Behandlung  nicht  er- 
lerlich  ist 

Wendet  man  auf  das  Integral  Hi  in  4)  die  in  I  —  VIII  auf- 
hellten Substitutionen  von  §  3  an,   welche  sämmtlich  in    der 

^  A  +  B  sin^y 
"^  ~  C  +  D  sin^g) 

lalten  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  Form  an: 


ff  =  f^        ^y 


^i  und  *2  Polynome  von  sin^  g)  sind  und  0  <  /r  <  1  ist.  Durch 
ision  und  durch  Zerlegung  in  Partialbrttche  lässt  sich  Hi 
Iie88lich  auf  eine  Summe  von  Integralen  reduciren,  welche 
amtlich  in  einem  der  beiden  folgenden  Integrale  enthalten  sind : 


6)         Ä-     Z*/""^^'      d», 
^  J   1/1  — Ä«8in»9>  ^' 


7)  r.-/j 
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dtf) 

{h  +  g  ßin^  q))^  |/l  —  k^  sin*  9) 
Es  sind  m  und  n  ganze  Zahlen,  und  h  und  ^  beliebige  Quan- 
titäten.   Zur  Abkürzung  setze  man  J  =  i/l  —  k^  sin»  tp.   Differentiirt 
man  den  Ausdruck  J.co8  9>.(8in9))*'*-'  nach  9),  setzt  rechts  cos*^) 
«=  1 — sin^j),  bringt  alle  Terme  auf  den  Kenner  Aj  so  folgt: 

J.cosy(8iny)^"~^ 

^^(1— sin^yXsinyy"-^  _  (1  —  ^^sin^^JCsiny)»"-» 

+  (2n-3)  a-Bin^y)a-^^Bin2y)  ^^.^^^,_, 

Integrirt  man,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  6): 
8)        A.  cos?)  (sin  ^y^^  —  (2n  —  3)  Ä-»  —  2  (n—  1)  (1  +  **)  Ä-i 

+  (2n~l)Ä2Ä. 

Nimmt  man  hierin  n = 2,  3 . . .,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  von 
n  «» 2  an  sich  Hn  ausdrücken  lässt  durch  einen  algebraischen  Theil 
in  Beziehung  auf  sin  9)  und  die  beiden  Integrale  Hq  und  J^.  Nimmt 
man  n  negativ,  so  sind  alle  Integrale  auf  H^  und  H-,\  reductibdi 
man  kann  sich  auch  in  diesem  Falle  des  Integrals  Tm  bedienea 

Um  für  Tm   zu  einer  Reductionsgleichung  zu  gelangen,   diffe- 

rentiire  man  den  Ausdruck: 

^^sinycosyJ 
(Ä+^sin*?))"^* 

Auf  der  rechten  Seite  bringe  man  wieder  sämmtliche  Tenne 
auf  den  gemeinschaftlichen  Nenner  Aj  setze  im  Zähler  g?ivL^^ 
=  h+0 sin» g)  —  hyg^ sin* q>  =  (h  +  g sin*^ i^y —2h  (h+g sin* g>)  +  h\ 
Integrirt  man  darauf,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Re- 
ductionsgleichung : 

Q.        g^  sin  y  cos  y .  A  

^        {h+glin'^g})"^^   ~~ 

—  (2m-3)[^H  2hg{\+k^)  +  U^k^]T^i 
+  2(m  —  \)h(g+h)(g+hk^)T^ 
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Ist  m  positiv,  setzt  man  m='2,3,....  so  läset  sich  Tm  allgemein 
«osdrfleken  durch  algebraische  Functionen  in  Beziehung  auf  sin  9) 
and  die  Integrale:- 

r  —  r   ^    ^  T  —  r^ 

''*       J  A+^sin»?)  A  '      *     y     4 ' 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  das  allgemeine  elliptische 
Integral  /^  in  1)  sich  ausdrücken  lässt  durch  algebraische,  loga- 
rithmische  und  trigonometrische  Functionen  und  die  drei  Integrale  : 

/rfy        /^sin^  q>  ^  /*        1  dq> 

AIb  besondere  Fälle  sind  die  folgenden  von  Interesse.  Nimmt 
man  ä=0  und  ^=1,  substituirt  in  9)  fttr  Tm  seinen  Werth,  so 

10)        .-S?^    =  -(2m-5)A»y^    ''^ 


(sin?))**"*  ^  ^      /   (sin?))**»^^ 


+  (j«_  4)  (1  +*«)  y^5j^^  •-  (2m-  3)^ ^-^^  ^^,_,  ^ . 

Zu  dieser  Gleichung  ist  noch  die  folgende  zu  bemerken,  welche 
man  aus  6)  und  8)  ftlr  n«»!  erhält: 

^  smgp  /   sin^^o/J  J      ^ 

Für  A—l  und  ^=  — 1  giebt  die  Gleichung  9),  wenn  Tm  aus 
7)  substituirt  wird: 


12)       7::^^A^-i>-^)f<^f;      "^ 


(C0B9p)**~'         *^  ^  /    (^^^  (p)*"*"*  J 


(2«-4)(2*'-l)/(^S^  +(2m-3)(l-*^)/',-5^. 


nimmt  man  endlich  A»si,  ^  =  — Ar^^  also 
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BO  giebt  die  Gleichung  9) 


13)         *-^^Sl^  -    -(2.-5).|'.  "'' 


Jim— 3  \~"'        "/•  t     ^*m-t 


A 


+  (2m-i)(2-k^)fß^  -  (2m-3)(l-A-')^ 

Zu  etwas  anderen  Reductionsformeln  gelangt  man,  wenn  man 
sich  der  von  Richelot  genauer  untersuchten  Substitution: 

a  +  bt 


y  = 


a*+Vt 


in  das  Integral  der  Gleichung  1)  bedient,  wo  t  eine  der  Functionen 

p 
sing),  cos9>  oder  tangg)  ist.    Es  gebt  dann  -  über  in  eine  ratio- 
nale Function  von  sin^,  cos^  oder  tangg^.    Ist  n  eine  ganze  po»- 
tive  oder  negative  Zahl,  so  lässt  sich  H  darstellen  als  ein  Aggr^at 
von  Integralen,  welche  in  einer  der  folgenden  Formen  enthalten  sind: 

,4)         A.- ß^±^ ,^,  B.- ß^^^_ 


-f 


(y  +  tang  y).  , 
3 ^^• 


Fttr  diese  Integrale  hat  Richelot  (Grelle  J.  t.  34  p.  25)  folgende 
Reductionsgleichungen  aufgestellt : 

15)  (a  +  sin9))"C089)  J  = 

n(l  —  «*)(!  -.k^a^)A^i  +  (2»  +  l)a(l  +*»— 2a»*»)  4. 
— (n  +  1)  (1  +  Ar» — 6a»  Ä»)  A„+^  —  2  (2n+ 3)  a*»  A^  +  (n+ 2)  k*  A^ 

16)      Ä'»  (iS  +  cos  9>)"  Bin  50  J  =  tt  ( 1  —  (S»)  {W^  +  A»  ^)  Ä,_i 
+  (2n  +  1)/J  (A:'»— Ar»  +  2  A»jS»)5,  —  (m  +  1)(A:'»— A»  +  6^»*«)*^, 

+  2(2n  +  3)/9A»i?H-»— («  +  2)A»5,^h- 

17)        (y  +  tang y)-  ^  =  „  (i  +  y») (1+  Ar'» y»)  0^, 

—  (2«+l)y(l+A'»  +  2y»A'»)(;',  +  (n  +  l)(l +A''»  + ÖyiAr'»)  C^., 

—  2  (2n  +  3)  y  A'»  Ch-«  +  («  +  2)  *'»  C^i. 

In  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  wie  früher  Ar**  =  1  — A». 
Nimmt  man  n=0,l,2,...,  so  folgt,  dass  sich  allgemein  A»  ans- 
drllcken  lässt  durch  Ai,  Ai,  Aq  und  A-i.    Ebenso  ist  ersichtlich, 
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ie  Integrale^  welche  sich  ftir  n  =»  — 1, — 2 ...  ergeben,  ebenfalls 
fd  A%f  Axj  Ao  und  A^i  reductibel  Bind.  Dasselbe  gilt  natürlich 
Ir  die  Integrale  Bn  und  Cn.  Es  sind  also  die  sämmtlichen  ellip- 
sehen  Integrale  auf  die  zwölf  folgenden  reductibel,  welche  sich 
rirklich  auf  drei  yerschiedene  zurückführen  lassen: 


Es  ist: 


18)      Ao 


Ao, 

A, 

A^} 

A-\-y 

B^, 

Bx, 

Bu 

B-i 

1 

Co, 

A, 

C^j 

C-i. 

=  B 

0 

c,. 

=/ 

dg> 
A 

19) 


B, 


A 
'dg> 


Ui 


A 
tang^ 


dg)j 


dq>. 


d(f> 


/cosy 


4  ^ 


Ä^^e 


1  — 


/rcos^p 


1  + 


/rcos^p' 


dq> 


1         •   /,    .      N  1        X       /rsino) 

B -r arc sm (Ar sin 9))  «=  arctang — -t-^> 

1 ,    ^  j 

A 


In  .^^1  setze  man: 
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\ g — sin  g)  1       1        sin^g)  Bio  9» 


a  +  Bintp        ä^  —  sm^<p        a      a  «^ — sin^gp  «' — sin' 

Analog  in  B^ii 

1         ^  g       A    ,  sin^y         \  cosy 

^  +  cosy  1  —ß^   V    "^  1  —  iJ2  _  sini^y  -»•  1— /P— Sil 

Endlich  in  Cx  setze  man: 

1  /  —  tangy 


y  +  tang  y        /^ — tang*  y 
1  r   _^ sin^y         "I siny  eosy 


Man  findet  dann: 


22) 


1    /Vy       1     /*    BJn^y      dy /*     siny 

^         a  /  "J       «•*  /  , ßin^y  J        /  a*  —  sin^y 


—  _     ß      /Vy  ß        r    sin^y       ^ 


/cosy 


1-^ 
sin^y    /l  ^ 


1_  /flfy       _l^   /^         sin^ y  dtp 

/sinycosy  rfy 

Die  letzten  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehe 
Gleichungen  reduciren  sich  auf  Logarithmen.  Man  verifidrt  1 
durch  Differentiation  die  folgenden  Resultate: 


/ 


sin  90       d^ 


1|  1  1 

log 


rt*— gin^9>  A 

^V    1— a»         A 


2  j/(  1  _  ßi)  (1  _  ^2«i)     ^1  / i — >'«*   cos  95 

1/    f— ä»   *"3~ 
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/ 


C089P  dq> 

1— j9*^  — 8m>  T 


log 


,  ,  A'H^^i?- Äsin^ 


2  1/(1— /32)(Ä^  +  ^2|32)  \/ld^+k^ß'^k^mtp 


f 


sin  ff  cos  9>         ^^ 


/2_(y2+i)8in^^    ^ 


y  i+Ä'v 

Die  beiden  ersten  Integrale  ergeben  sich  durch  die  Substitution : 
sinfy  a=  ~~;i  '  ^^^  dritte  Integral  mittelst  der  Substitution  J  «-  z. 
Fuhrt  die  Reduction  auf  Integrale^  welche  nur  grade  Potenzen  von 
ftin^r,  cos^p  oder  tang^p  enthalten ,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
15),  16)  und  17)  durch  einfachere  ersetzen.  Da  die  Reductions- 
gleichungen  y  welche  von  Richelot  herrühren ,  in  vielen  Fällen  sehr 
nfitzlich  sind,  so  sollen  dieselben  hier  angemerkt  werden.   Man  setze : 

23)  p._y(2±^>,  fl,_yiä±^v, 


../ 


(y+tang^y)« 


dann  ist: 

24)       (o  +  sin*?))»  sin 9)  wiq>  A  =  —  2n  a (1  +  a) (1  +  Ar* a)  A_i 
+  (2«+l)[H-2a(l  +A:»)+3o»*»]ft  —  (2n  + 2)(1+A:2  + 3aA:»)/>H-i 

+  (2n  +  3)A:2i>»^«. 

25)        (j}  +  C08*9>)"  sin  ?>  cos  90  J 

—  2n^(l  — /?)(*^— *»|J)(),H-i  — (2n+l)[yf*+2^(A'*— *>)— 3jJ»A»]ß. 

+  (2n  +  2)(Ar'»— **— 3/J**)P^,  +  (2n  +  3)*»^»+*. 

2«         (r±^j!»^?7=l2„y(l-y)(l-*'V)Ä._. 

—  (2n+ 1)  f  1 — 2y  (1 +Ä'»)+3y»*'»]  Ä,+(2n+2)(H-*'«— 3y  Ar'i)ÄH-« 

+  (2n  +  3)*'«AH-*- 
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Die  drei  einfachsten  Integrale^  welche  die  Untersuchung  nach 
dem  Vorgange  von  Legmäre  ergab;  sind  die  folgenden: 

_,   j  __.^,   j  ___„. 

Diese  Integrale  gaben  Legendre  Glel^enheit  die  elliptisdia 
Integrale  in  drei  Gattungen  zu  theilen  und  auf  folgende  Art  mü 
besonderen  functionalen  Bezeichnungen  zu  yersehn. 

Setzt  man: 


)         nw  =y     ]/\—kHm^9 


\ 


0 

80  heisst  F(g>)  das  elliptische  Megräl  erster  Gattung  (vergL  §  6)^ 
Ist  es  nöthig  den  Modul  k  mit  anzumerken,  so  soll  F{q>jk)  statt 


•1 


F{g))  gesetzt  werden.    Für  9)  =  ^  setzt  Legendre  F  f  ~,  k\  =F^(*)i 

Abgesehn  von  der  Unbequemlichkeit  dieser  Bezeichnung  ist  dieBelte 
durch  die  von  Jacohi  gebrauchte  Bezeichnung  der  Integrale  K  und   , 
K^  (§  6.  Gleichungen  5)  fast  ganz  in  Wegfall  gekommen.  ' 

Die  Function  E{g>)  definirt  Legendre  durch  folgende  Gleiehung:   i 
28)  E{fp)  =  l    \l\—k^%\\L^^dq>  \ 

J     l/l— *2sin29)  /     i/l— ^«sin«?) 

und  nennt  E{ip)  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung.    Es  ist 
E{y>^k)  statt  E(^)  zu  setzen,  wenn  der  Modul  angemerkt  werden 

Für  ^  :=r  ^  neimt  Legendre  E  l-^fkj  das  ganze  elliptiflehe 

Integral   zweiter   Gattung    und   setzt    j?f~,/rj  »»  E\k).     Diese 

etwas  unbequeme   Bezeichnung  soll   durch    die   folgende    ersetzt 
werden,  deren  sich  auch  Jacobi  bedient  hat: 


muss. 


(f»*)=-^  ^d»*-)-^- 


Für: 
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29)        nifp)  =  /    r-r-^ 


d(p 


ergiebt  sich  das  Integral  dritter  Gattung  von  Legendre.  Die  durch 
ü  bezeichnete  Function  enthält  eigentlich  drei  Argumente^  die  obere 
Gr&nze  ^  des  Integral»,  den  Modul  k  und  eine  beliebige  reelle, 
imaginäre  oder  complexe  Grösse ,  >yelche  Legendre  den  Parameter 

f  lennt  Ist  der  Modul  oder  der  Parameter  bei  Integralen,  welche 
miteinander  verglichen  werden,  nicht  derselbe,  so  muss,  je  nach 
Umständen,  eine  oder  beide  der  bemerkten  Quantitäten  unter  dem 

•.  Tuetionszeichen  27  mit  angemerkt  werden. 

Die  Gleichungen  27)  und  28)  subtrahirt  und  durch  k^  dividirt 
feben: 

^^  J      \/i—k^Bin^g) 

Man  könnte  auch  das  rechts  stehende  Integral  als  Typus  des  ellip- 
tJBchen  Integrals  zweiter  Gattung  nehmen.  Die  Bezeichnung  ^(g?) 
▼erdankt  nur  dem  zufälligen  Umstände  ihre  Enstehung,  dass  das 
Integral: 


/ 


\/l—kHm^g>dg> 


0 

der  aUgemeine  Ausdruck  fbr  den  Bogen  einer  Ellipse  ist  und  den 
Gnind  al^egeben  hat  zu  den  sehr  wenig  geeigneten  Bezeichnungen : 
eiHpiische  Integrale  und  elliptische  Functionen. 

9  26.    Die  eliiptisflieii  Integrale  zweiter  Gattung. 

Das  Additionstheorem  Euler's  für  die  elliptischen  Integrale 
Bfster  Gattung  hat  Legendre  veranlasst  nach  einem  ähnlichen 
Satia  fllr  die  Function: 


"P^ 


1)        E{fp)  =  /     l/l  —  A:^  sin  V  d(p 


0 

sueben,  eine  Untersuchung,  welche  insofern  Erfolg  versprechen 
mueste,  ahi  geometrische  Betrachtungen  schon  vor  den  Arbeiten 
ron  Lsgtfiklrt  su  bemerkenawertben  Sätzen  geführt  hatten. 


160 

Sätze  9  welche  sich  auf  Addition  Ton  Ellipsenbogen  beziehen ,  ent- 
halten besondere  Fälle  des  Additionsthorems.  Doreh  folgende  ein- 
fache Betrachtungen  ist  Legendre  (Fönet  elL  t  L  p.  43)  zu  seinem 
Satze  gelangt. 

Die  Winkel  %  tp  und  o  seien  durch  die  Gleichung  verbunden: 

2)        F{<p)  +  F{^))  =  F{C). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16)  von  §  24  9)  =  amu,  %p  =^  am»,    < 

ö  =  am(w+i;),  femer  (p  =  ami;,  tp  =  am«,  c  =  am(u  +  v)i  80 

folgt: 

co8acostp  +  8in08intpj(9))  =»  cob^d, 

cos  ö  cos  9)  +  sin  (j  sin  g?  J  (tp)  =  cos^. 

oder: 

3)       4(y)  =  52££z:£2!££2iV!,    j(y)  ^  coBy-coagcogy 

^  ^^^  smösmtp  ^^^  Binasin9> 

Man  setze: 

4)         E{(p)-\-E{i^)—E{c)  =  P 

und  sehe  c  als  eine  Gonstante  au.    Die  vorstehende  Gleicbniig 

giebt  dann  differentiirt: 

jd{q))dg)  +  /l{tl))dtp  =  dP. 

Setzt  mau  hierin  für  A{(p)  und  J(^)  ihre  Werthe  aus  2),  bo 

lässt  sich  dP  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

r\        ^r^       cosg? — cosöcostp^     .  costp — cosöcoso)  . 

5)        dP  =  — ^ : dg)  H ■^. -. dtp  = 

sinycosytfy  +»my)costpdy)  —  co8o(costpsinydy +  cosysinyil^) 

smößinysinTp  i 

tf  (sin^  y  +  sin^y  +  2co8  0  cos  y  cos  y)  ' 

28in  ö  sin  y  sin  tp  *  < 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist  aber: 
2-(l-*^8m«<p8m»V)8in«o  =  2 - 1- ^"!f ^T^ff ^ ^^^^^  : 
•  o     .    •  0      .  o^osycostp  —  sin y sin v> ^ (y) ^ (V^)  ^ 

oder  einfacher: 

2 — sin^ö+Ar^sin^y  sin^ipsin^ö  =  sin^y  +  sin^v^  +  2coBoeo89eo0f  • 
Da  c  constant  ist^  so  folgt  durch  Differentiation: 
dk^mi'^g>hisx^tpBiu^c  ~  {^(sin^y +  Bin>9;  +  2coB<ieo89>ooBy). 
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Die  Gleichung  5)  wird  hierdurch: 

6)        dP  =  k^  d  sin  (p  sin  tp  sin  a. 
Nach  1)  ißt  ^  =  ö  für  ip  =  0,  dann  verschwindet  />nach  3), 
durch  Integration  erhält  man  also  aus  6): 

p  =:  k^mLq>%\VL^9mOj 
d.L  nach  4): 

7)        E{ip)'\' E{%p)  —  E{o)  =  k^Wi(pmi^)mlö. 
Diese  Gleichung  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Integrale   zweiter  Gattung.      Für  9)  =  am?/,    tp  =  amt;,    0  = 
»(tf  +  t^)    nimmt    die    Gleichung    7)    folgende    übersichtlichere 
Foim  an: 

b)        E{2i,mv)'\' E(jMXiv)  —  ^[am(w  +  t;)]  = 
k^  sin  am  u  sin  am  t;  sin  am  {u  +  v). 
Die  eigentliche  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter 
Gattung  hat  Jou^obi  auf  p.  133  der  „Fundamenta""  ge<reben,  dieselbe 
buirt  auf  Einführung  elliptischer  Functionen  und  drren  Entwicke- 
langen  in  Reihen. 

In  der  Gleichung  1)  setze  man  <p  =  dusLu  und  nehme  amit^ 
[    sur  Integrationsvariabelen,  dieselbe  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

9)        ig^(amM)  =  fA'^^xawäw. 
\ 

Für     u  =  und  w  = folgt  aus  9): 

E\  am )  «=  —    /     J2  am dz. 

\  7t    J  31      f  3t 

Setzt  man  rechts  nach  Gleichung  24)  in  §  22: 
md  führt  die  Integration  aus,  so  folgt: 

Unter  Zuziehung  der  Bezeichnungen: 

11)  E  —  /^l/l— *«Bin*öd©,    E'  =  /Vi— ^^ßin^öd©. 

9  0  •       . 

Bma«p«r,  eUlpl.  ViaotloiMn.  11 
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^  o 

giebt  die  Gleichuug  10)  x  =  -^  gesetzt  und  mit  —  multiplicirt: 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt  ^  dass  die  von  x  unab- 
hängigen Terme  der  Gleichungen  22)  und  23)  in  §  22  sich  duidi 
K,  E  und  k  ausdrücken  lassen.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben: 


13) 


ap_         y»2r— 1 


2£f^=-8V^ 


Jt 


2^\mä{l  —  q^'y 


^       ,       2l^x^         jt  ^x^      ^-1 


Für  am =  ö,  folgt  — dx  =  ,/.      ,^  .  ===  und: 

jr  ^      ^     jt  l/l  —  Ar^m*ö 

7t  n 

e 


f2K\\.  f^   .  .       2Kx^  2K   r      ^^sin^i 

—  \^^  I     sm^am dx  =  —  /       , 

\^J    J  ^  ^J      l/l— A-^si 

Q  0 


.      zdB 
—kHm^S 


2K{K—E) 


3t 

►2  ^,,  ^,.    x»T 


(  — ]  k^  I     cos^am e/.r  =  —  /  J6 

\^J    J  ^  ^J      l/l— A'^sin^Ö 

C  0 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  13 
wie  folgt  schreiben: 


14) 


B(^j-^.^jc\  =.  8>:^ 


Är— 1 


Die  Gleichung  10)  lässt  sich  nach  12)  einfacher  schreiben: 
15)         — -i^lam J  = +4>.-^— r-sm2ra:- 
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Die  erste  Gleichung  25)  in  §  22  nach  x  differentiirt  giebt: 

Jlog*(a;)         •V'     ^       •   o 
dx  ^1 — g**^ 

Aus  dieser  Gleichung  und  d^  Gleichung  15)  ergiebt  sich  nun 
für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  folgende  Definition : 

,a^        ^^irf      ^^A        'i'EIKx  .  tflog^fo:) 
16)         — ^  am = 1 \       \ 

'  3€       \  Jt    J  Jt        Jt  dx 

Die  Definitionen: 

J     l/l— Ä^sin«©'    ^       J     l/l— ^2gin2ö 

^ben  F{(p)  =  u  und  9  =  amM,  folglich  /'(amw)  =  u.  Wendet 
man  dieses  auf  die  Gleichung  16)  an^  bringt  den  ersten  Term 
rechts  auf  die  linke  Seite,  so  lässt  sieh  folgende  symmetrische 
Gleichung  herstellen: 

17)        — ^(am ) F[  am )  =  — V-^^' 

^  jr      \        n  J       X     \         Jt  J  dx 

Mittelst  dieser  Gleichung  fand  Jacobi,  dass  sich    umgekehrt 

,  ;,  "■  durch  ein  Integral  ausdrücken  lässt,  welches  imter  dem  Inte- 

gralzeichen  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
enthält  Integrirt  man  die  Gleichung  17)  zwischen  den  Gränzen 
0  und  Xj  bezeichnet  die  Integrationsvariabele  durch  Zy  so  folgt: 

yiv*(*°"^)-T''('°' '#)]"'  -  '»«»w-K«*^), 

*i  2Äi        ^       ,         2Kx 

oder  am  —  =  ß  und  am  —  —  a>  gesetzt: 


/ 


Diese  Gleichung  giebt: 
wo  also: 


/ 


^  tfö  ^^         2Kx 

,  ==.dß  = 

l/l— Ä^Bin^e  Jt 
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ist  Zu  der  Gleichung  18)  ist  Jacobi  auf  pag.  146  der  „Fundamenta* 
durch  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  ge- 
langt und  bediente  sich  dort  derselben  zur  Definition  der  Thetar 
Function.    Umgekehrt  giebt  die  Gleichung  18),  wenn 

7t 

gesetzt  wird,  die  Function  d-^x)  ausgedruckt  durch  /r  und  q>. 

Das  von  Legenäre  gefundene  Additionstheorem  ist  eine  un- 
mittelbare Gonsequenz  des  Additionstheorems  von  Euler,  sobald 
man  von  der  Gleichung  9)  ausgeht  Die  Gleichungen  4)  und  7) 
von  §  24  geben: 

J2am(jr — v)  —  A^Sim{z  +  v)  = 
.Binamz  cosamz  Azmz  sinamt;  cosamt;  Jamt; 


^0)=^/^ 


4^2 


(1 — k^  siu^am;?  sin^amt;)^ 


T\  s%  '  A  tfsm^am^^        i*    *   •  u 

Da  nun  2sin  amz  cos  amz  A  amz  = ,  so  lässt  ach 

dz 

die  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben: 

J2am(z — v) — J^am(z  +  t;)  = 

0^2  A  ^"^^^^  cos  am  i;  Jamt;  sin^amz  ^ 
dz        1 — k^  sin^amz  sin^amt; 

Diese  Gleichung  nach  z  zwischen  den  Gränzen  0  und  u  inte- 

grirt  giebt: 

19)    y* J*am(z— f;)tfz  — /* J2am(z  +  t;)dz  = 


2^2 


0 

sinamt;  cosamt;  ^damt;  sin^amti 


1 — k^  ^ydP- 9k\Siu  sin^amt; 
Nun  ist  z — V  =  w  gesetzt:. 

,/ J*am(z — v)dz^^J      A'^9X£Lwdw  =  f      +J* 

'O  — »  0  — 9 

oder  da  allgemein: 

20)    ff{w^)dw  =  —fy{fv'^)dw,  so  ist 

0  0 

J  A^Hm{z — v)dz^^J      A^tLmwdw  +  J  A^MXiwdw. 

0  0  0 

Analog  ist  z  +  t;  »=  n;  gesetzt: 

y  J*am(z  +  t;)tfz  =y     zl^amwtfw-^y      — J*  . 


Durch  diese  Transformationen  wird  die  G-Ieioliunp  19): 
II)     J      d^amn-dw—J'     /(=ammrfm  +  2y  J^amwrfw  = 

E[B,ia{u  —  v)'\  —  E\&m{ii-^v)]-^1E{mav)  = 
.,  j  sin  am  D  coBanif  Aaxnv  siu^am» 
1 — k}  ein^amu  ein^amv 
Setzt  man  in  21)  /(w»)  =  J^amn-,  so  folgt: 

E{&m~~v)  =  A'{— Rmii)  =  — £(amii). 
VertauBcht  man  in  der  Gleichung  20)  u  und  v,  bo  folgt  wegen 
ilcr  vorstellenden  Gleichung: 

—  E[sMi  (h  —  v)]  —  £'[am  {u  +  u)]  +  2£(am  w)  = 
nam»  coBttm«  Jamw  ainiamr 


2*2 


\—k'^  f 


tu  sin' am V 

r  Gleichung  21),  diridirt  durch 


Aildirl  man  diene  Gleiehung  : 
2,  so  findet  mau: 

E(a,mu)+  E(amr)  —  E[a.m{ti  +  v)\  — 

,.     .  .  sinamu  rosamc  Jamr  +  sinam'v  Gosami^  Jamu 

A'  Bin  am u  ein  amr -, ,„    .  , —       --s- — - — 

1 — &'8m'amH  Bin' am  c 

=  Art  sin  am»  i^inamt)  sinam(«  +  b), 

welclie  Gleichung;   mit   der  Gleichung  8)  identiBch  ist     Die  vorete- 

beode  Herloituug  ist  derjenigen  ähnlich,  welche  Jacobi  (Fund.  pag. 

136;  gegel)en  hat. 

Man  kann  zu  den  vorhergehenden  RcBultaten  gelangen,  indem 
man  ron  einem  besonderen  Falle  den  Multiplicationetheorems  der 
Theta-Functionen  auegeht,  welcher  besondere  Fall  gleichzeitig  die 
«elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  in  sich  schliesst 

7ai  diesem  Zwecke  setze  man  in  der  Gleichung  5)  des  Systems 
I  von  5   19,  nämlich  in: 

&{n,')  Hx')  Ky')  K^")  -  »i  («•')  *i  (-«0  ff.  (V)  ff  i  ('0 , 
w  =—  — ix  +  y  +  z),  also  m' =  o,  j:' =» — (y-t-z),  y' =  — (-c  +  i)) 

z' (.T  +  y). 

Man  orhAlt  dann  die  folgende  Gleichung: 
22)     »ix  +  ii+2)  iK-r)  Hu)  #(2)  +  *i(j-  +  S  +  z)  #i(^)  ff.(S')  ff|(2)  = 

mHy+:)H^+^)Hx  +  ¥)- 
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Diese  Gleichung  werde  nach  z  differentiirt  und  dann  r  =  0 
gesetzt    Es  ei^gieht  sich  dann: 

^{p^  +  y)  »(x)  %)  »(0)  +  »iix  +  y)  M^)  *t(y)  »\(0)  = 
*(0)  »(x  +  y)  \»Xy)  »(x)  +  r(a:)  *(y)]. 

Diese  Gleichung  dividire  man  durch  ^•(0)  &{x)  d-(y)  d{^x  +  y) 
und  setze  nach  Gleichung  26)  in  §  20  *'i(0)  =  «<0)  *j(0)  ^3(0), 
sie  lässt  sich  dann  auf  folgende  Form  bringen: 

Wegen  den  Gleichungen  11)  und  13)  von  §  22  ergiebt  sich, 

H^)MO)  -=  ^l/*,      ^  =  l/*»inam^ 
gesetzt: 

04^   n^),ny)    n^  +  y)  _ 

^^^     Hx)  "^  Hy)      Hx  +  y)  - 

2A^,,    ,           IKx  .  2äV  .  2Ä^(a;  +  y) 

—  Xr^  sin  am sin  am  — -  sm  am  — ^ — -^  • 

DifiTerentiirt  man  diese  Gleichung  nach  y^  setzt  dann  y  «>  0, 
so  ist  * 

*(0)      dxHx)  \x)  "   ^'°  *"*    X- 

oder  A-^sin^amu  =  1 — J^amu  gesetzt: 

Diese  Gleichung  nach  ;r  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  inte- 
grirt,  die  Integrationsyariahele  durch  z  bezeichnet,  giebt: 

oder  links =  w  gesetzt: 

2^)    ~    /        /l^SLmwdw  =  —  i;  ( am ]  = 
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Beiläufig  bemerkt  giebt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  16): 
ßKY     1K2E  ^  &"((!) 


(¥)■ 


'1.  i.  oacli  14) 


sV 


(1- 


-')' 


»"(0) 


In  25)  Tortaueche  man  x  mit  y  und  x  +  y,  ilie  ernte  so  erbal- 
icae  Gleicbung  addire  man  zu  2^),  die  zweite  eubtrahire  man  von 
dieser  Summe,  dann  ist: 

I I  +  £(am  — =  1  —  PI  Bin  — i — •—Lf\ 


■"{<«' 


JT   / 


-  £  ( am  - 


Fttr  die  reclite  Seite  subBtituire  man  den  Werth  auB  24),  wird 
dAiin  einfacher  —  =  u,  — -  =  v  geeetzt,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  8). 

Die  vorstehende  I>eduoti()n  hat  darin  vor  der  ersteren  einen 
Vorzug,  ale  dieselbe  die  Reihenentwickeluugen  von  A"^  am  —  und 
log  S(j-)  nicht  voraueseizt,  das  erste  Verfahren  von  Jacobl  erfreut 
«ich  dagegen  einer  grösseren  Ursprllüglichkeit.  Nachdem  in  das 
Integral  von  Lfgendre  93  ^  am«  gesetzt  war,  musste  sich  von 
Klhst  dc>r  Gedanke  aufdrängen  die  Reihenentwiekelung  fttr  A^sttau 
zur  Anwendung  zu  bringen. 

Die  Gleichung  23)  in  etwas  verschiedener  Schreihart  findet 
■irli  zuerst  in  der  hemerkenewerthen  Abhaudlung  von  Jacobi:  For- 
mulae  novae  in  theoria  transcendentiiini  fun<lameiitaleH.  (Grelle. 
J,  t.  15,  [}.  204,  Formol  Vi.)  Weitere  Untersuehungen  über  die 
"lli|ili»chen  Integrale  zweiter  Gattung  von  Jacobi  sind  enthalten  in: 
-uite  des  notices  sur  les  foncttons  elliptiques.  (Grelle  J.  t  3.  p. 
ii»3,  t  4.  p.  lb&)  und:  De  fuuctionihus  etlipticis  commentatio. 
^Crelle-J.  t.  4.  p.  371.)  In  dieser  letzten  Abhandlung  bedient  sich 
tcofc»  der  in  11)  aafgestellten  Bezeichnungen  E  und  £"  (vergl.  p. 
[73),  zugleich  wird  die  Bezeichnung  £{</■)  von  Legewirc  dahin  ab- 
kodeit,  dasB  £(u)  statt  £(amu)  gesetzt  ist.     Diese  Aeuderung 
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ist  in  sofern  wohl  nicht  ganz  geeignet,  als  dadareh  die  VergleicIiaDg 
der  von  Legendre  gefundenen  Resultate,  mit  den  Resultaten,  weldie 
die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt,  nur  ersdiwert 
wird.  Um  diesem  Uebelstand  zu  begegnen  ist  im'.Yorhergehenda 
die  Characteristik  E  im  Sinne  von  Legendre  angewandt,  was  um 
so  unbedenklicher  geschehen  konnte,  als  dieselbe  f&r  die  Theoris 
der  elliptischen  Functionen  nur  von  untei^eordneter  Bedeutung  isL 
In  den  bemerkten  Adhandlungen  ist  der  umgekehrte  Weg  emge- 
schlagen  wie  in  der  Herleitung  der  elliptischen  Integrale  zw€Üer 
Gattung  aus  der  Gleichung  22).  Jacobi  gelangt  dazu  mit  Hfllfb 
der  Integrale  Relationen  zwischen  den  Theta- Functionen  mit  zvr 
sammengesetzten  Argumenten  zu  finden,  es  sind  diese  Resultate 
merkwürdig,  als  sie  zeigen,  wie  der  grosse  Geometer  allmählich  la 
dem  Aufbau  jener  classischen  Theorie  kam,  welche,  nach  der  von 
ihm  gewählten  Characteristik,  gegenwärtig  unter  dem  Namen  der 
Theorie  der  Theta-Functionen  bekannt  ist. 


i 


%  27.    Differentialgleichungen  der  eUlptlsclieii  Integrale 

erster  und  zweiter  Gattung  in  Beziehung  auf  den  ModvL 

Uebergang  zu  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung. 

Im  Chapitre  VIII  dos  „Trait6  des  fonct.  elL"  (t  L  p.  62)  hat 
Legendre  das  interessante  Resultat  gefunden,  dass  die  beiden  Inte- 
grale F{q>)  und  E{<p)  in  Beziehung  auf  k  zwei  Differentialgleiehungea 
zweiter  Ordnung  genügen  und  dass  die  Kenutniss  des  YoUständigen 
Integrals  einer  dieser  Gleichungen  das  Integral  der  andern  giebt 
Man  gelangt  hierzu  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Gleichung: 

^.  sin^e         ^ 

(1— ^2Bin28)i   ~ 

—  1  /l— ^^sin^e       1    d      sin^cose 

^2  l/l— ^2gin2©  "•■  ^2^'2  k'^  dB  l/l  — ^2  Bin«  S  * 

Man  setze  nach  Legendr e^  wie  im  Vorhergehenden: 


k'Hm^e 
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Ffir  die  ganzen  elliptischen  Integrale  finden  die  Bezeichnungen 
Ton  Jacobi  statt: 

f(i,  *)  =£,  /^f ,  Ä')  =  A",    e(^^,  kj=E,  e(^,  ä')  =  £'. 

Da  Ar*  +  Ar'*  =  1,  so  ist,  wenn  k^  als  Function  von  k  angesehen 

litht  auf  diese  Bemerkung  und  die  Gleichung  1)  geben  die  Olei- 

dimgen  2)  nach  k  differentiirt : 

j.    dF{a,  k)         /•(«,  k)     E{a,  k) *     sine  C08« 

'        dk       ~  k      '^    kk'^        *'Yi -Aigin»«* 

.    dEja,  k)  Fja,  k)     Eja,  k) 

'       dk  k      ^      k      ' 

..   dF{ß,k^         kF{ßy)     E(ß,  AQ  8in/3  cob^ 

'        dk        ^       k^  kk'^    '^k\/\-k''Bm^ß 

gv    d£(ß,k^  _  kFiß,k^     kE(ß,k^ 
'         dk  k^  k^      ' 

Differentiirt  man  jede  der  Gleichungen  3)  und  4)  nach  Ar,  so 
leitet  man  die  folgenden  Differentialgleichungen  ab: 

/       dF(M)\  /  Ar  sing  cos«  X 

cj\     j\        dk     J  ^    k   ^.    ,^       k      smacosa  ^ 


l/l— Är^sin^a 


Für  a  =  ~  gehn  diese  Gleichungen  über  in: 

Setzt  man  y  statt  A*  und  z  statt  £^  so  ist: 

Fflhrt  man  in  diese  Gleichungen  k^  statt  k  als  unabhängige  Va- 
iabele  ein,  so  werden  dieselben  in  folgende  transformirt: 
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11)    d 


t^-.,  _  0,  W 


dk'  "  ^         "'  ^     dk' 

Die  erste  der  Gleichungen  11)  in  Verbindung  mit  der  enten 

Gleichung  10)  zeigt,  dass  die  Differentialgleichung  f)ir  y  durch 
Vertauschung  von  k  mit  k'  unverändert  bleibt  Da  nun  nach  9) 
y  a=  A!'  der  ersten  Gleichung  10)  genügt,  so  ist  K'  das  zweite 
particuläre  Integral,  mithin: 

12)     y  =  AK'\'BK', 
das  vollständige  Integral,    wo  A  und  B  Gonstanten    sind. 
Gleichungen  3)  —  6)  geben  «  —  —  und  /*  =  -5-  gesetzt: 

dK  ^       Z.    ^  _  ^_  K. 


Die 


\ 


13) 


k^kk'^'    dk 


K      E 

iL  4.  zL 


dk 


k^_kJP 
k'^       kf^ 


Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt: 


E 


f^i 


dkK 


Der  allgemeine  Werth  von  z  ergiebt  sich  also  aus  dem  allge- 
meinen Werth  von  y  in  den  Gleichungen  10),  wenn 

dky 


z  =k"^ 


dk 


gesetzt  wird.    Da  nun  y  die  Werthe  K  und  K'  hat,  so  folgt: 

z  =  Ck^i^^  ^  Bk^^^J^ 
dk  dk  ' 

wo  (7  und  D  Constanten  sind,  der  Factor  von  C  ist  nach  13)  gleich 
E,  der  Factor  von  D  gleich  A" — E\  Das  vollständige  Integral 
der  Differentialgleichimg  für  z  ist  also: 

14)    z  =  CE  +  D{K'  —  E'). 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  y^  statt  J(a,  A^),  Zi 
statt  E{a,  k)j  so  erhält  mau : 

(lck^2%)  Arsinacosa 


15) 


(' 


dk 

dzÄ 

dk)      kzi 


—  ^2/1  +^d 


l/l— A^sin^«  _ 


dk 


=  0, 


k  sina  cosa 


dk 


Ä'2      yfVl— *2  8in«a 


=  0. 


Fttr  yi  —  y  +  /*(«,  Ar) ,  z,  =  z  +  E(ay  k)  gehn  die  Gleichungen 
15)  in  die  Gleiehnngen  10)  über,  wegen  12)  und  14)  folgt  hieraus 
«nmittelbar,  dass: 

Zi  —  E{a,k)  +  CE+D{K''^E^j 

die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  15)  sind. 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  hat  Legendr e  (F.  £•  t.  1.  p.  60) 
eise  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  ganzen  elliptischen  Inte- 
gralen erster  und  zweiter  Gattung  bewiesen,  auf  welche  ursprüng- 

1/2—1/3" 
lieh  der   besondere   Werth     k  =  ^ — ^  ^      ««  sin  15«   geführt 

hatte.    Setzt  man  nAmlich: 

16)    P^  KE'  +  K'E—KK', 

80  folgt  unter  Zuhttlfenahme  der  Gleichungen  13): 

^  =  0 
dk        ^' 

d.  h«  P  ist  Ton  k  unabhängig,  also  constant.    Man  kann  die  Gon- 

«lante  auf  verschiedene  Arten  bestinmien.    Setzt  man  in  der  Glei- 

ehong  16)  rechts  die  entsprechenden  Integrale,  nimmt  um  K  und  E^ 

ferner  t;  in  iT'^  und  Ef  als  Integrationsvariabele,  so  ist: 

n  n        

— Ar^^sin^t;      j/l— ^^sin^u 


/  n^ 


Fsmhi       /l—Ä'isin^f; 


.  — j  du  dv 

l/l— Är^sin^M  l/l— ^'^sin^d 


oder  einfacher: 

n         n 


/•2       /•2        l_^'2Bin2f;_Ä2sin^M        ^    ^ 

y      J      \/\—k'^Wi^u  l/l— ^'J^sin^t; 
Nimmt  man  A:  »»  0,  also  Ar'  =  1,  so  folgt: 

TT       n 
P'^  f^  f^  eoBv  dudv  =  tt-- 

Die  Gleichung  16)  wird  hierdurch: 

17)    ^  ^  KE'  +  E'E—EE'. 
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Diese   bertthmte  Gleichung ,    welche   eine  Relation    swisehen 
1)estimmten  Integralen  darstellt,  kann  als  das  erste  Beispiel  einer 
Determinante  angesehen  werden,  deren  Elemente  bestimmte  Inte- 
grale sind.    Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Gleichung  17) 
einer  Verallgemeinerung  fähig    (Man  vergL  hierüber  ffaedenkta^ 
in  Grelle  J.  t.  22  p.  184,  Catalan  in  den  Mämoires  couronnöes  de 
TAc.  de  Bruxelles  t  14,  Ermeper  in  der  Zeitschrift  f&r  Mathematik 
t.  6  p.  300  u.  t  11   p.  69).     Unter  den  verschiedenen  Beweisen» 
welche  von  der  Gleichung  17)  gegeben  sind,  basirt  die  MehniU 
auf  geometrischen  Betrachtungen,  wie  z.  B.  bei  Moigno.    (Le^oni 
de  Calcul  düBT^r.  et  de  G.  int^gr.  t  2  p.  253). 

Definirt  man  Q  durch  die  folgende  Gleichung: 

18)     0  =  F{a,  k)  E(ß,  /rO  +  ^(«,  ^)  ^(A  k')—F{a,  k)  F{ß,  k^ , 

so  geht  Q  ixL  P  über,  definirt  durch  die  Gleichung  17),  für  a  =  ^ 

und  /!?»=..    Es  bietet  sich  von  selbst  der  Gedanke  dar,  auf  Q 

den  für  P  befolgten  Weg  von  Legendre  anzuwenden.  Wendet 
man  die  Gleichungen  3) — 6)  auf  den  Dififerentialquotienten  von 
0  nach  k  an,  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen: 

dO  sinj9co8/9 


dk  )^l/l— jf^sin^i^ 


[E{a,k)-F{a,k)] 


kf^\j\ — k^^vcL^a 


oder  rechts  die  Integrale  substituirt: 

dQ  Ä8ini9co8i9       /^        sin^Ö 


dk  l/l— ^'«sin^iJ  /     l/i— ^2ßin2ö 

sin^a 


/sin^ 


de 


Ar  sine  cos«       /^ sii 

l/l— Jt2gin2a  J     \J\^V^  sin«  Ö 

Setzt  man: 


de. 


1QN     D  ^  /•«  •    ^        *       sin©l/T^^«5n5^ 

19)    R  =  C08/9  /    sm  ö  arc  tang " ,  ==.  dB 

0  sin/J  y\  — Ar* sin*© 

rß  '    ^        .        sin 8  /l— Ar^sin^'g'  ,  _^ 

+  cos  «  /  ^  sm  S  arc  tang \  ==  de. 

0  sinal/1 — Ar'*  sin 6 


r-H 
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»  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

dO  ^  _dR 
dk  dk' 

Bezeichnet  man  durch  Qq  und  R^  die  Werthe  von  Q  und  R 

r  Ar  »c  0,  80  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt: 

Q  —  Qo  =  — Ä  +  Äo. 
Die  Gleichung  18)  giebt  Qq  =  a  sin^J,  mithin  ist: 

20)    0  =  a%mß—R  +  R^. 

Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  19) 
ansformire  man  durch  partielle  Integration  nach  der  Formel  : 

J^Bine  arc  tang/-(©)  Jö  =  — /^arc  tang/(Ö)^^^  tf©  = 

-  cos  r  arc  tang/(y)  +  arc  tang/(0)  +  jT^  "^^^f^^y  ^0. 
Wendet  man  noch  die  Relation: 

arc  tang»  +  arc  tang—  =  -^ 
i,  so  lässt  sich  der  Werth  von  R  auf  folgende  Form  bringen: 
21)  Ä  =  — -^  cos«  cosi? 

.     •    a       a  1/4 ,  ,n  .  n  n    /  cos^ö  dO 

+  8m^cos^ /l  — /r^sm^/S  / 5-5 — s-z:    / 

*^  J        1  — C08^/»C082Öl/l_^2Bin2ö 

.  ^ TT-T^      r^  COS^Ö  de 

+  smacosaL/l — k^vin^a    /     :; 5 ttf.    , 

4     ^  — C082«<^ß*^l/l— ^^Bin^ö 

Fflr  Ar  B=  0  geht  diese  Gleichung  über  in: 

jr  ^  .     /*'*sin/3co82/9cos2ö^^ 

Ä0-— ^cosacos/>+   /     t_eos2ffcos^e^^ 

t/o 

.     -  '^  sinacosacosö    ,^ 


/^  sinacosa 
1  —  COS^ß' 


cos^Ö 


Ä9  «»  — -^cos«  cos/3  —  asinjS  +  Y- 

Setzt  man  die  Werthe  von  ^,  R  und  (>  aus  der  vorstehenden 
leichnng)  ans  31)  und  18)  in  20)^  so  folgt: 


22)      ^nß«.ßVi->^'i^'-ßfj^r^^^=^^^ 


0 

ß 


+  Bmaco8al/l  —  Ar^sin^a  /     ^ = r^   . «^ 

*^  ^      1— co8*aco82©j/i_A/igin«e 

J  -  [/-(«,  /r)  ^(ft  k')  +  E{a,  k)  F(ß,  k^  -  F{a,  k)  F{ß,  k^\. 

Diese  Gleichung  enthält  auf  der  linken  Seite  zwei  Integnk^ 
welche  sich  in  ihrer  Form  nur  unwesentlich  von  der  typiiehea 
Form  untersiiheiden^  welche  Legendre  ftlr  die  elliptischen  Intßgrak 
dritter  Gattimg  angenommen  hat.  Die  Betrachtung  dieser  Integrals 
hat  Legendre  auf  die  Gleichung  22)  geführt  (Fonct  elL  t  L  p.  133) 
und  zwar  auf  einem  Wege,  der  von  dem  obigen  gänzlich  verschiedei 
ist.  Man  kann  aus  der  Gleichung  22)  durch  Substitutioneu  noeh 
andere   Gleichungen   herleiten.     Man   setze   a.  B.   in    22)   snent 

/3  =  Y;  ziehe  von  der  so  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  iS) 

ab.    Mit  der  neuen  Gleichung  operire  man  ebenso  in  Besiehung 
auf  a^  an  Stelle  der  Gleichung  22)  tritt  dann  die  folgende: 

IL 
y^2         eos^ O dS 

23)        sin |9 cos i9  l/l  —  *'2 sin^jj  /     1  —  cos»/!? cos* Ö  }/\IIJfl^ 

a 
n 
y%T  COS»  B dB 

-fsinacosa  [/l — Ar*sin»a  /     1 — cos»acos»ö  \J\  —  A^^gin^^ 

\K-F{a,k)\\E^-F{^,krj\. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  mittelst  der  Addi- 
tionstheoreme der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Oattong 
sehr  vereinfachen. 

Nimmt  man  amu  =  a  und  am(A' — xi)  :=  /^  so  ist  nach  §  7 
/r'tanga  tang/  =  1.    In  der  Gleichung  3)  von  §  23  kann  man  dann 

mm 

g)  m=a  a^  ^  =ss  y  und  <^  =="  o"  s^^z^^     Hieraus  folgt:  i^(<^A:)  + 
F(y,k)  =  K  oder  F{y^U)  =  K—F(fljk).    Die  Qleicfaiing  6)  to 


IHiefiebtdatm:  E(a,k)  +  E(7,li)~E  =  k'^Bmaeiny,  also:  E{y,k) 
W-k'-äaaäay^E — £{a,k).  Nimmt  man  ferner  F(d,k')  =  A'' — 
l/lj!f,A''),  eo  giebt  das  Addition Btheorem  der  elliptieiübeti  Integrale 
jfWßiler  Gattung:  £(<f,A-'J  — i'-sinjJsind  =  £'  —  £(ß,h').  In  aem 
Iwkü  Integrale  linke  der  Gleichung  23)  mache  man  die  Subatitution 
U'taDg^lang«'  ^  I,  im  zweiten  setze  mau  i-tangötaugw  =  1. 
'iafdietic  Art  ergiebt  sich  eine  weitere  Relation  zwieclien  elliptischen 
'btc^ralen  dritter  Gattung,  die  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
kU,  da  eie  sich  ßinlaeher  mit  Hülfe  der  ellijitischen  Integrale  dritter 
6<ttung  ergiebt.  Dasselbe  gilt  von  anderen  Combinationen  der 
W^ale  2),  welche  man  ähnlich  wie  den  in  18)  aufgCHtellten 
.tnsdnick   0  behandeln  kann. 

Die  Integration  der  Gleichungen  7)  und  S)  Iflset  sich  aucb  mit- 
!■  Ijttder  particulären  Integrale  der  Gleichungen  10)  nach  der  Methode 
'■■•u  Lagrange  auMfUbrea.  Mau  gelaugt  auf  diesem  Wege  zu  merk- 
'<  Qrdigen  Uelationeu,  welche  hier  der  Kürze  halber  llbergangeu 
werden  eollen.  {töme/ier:  Bemerkungen  Über  eiue  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.  Zeitschrift  f.  Matbem.  t.  15.  p,  56  —  (i4). 
Eine  interessante  Anwendung    der  Gleichungen    13)    auf  die 

Uarslellung  Ton  ■-:—--  =  — —  ---. — ^  in  Form  etuee  Kettenbruohs 
°  A    dk         kk"^  k       k 

hat  .V'ilmstiti  iu  der:,  Note  sur  les  foiictions  Elüptiques  (Crell. 
i.  t.  39.  p.  116 — 122)  gegeben.  In  l'olge  eines  Vereebens,  betreffend 
liio  Wi^lassung  dos  eonstanten  Factors  1  in  den  Nennern  der  ein- 
zelnen BrUche  des  Kettenbruchs,  sind  die  mitgethoUten  Resultate 
aa^nau. 

$  ä8.     Die  elliptischen  Integrale  dritter  (tnttnng. 

l'nfersDi'haiigou  tou  Legendre  Über  die^elbeu,  betrefTeiid 

deu  Parameter. 

Aebnlich  wie  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  lassen 

sicli  die  elliptiscbeu  lutegrale  dritter  Gattung,  mit  Hülfe  der  ellip- 

Kbca  Functionen,  und  namentlich  der  Elemente  der8ell>en,  der 

llt'ta- Functionen,  genauer    uutersueben.     Aucb    im   vorliegcudeu 

rAllc   »oll   eine   gedrängte   Uebersicbt   der   Arbeiteu   von   Legenäre 


^ 
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über  den  bemerkten  Gegenstand  vorangehn.    Die  Methoden,  denn 
sich  Legetidre  bedient  hat,  sind  so  elementarer  Natur ,  daM  ebe 
karze  Erwähnung  derselben  wohl  geboten  erscheint 
Nach  Formel  29)  in  §  25  setze  man: 


sin2öj/l_)ti8in2© 


Behalten  die  beiden  Quantitäten  k  und  n  im  Laufe  eins 
Rechnung  dieselben  Werthe,  so  soll  die  linke  Seite  der  Gleidraog 
1)  einfach  durch  n((p)  bezeichnet  werden. 

Im  1. 1  der  „Fonct.  ellipt"  finden  sich  auf  p.  68—74,  143  —  163 
folgende  Resultate,  betre£fend  die  einfachsten  Formen ,  welche  flir 
den  Parameter  n  zu  Grunde  gelegt  werden  können. 

Setzt  man: 


2)         ^  =  l/l— it^sin^),  z  = 


tang9> 


so  ist: 

1  dz         \  1 — ^*sin*9> 


3) 


1  + 


n 
Diese  Gleichung  integrire  man  zwischen  den  Gränzen  0  und  ^, 
bezeichne  in  den  Integralen  rechts  die  Integrationsvariabele  dureii 
S  und  substituire  links  ftlr  z  seinen  Werth  aus  2).    Man  erhält  dann 


I/o +»)(!+*-') 


-/•w+r  "«      ' 


0 


1  +  nsin^  e  i/i_*2Bin«Ö 


/*<f        dB 1 


*'(H^'),  80  ist  —  =  4— ;~~2>  ^^®  ®^^  positiver,  ächter  Bruch  ist. 
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Diese  Gleichang  gestattet  n  zwischen  den  Gränzen  — 1  und 
+1  ftDZunehmen.    Ist  n  positiv   und  grösser  wie  k\  also    n  = 

^=  — 1 
n        1+^5 

Die  Function  17  mit  positivem  Parameter,  welcher  grösser  wie  die 

Einheit  ist,  lässt  sich  auf  eine  ähnliche  Function  reduciren,  deren 

Fanmeter  positiv  und  kleiner  wie. die  Einheit  ist.    Für  n  =  cot^a 

nimmt  die  Gleichung  4)  folgende  Form  an: 

.V        sin  a  cos  a  .        /       tango)         i/l — /r'^sin^aX 

5)     ,  =  arc  tang  f  -7==^==-  ^ — : )  = 

1/1— if^sin^a  Vl/l— Ä^sini^)      smacosa    / 

—  F{ip)  +  n  (cot^  a,q>)  +  n{k^  tang^  a,  ^) . 

Fflr  ein   negatives  n  unterscheide    man   die   drei   Intervalle 
(0, — **),  ( — A:*,  — 1)  und  ( — 1,  — 00).    Demgemäss  setze  man: 

n  =  — ^^sin'o,  n  =  — (1 — /r'^sin^a)  und  n  = t-ö— •    Es  söi 

zuerst  n  =  — (1  —  Ar'^sin^a).    Die  Gleichung  4)  giebt  dann: 

^^     l/l  —  A:'*sin*a        ^  ^'^  sin a  cos a  tang a> 

61    r  arc  tanfir    ,  —  = 

^      /r'»smaco8a  V^l  — Ä:2gin2^  j/l—^'^Bin^a 

Die  Gleichung  3)  geht  für  n  =  — Ar^sin^a  über  in: 

1  dz 


7) 


V   1 1        ^        I     ^    V 

JV  1 — ^^  sin^g  sin^y  ^  ^       sin^y; 

sin^a 

Hier  bietet  sich  bei  der  Integration  insofern  eine  kleine  Schwie- 
dar,  als  die  Gränzen  von  g>  zu  beachten  sind.    Liegt  y 
swischen  den  Gränzen  0  und  a,  so  giebt  die  Gleichung  7)  integrirt 

und  z  s»  -7======  gesetzt: 

l/l— ^«sin^y 


.  tangg         .       tangg  [/l  —k^  sin^y  +  tangy  j/l  —k^  sin'^a 

^     2^/1— Ä« sin*«  ^  tang«  |/l— ä« sin-« y  — tang y  /l  — Ar^'sinia 

-  -/'(9)  +  I7(-/r2sin»a,y)  +  Z7(-^,y)- 

SBtt«p«r,  «Uipt,  Function«!!.  12 
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Ist  9)  >  a,  liegt  9>  zwischen  den  Gränzen  a  und  -^,  sola» 

sieh  die  Definition  1)  nicht  mehr  bei  der  Integration  der  Gleichung  7 
anwenden,  man  muss  dann  die  Integrale  hinsetzen.    Integrirt  mii 

zwischen  den  Gränzen  ^  und  -^ ,  setzt  f&r  z  seinen  Werth  aus  2 

ein,  so  ergiebt  sich: 

Q\  tangg         ,      tangy  [/j — Ar^sin^g  +  tangg  y/i — Ar^sJB^ 

2l/f^^2riria  ^^  tangg)  |/'l  — ^»  sin««— tanga  ]/\—Jfm^i, 


K-F{<p)-- 


n 

dS 


/^  1 

1 — I?  8in*a 


+ 


8iii»Ö  i/i_*»8in»e 

n 

1  d9 


/ 


!E1?_i  l/l— Ä»sin«e 
y     sin*  a 

Von  dieser  Gleichung  macht  Legendre  keinen  Gebrauch,  indei 

er  folgende  nicht  ganz  zulässige  Beschränkung  (L  c.  p.  71)  einftlhH 

„Au  reste  pour  ^viter  toute  anomalie  ^trangöre  ä  l'objet  doi 

nouB  nous  occupons,  et  pour  ne  consid^rer  des  fonctioBS  U  ^ 

Celles  qui  sont  positives  et  finies,  nous  ferons  abstraction,  da 

tout  qui  suit,  du  cas  oü  le  paramötre  n  est  ä  la  fois  negatif 

plus  grand  que  hinitö. 

Die  Gleichungen  5)^  6),  8)  und  9)  gestatt^u  den  Parama' 
zwischen  den  Gränzen  — 1  und  1  anzunehmen^  Es  finden  h: 
drei  Fälle  statt,  je  nach  dem  Werthe  des  Parameters.  Dieselb 
lassen  sich  auf  zwei  Fälle  reduciren,  indem  die  Function  ü  % 
einem  positiven  Parameter  sich  auf  die  analoge  Function  reducii 
lässt^  deren  Parameter  zwischen  den  Gränzen  — Ar*  und  — 1  lie 

Ist  g  eine  beliebige  Quantität,  setzt  man: 

10)  y  ^  «^yj^»y^ 

so  folgt: 

11)  1       dy   _    1       1  — 2«[n*g)  +  )(r*sin^y 

l+^y*rf^  ""  4  ^  +  (g — /r*) sin* 9p — gÄn^q>* 
Man  setze  nun: 
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H(^— Ä*)Bin*^ — gBm*q>  «=  (1  4-w8m*9))(l — tnsiu^^). 


ader: 


ib; 


g—f(^  =  n— 91,   ^ 


im) 


1  o\  /r*  +  w 


=  mru 


13) 


Die  Gldchung  11)  wird  dann: 

1 dy   1      1  —  2  rin^  g>  +  k^  sin-*y 

<4  (1  +  n  Bin*^9))  (1  —  m  sin^^) 


1  +  nmy^  d^ 

1  /      /f       l+n  1  1— m  1         Y 

J\     nm         n     l+nsin^^)         m     1 — msin^^/' 

wo  also  nach  12)  (l+n)(l— m)  =  ä'^.  In  der  Gleichung  13) 
■ehme  man  n  =  cot^a,  nach  12)  ist  dann  m  =  1— r/:^^  sin^o» 
Int^rt  man  nach  9)  zwischen  den  Oränzen  0  und  %  setzt  für  y 
den  Werth  aus  10)  ein,  multiplicirt  die  erhaltene  Gleichung  mit 
fMfaj  80  ergiebt  sich: 


M) 


smce  cosa 


arc 


tangf 


sin  ^  cos  9)    l/l  —  k^  sin*  a 


Vl/l— ^^sin»^        tang 


sin*a\  

«       / 


1/1— /r'»  8in«a 

^«in'g    „/  N  ,  r7/^^*2       \      /r^^sin^acos^a  „.     4  ,  1^2   •  2       \ 
g^ie«  sin^a  ^(y)+g(eot««>  9>)-  T-H^P«  slH^  //(-l+Ä'^  sin^a,9>) 

Durch  diese  Gleichung  lässt  sich  ein  positiver  Parameter  cot^ce 
«rfden  negativen  Parameter  — \+k^sm^a  reduciren. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  13)  n  =  — ^  sin-*«,  so  ist  nach 

JM     fifkof  ff 

12)  m  «a  - —      .    - .    Integrirt  man  nach  w  zwischen  den  Grän- 
0  und  g>j  setzt  fbr  y  den  Werth  aus  10)  ein,  multiplicirt  die 


^i^Wltoiie  Gleichung  mit  sin^a  cos^a,  so  folgt: 

15) 

^^aema     ,     ]/\ — k^  sin^a  [/l — /f^sin^y+Ar^siny  cosysinacosa 
^l/l— A:*sin*a       l/l — ^A*  sin*a  /l — Ar^sin^y — /r*  siny  COS9) sin« cosa 

Setzt  man  X:^  tanga  tangj9  «:  1^  so  lässt  sich  die  rechte  Seite 
von  15)  einfacher  schreiben: 

FC^))— ees»afl(— *«  da»«,  9)>— cos«^I7(— ä*  sin*ft  9>). 

12* 


Der  Parameter  hat  in  beiden  Functionen  J7  dieftelbe  Fonn. 
Nimmt  a  zu,  so  nimmt  ß  ab  und  umgekehrt  Fflr  a  =  ß  giebt 
k'  tanga  tang^  =  1,  A'sin*«  =  cos*«,  oder  A:*8in*a  =  1— K. 
Liegt  der  Parameter  zwischen  den  Gränzen  0  und  l^j  so  ki&o 
derselbe  auf  die  Gränzen  0  und  1  — k^  reducirt  werden. 

AIh  Gesammtresultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  er-- 
giebt  sich,  dass  jeder  Parameter  auf  eine  der  Formen  — A*  sm'^ar 
und  — (1 — /r^sin*«)  reductibel  ist 

Als  besondere  Fälle  der  Gleichung  4)  sind  bemerkensweril» 
n  >=  ±Ar.    Dann  ist: 

de 


16)    2 


/ 


(l±Äsin«©)  l/l— Ä«sin«ö 


1 


ii±k)ULngq) 


sm*g> 


P{9)  + 1 — 7  Are  tang  ^  /i— i- 

Für  n  =  —  1  und  n  =  — ^  fllhrt  die  Gleichung  4)  auf  be- 
sondere Fälle  allgemeinerer  Relationen^  welche  in  g  25  aufgesteltt 
sind. 

Die  Gleichungen  3)  und    11)  hat  Legende  (L  c.  p.  143)  aitt 

folgende  Art  noch  weiter  yerallgemeinert  und  dadurch  ein  Mittal 

gefunden  y  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  complexen 

Parametern  auf  solche  mit  reellen  Parametern  zu  reduciren. 

Es  sei: 

sin9)C0S9   1 


17) 


t 


dann  ist: 


18) 


l+jö  sin^9>  J  ' 


dt 


\+pfdq> 

Man  setze: 
19)    (1  +pxf  (1  —Ifx)  +  qx{\—x) 
also: 


1  1  — (2+jp)  8in»y +(1  +  2p)  1^  sin^g>— pif  rin»y 
A  (1  +p  sin*9>)*  (1 — 1^  mfq>)  +^sin»9(l — sin*^) 


(1  + /ur)  (1  +  n'a:)(l  +  «Mt) 


20) 


1 


— p*/:*  =  mmt',  p* — q — 2p/r*  =  m(n  +  n')  +  wn', 

2p  +  ^ — Ar*  "=  m+n  +  nf. 

In  19)  a*  »=  1  und  o?  -«  tö  giebt  die  Relationen : 

21)0  -^-Pfk'*  =  (1  +  n)  (1  +  n')  (1  +  »). 
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22)    —qk*k'*  —  (*»  +  n)  (*»  +  nO  (*» +»n). 

Es  seien  n  und  n^  gegeben.    In  21)  aus  20)  m  »=  — ^— ;-  sub- 
toirt  giebt  fttr  p  die  quadratische  Gleichung: 

p»[*^  +  **ÖdJ^l±!!2j  +  2p^'«  -  (l  +  n)(l+nO-*'« 
od  hieraus: 

23)  p[k-+k*^'+"l^+*^r^+k-  = 

±[/(i+«)(i+»0(i+^)(i+^). 

Sind  n  und  n^  eoigugirte  complexe  Quantitäten,  n  »:  r+^t» 
»'  «s  r — si,  so  sind  die  beiden  Werthe  von  p  in  23)  reelle  Grössen. 
Van  bezeichne  dieselben  durch  p^  und  p^\  Diesen  reellen  Werthen 
von  p  entsprechen  nach  20),  oder  auch  nach  21),  je  zwei  reelle 
iferthe  Ton  m  und  q^  welche  durch  mfj  m"  und  ^,  ^*  bezeichnet 
rerden  sollen.  Wegen  der  Gleichung  19)  lässt  sich  die  rechte  Seite 
er  Gleichung  18)  in  Beziehung  auf  sin*9>  in  Partialbrttche  zerlegen, 
it  Rflcksicht  auf  die  Gleichung  — p^l^  «»  mna\  folgert  man 
18  18): 

.     _1 ^  _    1  1  — (2+jp)  sin»y +(i +2p)*'  sin* q>—p1^  sin^y 

'     1+^d^   ~  A      (1 +nsin"9)(l+n'tt?^)(l +msin*9)) 

A\p      l+nsin*y      l+n'sin^      1  +m8in*9)/' 
y  A,  B  und  (7  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 
.       n3  +  (2  +p)n«  +  (1  +  2p)*»n  +/>ä* 


25) 


n(n — n^{i% — m) 

^_  n'^  +  (2  +;;)  n"»  +  (1  +  2p) ^«n" + jg^« 

n'(n' — n)  (n' — m) 

^ „  m^  +  (2+P)in»  +  0+2p)/r«m+p*« 

m^ — n)  (m — n') 


Den  Werthen  p^  und  p^^  von  p  entsprechen  nach  25)  zwei 
erthsysteme  A',  B\  C  und  A'\  B",  O'  von  A,  B,  C. 

Mit  Rttcksicht  auf  den  Werth  von  t  aus  17)  giebt  die  Glei- 
mig  24)  int€)grirt: 
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sing)  cos 90  l/^ 


26)    -j-  arc  tÄng 


\/q  ^  1  +  j»  sin^g)  \J\  —^  gin»  g) 

-  FiSP)  +  ^  ^(w,  9^)  +  ^  ^«  9>)  +  C'ff(m,  g>). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  successiTe  p'  und  p^^  statt  p, 
diesem  entsprechend  <y',  w',  ^',  ^,  C"  und  qf\  m",  ^",  ^'^,  C  statt 
g,  m,  i4,  ^,  r,  so  erhält  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  il(w,  g))  und  il(n',  90).  Sind  n  und  n'  conjugirte  com- 
plexe  Grössen,  so  sind  in  Folge  der  Gleichungen  20)  —  23)  p,  q 
und  m  reelle  Grössen,  nach  25)  ist  C  ebenfalls  reell,  während  A 
und  B  conjugirte  complexe  Grössen  sind.  Es  lässt  sich  dann 
allgemein  Il{r  ±  W,  g))  ausdrucken  durch  /'(g?),  il(m',  g)),  n{nif\  tp) 
und  trigonometrische  Functionen. 

Uebrigens  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen,  welche  aus  26) 
tta  p  ^=>  p*  und  p  =  p^'  folgen,  allgemein  anwenden,  gleichviel  ob 
n,  n'  reelle  oder  conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  19)  giebt  Gleichung  24)  8in*^«=x 

gesetzt: 

1 — (2  +p)x  +  (1  +  2jg)  k^x^—pk^x^  _ 

(l+na:)(l+n'a:)(l  +  ma;)  ^ 


p       1+nx      l+Tt'x      1+mx 
Durch  WegschaSung  der  Nenner  auf  der  rechten  Seite   erhält 
man  leicht: 

A  +  B+C  =   1——. 

P 

A(m  +  n')  +  B{m  +  n)+C(n  +  nO  +  '^'^''^'''  =—(2+p\ 
Amn'  +  Bm7i  +  Crm  H =  (1  4. iLpyc^^ 


27) 


mmt! 


=  —pk^. 


^   P 

Man  kann  sich  auch  der  vorstehenden  Gleichungen  zur  Berech- 
nung von  Ay  B  und  C  bedienen.  Ist  C  bekannt,  so  geben  die  beiden 
ersten  Gleichungen  27): 

28)    {  P        ' 

An  +  Bn'  =  2+p  +  m  +  n  +  n'—Cm. 
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Diese  Gleichungen  gewäliren  in  manchen  Fällen  fUr  A  und  B 
leiphtero  Berechnnngen  wie  die  Gleichungen  25). 

Mittelst   der    vorstehender   Entivii-kelungen    hat    Legendre   die 
Beispiele  n  =  *f"',  »'  =  ke~'"  Q-  <=•  1>.  1*9)  und  n  =  — I  +A'c*', 

»' 1  +*'«— °'  (L  c.  p.  15t)  weitUufiger  hehandelt. 

Die  Gleichungen  20)  sind  auf  p.  157  unter  dem  Gesichtspunitt 
hetrarhtet,  dass  m  eine  gegebene  complexe  Quantität  iet,  dagegen 
n  and  »'  reell  sein  sollen.  Diese  zweite  Methode  unmittelbar 
/7(r  +  «,  <jf.)  zu  berechnen  ist  etwas  weitläufiger  wie  die  erste  dar- 
zofitellen  und  scheint,  wie  Legeiidre  selbst  auf  p.  161)  glaubt,  der 
rten  Methode  an  Einfachheit  nachzustehn,  welche  den  Vortheil 
r  Symmetrie  darbietet.  Aus  diesem  Umstände  soll  die 
feite  Methode  von  Legendre  hier  nicht  weiter  ausgeftlhi-t  werden. 


\  39.    Die  eUlptlschen  Integrale  dritter  Gattung  als  Fqdc- 
tlonen  des  Parameters.    Die  ganzen  Integrale. 

Im  Cbapitre  XXIII  seiner  „Fonct.  ellipt"  (t.  1  p.  132— HO) 
lat  Legendre  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  Beziehung 
r  den  Parameter  difterentiirt  und  gelangte  nach  einigen  Trans- 
mationen  zu  einem  sehr  einfachen  Ausdruck  f&r  den  Differential- 
qootieuten,  einem  Ausdruck,  mit  dessen  Htllfe  sich  sowohl  Relationen 
rwischen  Integralen  ergeben,  als  auch  ein  Mittel  die  ganzen  Inte- 
!  anf  bemerkenswerthe  Art  daraustellen.    Setzt  man: 


1)  p 


=/"' 


de 


(i+« 


i>e)l/i- 


-/ 


{1  +B8in' 


»WT 


Die  Formel  9)  des  §  25  giebt: 


^('."»('^O/fTTT^ 


l/l  — A'siui© 
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lin  c 008  g t/l  —  Ar'BJn'g      k^+n  /**  dG 

l+nflin»«  n»  y     |/l— A^si 


sin  ~  ,.„»  V.  „  .      .. ,  -^ , 


0 

A»Bin»ÖrfÖ  + 


Führt  man  die  Bezeichnungen  F(a,k),  E{a,k)  und  />  aus  1) 
ein^  so  läBst  sich  die  Gleichung  2)  mittelst  der  rorstehenden 
Gleichung  auf  folgende  Art  darstellen: 

an 
1  8inaco8«|/l— Ar^BJn^«        *^    ,     . 1_,    ,     .         ,      ., 


/i  I    \(^  ^k^äP  ^  pj 


Dividirt  man  durch  1/(1  +n)f  1  +— j,  so  ist: 

1 sin  g  cos  g  /l  — k^  sin^ « 

I  /  77       k^  1+nsin^a 

2\/(l  +  n)[l+'{) 

k^F{a,k) F(a,k)  —  E(a,k) 


2«y(l  +  n)(l+^')     2n(/(l+n)(l+^) 

Der  Einfachheit  halber  unterscheide  man  ftlr  n  drei  F&Ue. 

Erster  Fall,    n  =  coVß. 
Substituirt  man  in  3)  für  Z'  seinen  Werth  aus  1),  so  folgt: 

d^  rsing/l— ^^^sin^g   /^ 1 dß         1  ^ 

dß  L  cos  iS  /     sin^ ß  +  co»^ß  sin«  9  i/l— ^«sin^ej  "" 

sinacosat/l— ^^sinV        cos'g  k^  &in^  ß  F{a,k) 

sin« ß  +  cos« ß sin«  a     i/l—k'Hva^ß      cos«  ß l/l— ^'«sin«/} 

l/l— ^'«sin«/S 
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Man  sabtraMre  auf  beiden  Seiten: 

d^  8ini9|/l— A^ain'^p/^f.) 
d?  eosß 

und  setze  auf  der  linken  Seite: 

Die  obige  Gleichang  geht  hierdurch  Aber  in: 

+  Bmaco8aUl — fr  sin'a  •  5-^- — 5-^  —  =«= 

1  —  coB"a  cos«  /S  |/i  _ ^/«  sin«  ß 

l/l — Af'*sin*/3 
Diese  Gleichung  integrire  man  nach  ß  zwischen  den  Gränzen 
und  ßy  bezeichne  die  Integrationsvariabele  durch  ß.    Es  folgt  dann : 


4)    siniS  cos^l/l— ^'«Bin 


"!/°^ 


coB«  e  de 


COB« ß COB«  ö  l/i  _ ^Ägin«  ^ 


+  Bin a  COB al/1  — A* sin* a  /     ; = r^    , 

y      1  — COB« aco8«Ö  j/i  —A-'^Bin« Ö 


/^ 


C—  F(a,k)  I    l/l  —  if«  sin«  ö dö 


[nM,-i(<,*))^j7=^ 


Es  bedeutet  C  eine  ConBtante  in  Beziehung  auf  ß.  Da  nun 
t  vorstehende  Gleichung  durch  Vertauschung  von  ß  mit  a  und 
mit  k'  ungeändert  bleibt,  so  ist  C  eine  absolute  Constante. 
mmt  man  in  4)  Ar  «=  0,  so  folgt: 


^      .^  /*         coB«^         ^^  .    .              /^         cos« 
{ßww^ß  I     z 73 äT^rfö  +  smacos«  /     5 5 — 

'^  /        1 — COS'^COB^Ö  #        1 — C08*aC 


aco8*Ö 


0 

C—arPcmBäe  ==  (7— «BinjJ. 


186 


Eine  leichte  Rechnung  giebt  (;«==-■•    Die  Gleidrang  4)  wivij 
dann: 

e  de 


5)    BinßcoBjS^l/l— ^'^sin 


7-r3    /^  COB« 


^co8*Öi/i_ifctdn«e 


+  sinacosal/l  — 


Ar*  sin*  a  I     r 


C08*6^ 


^e 


cos»  a  cos»  ö  l/l  —  A:^  sin»  e 


W( 


=  ^-[F{a,k)E{ß,k')  +  E{a,k)F{ß,k')-^F{a,k)F{ß,k^]. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  22)  von  § 
welche  dort  auf  einem  von  dem  obigen  sehr  verschiedenen 
abgeleitet  ist. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden  soll  ftlr  die  beiden  fol 
Fälle  die  Gleichung  3)  etwas  transformirt  werden.    Man  sab 
anf  beiden  Seiten  


dn 


F{a,k\ 


setze  links  P  und  F{a^k)  in  Form  von  Integralen.    Es  ist  daim:] 

_d^ 
dn\ 


0) 


L    1/  ^         ^V       nJJ     (l+nsm»Ö)/r=Ä*iirf©J 


1 


sin  acosa^l  — /:» sina 
i  ■+■  «Bin»  a 


21/(l+„)(l+^) 

F{a,k)  _     F(a,  k)  —  E(a,  k) 


2[/(l  +  n)(l+^)      2n(/(H-»)(l  +  ^) 

Zweiter  Fall    n  =  —l  +  k^sm*ß. 
In  diesem  Falle  giebt  die  Gleichung  6)  nach  ß  innerhalb  te 
Gränzen  0  und  ß  integrirt: 

de 


7)    *-«n^eos^i/i_^si„.^y;_^^^_^^_^^. 


^8in>a 


'^      l/l— *«8in»ö 


de 


■=-  sin«  cos«  l/l  — A*  sin'«    /    — -5!^  ,  ,  _  .  ^ — 5-^= 

"^  /     co8*a  +  *^8in'ß  Bin*  © 

-[F{a,  k)  F(ß,  AO  +  Fia,  k)  F(ß,  k')—F(a,  k)  F(ß,  k% 
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Die  HmznfllguDg  mner  Gongtanten  ist  unnöthig,  da  die  vorste- 
knde  Gleichung  mit  a  identisch  verschwindet.  Mit  Hülfe  der 
CHdchimgen  3)  und  13)  von  §  28  lässt  sich  die  obige  Gleichung 
«twM  symmetrischer  darstellen.  Setzt  man  in  den  bemerkten 
Cthiehungen  O  statt  9),  vertauscht  k  mit  Ar^,  so  findet  man  die  fol- 
gende Relation^  welche  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  direct  veri- 
idien  lässt: 


l/; 


1+n        d         ,       sinö/l— ;f«sin«ö  l/n  +  Ä'* 

rr^r: — \  •  "ts  a^c  tang ,  ^ 

nik^+n)   de  ^  cosÖl/n(l+«) 


n  +  k^sin^e  "*"»+ l— (Ä^  +  n)8in«6^  j/i—jt'^sin*©' 

Integrirt  man  nach  &   zwischen  den  Grftnzen  0  und  ß^  setzt 
'-  eot*a,  so  ist: 


arc  tang  (tanga  tong^  |/l  —  A^  sin««  |/l— A:'«  sin«^)  = 
sin< 

ß  sin«©  de 


x/\ — S-^-T"    r^       l/l— ^sin«Ö       ^^ 
^  I      cos«a  +  Ar*  sm*a  sm*  Ö 


iH«nacoBal/l— A:»sm*a  /     , — ji — . .   .  ^ — ;-rHr7==s=. 

y      1— (1— A:*sm«asin«Ö)^/i_^'ÄBinÄö 

Die  Gleichung  7)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Art  darstellen : 

/     1— (1— /r*sm«a)8m«Öj/i3plJ53Ö 

—  arc  tang(tanga  tang/9  |/l— A-^sin^a  /l— ^^sin^/J) 
—\F{a,  k)  £(ß,kO  +  E{a,  k)  F{ß,  k')-F(a,  k)  F(ß,  k^] 

Dritter  Fall    n  —  —k^^^ß. 

Aus  der  Gleichung  6)  erhält  man  leicht  durch  Integration  in 
ziebiing  auf  ß: 


.1 
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sin'ö  dß 


9)    k^Binß  eo8/J  1/ 1— A»8in»/J 


iin»  |S  sin»  e  i/l— Aigin»« 

0 

-     -  -      -  'ß 

—  /r^Binacosi 

0 


=  F{a,  k)  E{ß,  k)-E{a,  k)  F{ß,  k). 

Die  HinzufUgung  einer  Constanten  ist  unnöthig,  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  ß  würde  dieselbe  negativ  werden,  worsu 
folgt,  dass  die  Constante  verschwindet. 

Die  Gleichung  9)  enthält  nur  den  Modul  kj  während  in  des 
Gleichungen  5)  und  8)  auch  noch  der  Complementärmodul  k^  ent- 
halten ist  Auf  diesen  Umstand  hat  schon  Legendre  (F.  K 1 1.  [k 
141)  aufmerksam  gemacht,  wobei  eine  wesentliche  Eigenschaft  der 
bemerkten  Gleichung  ihm  entgangen  ist,  welche  zuerst  Jacobi  her 
vorgehoben  hat  Indem  Jacobi  eines  der  Integrale  auf  der  linta 
Seite  der  Gleichung  9)  als  Typus  eines  elliptischen  Integrals  dritter 
Gattung  nimmt,  folgt,  dass  die  Quantität  ß,  welche  in  dem  errioi 
Integrale  als  Constante  auftritt  in  dem  zweiten  Integrale  als  oben 
Gränze  (Argument)  erscheint.  Analog,  nur  umgekehrt^  verhält  A 
a  in  Beziehung  auf  die  beiden  Integrale.  Bezeichnet  man  dmA 
— Ar^sin^a,  — /r^sin^j?  die  Parameter,  so  enthält  die  Gleichung^' 
das  Mittel  in  einem  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  Argomeil - 
und  Parameter  mit  einander  zu  vertauschen.  Auf  dieses  Verhlll- 
niss  soll  bei  Jacobi s  Behandlung  der  betreffenden  Integrale  znrfidt- 
gekommen  werden. 

Aus  den  Gleichungen  5),  8)  und  9)  fand  Legendre,  dass  die 

Integrale,  deren  obere  Gränze  -^  ist,  d.  i.  die  ganzen  elliptischen 

Integrale  dritter  Gattung,  sich  durch  die  elliptischen  Integrale  der 

beiden  ersten  Gattungen  ausdrücken  lassen.    Für  ^  "»  y  findet  man: 


%mß  cos/S/l— ^'2gin2/9 


n 

cos2  ß  de 


f> 


cos^ß  COS»  9  i/l  —  j^s  sin'  9 
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=  ^—[K£(ß,  k')  +  EF(ß,  h^—KFiß,  AO]. 


n 


;c 


w  •  D      D./i — 1.^  »  ao   /^ ^  sm^ e  de 

/      1— /:*8m2jj8m2öj/i_;t2Bm2ö 

Die  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  fbhren  für 
A  —  -^  wieder  auf  die  Gleichung  17)  des  §  27  zurück,  nämlich: 

£  —  KE^-K'E—KK', 

ndehe  Gleichung  häufig  unter  der  Bezeichnung  „das  Theorem  von 
Idgendre^  angeführt  wird. 

I  SO.    Das  Additioiistheorem  der  elliptischen  Integrale 

dritter  Gattung  nach  Legendre. 

Fflr  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  Legendre 
IL  E.  1 1  p.  64)  ein  Additionstheorem  aufgestellt,  welches,  in  Ver- 
mit  den  entsprechenden  Sätzen  ilir  die  Function  F{ip)  und 
hj(|p)  ndi  xa  einem  allgemeinen  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
Integrale  überhaupt  ausdehnen  lässt 
Man  setze: 

1)    F{fp)  +  F{s>)  =  F{a), 
Bd: 

2)    Ä—  zr(n,y)  +  /7(«,v?)— J7(»,ö), 

wo  a  als  Constante  angesehen  wird.    Nach  §  26  ist: 

3)    E{g>)  +  E{;^) — E{6)  «=  k^fAxiip  sintp  sinö. 

Die  Gleiehungen  1)  und  3)  differentiirt  geben: 
-^r  + -^^  ««  0,  A{ql)d<p'\'A{^>)d^}  =  A:^Bin<ii/sin9>sin^. 
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Hieraus  folgt: 

Die  Oleichnng  2)  differentiirt  giebt: 

oder  uach  4): 

.  nsino  tfsiny  siny 

Die  Oleiehung  cosa  +  Bing)  sin^  J(o)  «=  eo89>oo8^  quadrirt 
giebt: 

[coBö  +  »ingp  Biny  J  (ö)]*  =1  —  %vD}q>  —  Bin^^  +  «aflq>  sin^f 
oder: 
Bi]i<9)  +  Bin>^  «B  sin^d — 28iB9>8iii^coB0  J(j  +  (sin9>siiif»)<Ar'8]A<db 

SubBtituirt  man  diesen  Werth  Yon  sin^gc»  +  sin-^  in  den  NeniMr 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5),  so  nimmt  dieselbe  folgenda 

Form  an: 

dS-= 

nsintf  tfsinysiny 

f + n  ßin*ö  —  2nco8a  J(ö)  singp  sin^  +  («*  +  nk^  Bin*o)(8fai9)Bhify 

oder:  6)    dS  = 

8ina(n  +  /r*Bin^<?)dsinysiny 

[(n+A'sin'ö)  sin^)  ßin^ — cosö  J(<T)p+  (1  +n)f  1  -\ — jsin'tf 

FUr  9  H»  0  ist  nach  1)  ^  <»=  d,  dann  yerschwindet  5iiadiS)k 
Integrirt  man  die  Gleichung  6)^  bestimmt  die  IntegrfttionaMnsteiito 
durch  9>  B»  Oy  setzt  links  fbr  S  seinen  Werth  aus  2)  ein,  so  folgt: 

i7(n,  <p)  +  n{n,  fp)—mfh  0)  - 


i/i 


n 


I  /  n  .       coeoJ(g)  I  /  n 

1/  (1  +n)(A»+n)  ***  **°^     ßinö      V  (l+n)<*»+n)' 


(l+n)(*»+n)'" 

+ 
d.1 


I 

i 
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7)    J7(n,  f))+  I7(n,  tp)—n{n,  o)  = 

/  n       ~  ^^^         / sin^sintpsm ö  \/ni\+n)(k^n) \ 

(1  -|_  ,|)  (/^2 -j- ;,)  ^\l  +  «Bin*ö  —  ?isin9)8intpco8a  J(a)/ 

In  Folge  der  BedeutuDgeD  von  sino,  co80,  A{a)  lässt  sich  der 
Btor  TOD  n  im  Nenner  des  Arcus -Tangens  auf  folgende  Art 
ratellen: 

8)     [Rin* ö  —  sin 9>  siny  cosö  i4[(a)]  [1  — Ar*  nm^q>  sin^y]  «= 
.•gc»+rin*y — (l+Ar*)sin*g)sin2^+8in9P8int/;cosg)COBtp  J(g))J(y). 
Die  Gleichung  7)  ist  anwendbar  wenn  n  =  cot^a,  oder  n  «« 
1  +  k"^  ain^o. 
lal  fi  i«B  — k^mk^Oy  so  wird  die  Gleichung  6)  flir: 
9)    /  «B  Ar>(8in'0 — sin'a)  sing)  sin^  sin a, 

10)    dS  — 

sinasind^r 

\t— sin  a  eolei  ä  A(Ä)Y — [^^  ^  ^*^  ^(")P 

tang^r ;—  dt_^ 

2J(a)  [^sind  eosa  J(a)  +  sina  coso  J(a) — / 


+       -* 


i)+'j 


sino  cosa  A{a) — sinacosd  A{6] 
Um  einer  zu  grossen  Weitläufigkeit  der  Formeln  zu  entgehen, 
tie  man  zur  Vereinfachung: 


11) 


.  ^       smöeo8aJ(cO  —  sinaco80J(o) 

i — /r^sin'asin^a  ' 

\  .  sinöcosa J(a)-f  sinacosö J(ö) 

I      ^  =  T-^^  sin*«  sin*  ö 


Diese  Gleichungen  geben: 

.^v       •    ,   .  sin*ö — sin*« 

12)    sin jlsm II  =  r — .,  .  , — r-r-* 

In  Folge  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  erster 
üttung  sind  die  beiden  Gleichungen  11)  den  folgenden  Gleichun- 
ED  aeqoiyident: 

a 


^) 


%f%         t^  «/o        «A)         *4 


/^^,  J  =  i/l— ^«siniir. 
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Mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichungen  11)  l&sst  sich  die  Glddniiig 

10)  nun  schreiben: 

dS  = 

tanggf —dl —dt ^1 

2J(a)  [  (1  —k^  sin^a  sin^a)  sin^— /  "*"  (1  — A*  sin»«  sin^ö)  8in2+ J* 

Die  vorstehende  Gleichung  werde  nach  t  integrirt  und  ftr  I 

der  Werth  aus  9)  substituirt    Bestimmt  man  die  IntegrationM» 

staute  durch  9  =  0,  so  ist  auch  ^  :==  0.    Setzt  man  schliefldiA 

flir  S  den  Werth  aus  1)  ein  und  n  «>  — Ar^sin^o,  so  folgt: 

I7(— *»sin«a,9))  +  /7(— ^«8in«a,v?)— 17(  — Ä*sin«a,<j)  « 

tangg  -     (1  —  Ar*  sin^  a  sin^  0)  sin  /i  — k^  (sin*  0 — 8in'a)BinysinyaM 
2J(a)    °(1  — /f*sin*asin*<>)sin;i  +/f*(sin*ö — 8in*a)8in9)Binfiiic 

tangg,     sinil 

Auf  der  rechten  Seite  ziehe  man  die  beiden  Logarithmen  HB 
Logarithmen   des   Products   zusammen.     Mit  Rttcksicht   auf  A 
Gleichung  12)  ist  dann  Zähler  und  Nenner  durch  8in*<i— n 
theilbar,  die  obige  Gleichung  vereinfacht  sich  in  folgende: 

14)    J7(—  k^  sin«  g,  9))  +  U{—k*  sin«  a,tp)  —  n(—k^  sin«  g,  0)  = 

tangg,       1  —  A*  sin  y  sin  y  sin  g  sin  Jl 
2J(g)    ° '  1  +  A«  sin 9>sin ysin gsin^E«* 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  auch  direct    aus  te 
Gleichung  7)  herleiten  unter  Benutzung  von: 


i  arc  tangtz 


1,     1— z 
2^^rM 


•1 


Mit  Rttcksicht  auf  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und 
14)  hat  Legendr e  die  elliptischen  Litegrale  dritter  Gattung  in  iwci 
Classen  zerlegt,  über  deren  Terminologie  sich  in  der  „Thtorie  doi 
Fonctions  elliptiques,  Deuxiime  Supplement,  p.  138  folgei^  Bo*  | 
merkung  findet: 

„Nons  appelons,  pour  abr^er  fmctxon  ä  paramhire  logaritkmfui 
la  fonction  de  troisiime  espice  dont  le  paramötre  est  — Hfl^nfo^ 
k  etant  le  module.  On  sait  que  ces  fonctions  diffi^nt  essai- 
tiellement  de  celles  de  la  memo  espöce  dont  le  paramötre  Ml 
ou  peut  fitre  ramen^  k  la  forme  — 1  +/r^sin«g,  k'  ötant  le  ecwe 


i 


Ces  derniiJres   devront  etre  appeläes  /ojictio 
vtrelcirculaire. 

UieHe  Ulli e räche iduug  hat  ^egou^värtig  eigentlich  nur  noch  ein 

I  tubtoTiBchea  Intereese;  die  ganze  Auft'HHMung  de»  eUiptischen  Integrals 

r  Gattung  ist  lusofern  eine  zu  beucbränkte   und   in  mancher 

L  EüBnclit  etwas  unbequeme,  &\v,  eine  bestimmte  Form  de»  Integrals 

tor  einer  grösseren  Auzahl  gleichheret-htigfer  Formen  ausgewählt 

id  durch  eine  besondere  t'uiictionale  Characteristik   ausgezeichnet 

I  lU.  Es  erfordert  dieses  bei  Untersuch  ungen  ein  beständiges  Zurllok- 

nn  auf  die  beliebig  gewählte  Norinalform,  eine  Reduction, 

s  nicht   immer  ohne  beschwerliche  Rechnungen  auszuführen 

tKese    Bemerkungen    beziehen    mich   nur    auf  die    folgenden 

I  l'nlerNuchungeu  über  den  Zusunimenbang  der  elliptischen  Integrale 

ir  Gattung  mit  den  Tbeta-Functionen.     In  einer  grossen  Anzahl 

1  Pillen,  namentlich  bei  geometriechen  Anwendungen,  wenn  ee 

k  Bur  um  einfache  Transf'ormatioueu  und  Additiimen  elliptiBcber 

«le  dritter  Gattung  handelt,  wird  die  Unbequemlichkeit  der 

tewShlteu  Bezeichniiug  Ü  durch  den   ausserordentlich  elemeutaren 

Chiracter  der  von  Legenäre  angewandten  Methode  fast  aulgelioben. 

t  31.     Ausdruck   des  Parameters  in   den  elllptischeu  Inte- 
gral«ii  dritter  Gattung  durch  elliptische  Functionen. 

Die  Anwendung  der  elliptischeu  Functionen  auf  das  Integral 

1)     nM-    '  "" 


=/' 


(l+»iBin»Ö)^l_A»sin'© 

den   Parameter  n  in   der  Form  — fr*  sin*  am  r   voraus,   wo  c 

!  beliebige  reelle',  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist.    Um 

nachfolgenden  Retrachtungen   nicht  zu   imterbrechen,  soll  der 

hweiB  (Iher  die  ZuUssigkeit  dieser  Annahme  geliefert  werden. 

weitere  Untersuchung  über  diesen  Gegenstand  enthält  die  Ab- 

pdlimg    p  Darstellung    einer    beliebig    gegebenen    Grösse    durch 

Mu(»i  +  »,A)"   von  Richelot.  (CreUe  J.  t  45.  p.  225  — 332.) 

Man  unterscheide  fUr  »  die  folgenden  Werthe. 
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Erster  Fall,    n  liege  zwischen  0  und  —  k^.    Man  setze  n  = 

— Ar^sin^  ama,  wo  0<a<^K. 
Zweiter  Fall,    n  liege  zwischen  — k^  und  — 1.    Es  liegt  dann 

sin^  amc  zwischen  1  und  7^.    In  diesem  Falle 

nehme    man     n  =   — /r*sin2am(Ä'+ to)    = 
'cosamaiV  — k^ 


2  /cos  am  a  iV 

\  Jamta/ 


Dritter  Fall    n  liege  zwischen  — 1  und  — oc.    Man  setze: 

1 

n  = r-= =  —  /r*  sin^  am  (a  +  1 A^)  wo 

sm^ama  ^  ' 

0<«<ir. 

Vierter  Fall,    n  positiv.    Man  setze  n  «=«  — Ar^sin'amta  «- 

^«tang^amCa,^'),  0<a<Ä^. 

Ist  also  n  reell;  so  kann  man  immer  n  «»  — /r^sin^amc  setzen. 
Nimmt  man  in  1)  9)  =  amti  und  ß  =  amit^,  so  lässt  sich  die 
Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

dw 


n{ — /:^sin^amc,amw)  = 


«)  =y^iiiF 


sin^amcsin^amir 


oder  auf  beiden  Seiten 


"=/ 


dw  subtrahirt: 


2) 


n{ — /r^  sin^  am  C;  am  u) — u  =» 
/r^sin^amcsin^amir     ^ 


/JflBl 


k^  sin'^  am  c  sin^  am  w 


also: 


Ist  n  eine  complexe  Quantität,  so  sei  n  »^  je<  -h  vi. 
3)        ii  +  vi  =  — Ä28iBi2am(a  +  hi), 


Man  setze: 


5) 


6) 


4)        /f/ — ^'i  =  — /r*^sin*am(a — fti). 
Die  Oleichungen  3)  und  4)  geben: 

k^  +  H  +  vi  =  k^aoh^9im(a  +  hi)y\+n  +  vi  =  J«am(a  +  »Of 
k^  +  H—vi  =  /r2cos2am(a— &0,  1+^— ri  =  J2am(a— «)> 
Zur  Vereinfachung  fbhre  man  folgende  HtlUsgrösaen  ein: 

— II — vi  =  jfi  (cos  2a  + 1  sin  2a), 

>t*  +  if/  +  ^J  =  i?^(cos2j9  +  ;sin2iJ), 

\+H'\^vi  =  C2(cos2y  +  isin  2/). 
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Die  QuantitäteD  A,  By  C,  a^  ßj  y  sind  dann  auf  folgende  Art 
al8  Functionen  von  //,  v  und  k  bestimmt: 

— ^      =  ^  cos  2a,      — V  =  ^sin2a, 
Jfi+li  =  ^co82/9,  V  =  ^8in2j9, 

1  +  ^  «=  (7*co82y,  V  =  C*8in2/. 

Aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  zieht  man: 

I/fsinam(a  +  ft«)  =  ^(cosa  +  isina)  =  Ae^\ 
^cosam(a  +  i>0  =  /^(cosj^  +  isin^)  =  i?^, 
Jsim{a+bi)  =  C^cos  /  + 1  sin /)  =  Ce^. 

oder  — i  statt  i  gesetzt: 

• 

{/rsinam(a — bi)  =  i4(cos« — isina)  =  Ae^^^ 
Arcosam(a— 60  =  i?(cosiS— isinjS)  =  Be^^y 
Jam(a— 6t)  =  (7(cos/  — /sin/)  =  Ce~^. 

Nun  ist:  2a  =  a  +  bi+a—bi,  26i  =  a  +  6i— (a  — 6/), 
also  sinam2a  =  sinam[(a  +  6i)  +  (a  —  bi)] 

sin  am  (a  +  6i)  cos  am  (a — 6i)  Jama —  6  i)  + 

!sinam(fl — 6t)cosam(a+  6f)Jama?t-6i) 
1 — /r*sin*am(a+6i)sin2am(a — bi) 

Aehnlich  lassen  sich  cosam2a,  Jam2a,sinam26t,  cosam26f 
und  Jam26i  mittelst  des  Additionstheorems  ausdrücken.  Unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  findet  man: 

ABC    ^(«-^-y)*^^"^"""^"-^^' 


10) 


sin  am  2a  = 


*» 


1  — 


^ 
*» 


cos  am  2a 


2ABCeoB(a—ß—Y) 
k^—A* 

Jpg* 


*» 


1-^ 


h^—A* 


l 


Jam2a 


C»  — 


1 


JL. 


k^—A* 


13* 
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11) 


sm  am  2bt  =  2i r^ — 77- — ^ 

k^  —  A^ 

^,.       B^  +  A^(P 
cos  am  2^1  = 


Jam2M 


k^C^  +  A^B^ 


k'^—A^ 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  von  10)  und  11)  geben  dureh 
Division: 


12) 


tang  am  2a  =  ß^_^t^  cos(a  — /S— /), 
tang  am 2bi  =  ^2^^202  ^^^ («— /^— /)• 


Setzt  man  weiter: 

13)    B  =  ACt&ngö, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  12)  einfacher  schreiben: 

{tangam2a  =  tang2d.cos(a  —  ß — 7), 
tangam2W  =  /sin2d.sin(a — ß — /). 

Die  letzte  Gleichung  14)  lässt  sich  auch  schreiben: 
sin  am  (2^,  Ar')  =  sin  2() .  sin  (a — ß — y). 

Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  a  und  b  flir 
einen  gegebenen  Modul  k  bestimmen.  Man  kann  also  inuner  den 
Parameter  n  in  der  Form  — Ar^sin^amc  voraussetzen ,  wo  c  eine 
beliebige  reelle,  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist  lieber  diese 
Darstellung  vergleiche  man :  Diirhge :  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen §  67. 

§  32.    Die  elliptisclien  Integrale  dritter  Gattung  nach 
Jacobl's  Beihenentwickelungen.    Jacobi's  erste  Darstellung 

des  Additionstheorems. 

An  Stelle  des  von  Legendre  gewählten  Typus  eines  elliptiBehen 
Integrals  dritter  Gattung  hat  Jacobi  auf  p.  144  der  „Fundamenta** 
eine  andere  Normalform  aufgestellt,  welche  von  der  ersteren  nur 
unwesentlich  unterschieden  ist  Das  von  Jacobi  gewählte  Integral 
gestattet  eine  unmittelbare  Entwickelung  in  einer  unendlichen 
Beihe,  deren  genauere  Untersuchung  schliesslich  darauf  geführt  hat. 


ft^  da»  elliptische  Integral  dritter  Gattung  keine  beBondere  Nor- 
nialform  anzunehmen,  sondern  jedes  der  16,  respective  20  Integrale, 
welche  sich  ergeben,  als  mit  der  Normalform  gleichberechtigt  anzu- 
sehen. Da  die  ersten  Untersuchungen  von  Jacohi  über  diesen 
fif<^iistand  von  grossem  Interesse  sind,  so  möge  derselben  hier 
eine  kurze  Erwähnung  geschehn. 
Es  ist: 

.  ,      /    ,  .N      .  •      /      ,v       c^d  sinamfrcosamfr  Jamftsin'amu 

Äiii^amCM+ft)— sm*am(u— *)  =»  2  •= r — .,  .  , r— r-r- 

^       ^  ^       ^         du      1 — Ar^sm^am&sm^amu 

Setzt  man  u  =  ,  h  =  — ,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 

mit   1-  ,  80  folgt: 

^  smam —  cos  am —  Jam  —  sm^  am 

^       J€      dx  4      ,0  •  fi       2ä^ö  .  .       2Kx 

1 — k^  sm*  am  —  sm*  am  — 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Glei- 
chnncr  ^2)  §  ^^  ^^^  ^^^  Cosinus  der  Vielfachen  von  2(a;  +  a) 
ond  2(x — a)  entwickeln  und  mithin  auch  als  Differentialquotient 
si^eiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  x  einer  noch  näher  darzustel- 
lenden Reihe  ansdrttcken.    Man  findet  leicht: 

m)'  [ein.  am  H(£±f)  _  sin«  am  Hi£Z^]  ^ 

r  ■■  OD 

8  2  [oos2r(a:— a)  — cos2r(a;  +  a)]  r-^j-j;.. 
r  —  1  ^ 

Die  rechte  Seite  ist  aber  der  zweite  Differentialquotient  nach 
jc  von: 


^V<eo82r(a;  +  a)— C0B2r(j; — g) ^ 


mittekt  der  ersten  Gleichung  25)  des  §  22  unmittelbar  folgt 
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Mit  Rflckfiicht  auf  das  Vorstehende  lässt  sich  die  Gleichung  1)  ftof 
folgende  Form  bringen: 

^„      ,  Binam  —  cosam Jam sin^am 

^  ht— — "HL ^ —  

1  — k^  sm^am  —  am*  am 

3t  3t 

42;[c082r(.r-a)-C082r(x  +  «)]  j^  =  i       ""^^^^"^ 

Diese  Gleichung   zwischen   den    Gränzen  0  und    x   integrirt 
giebt,  da  ^'(— a)  =  — ^'(a): 

^  _,     sm  am cos  am  —  J  am sin*  am 

0\     ^M f! ^ ^ ^ 

^     3t  .       ..  .  „       2Ka  .  /      2Kx  "  " 


1 — /f^sin^am 


3t 


sm*  am 


3t 


2^[sin2r(a:— g)  — sin2r(a;  +  a)  +  2sin2rfl1     ^  ^  = 

1  ^^^^H^  +  a)      &'(ä) 

2  dx  "^(«T 

Von  der  Gleichung  2)  macht  Jacobi  in  den  „Fundaments' 
einen  doppelten  Gebrauch,  sie  dient  ihm  sowohl  zur  Beihenent- 
wickelung  eines  elliptischen  Integrals,  wie  zur  Herstellung  eines 
Additionstheorems,  welches  nicht  wesentlich  von  Legendre^s  Theo- 
rem verschieden  ist. 

In  der  Gleichung  2)  werde  nach  x  zwischen  den  Grflnzen  0 
und  X  integrirt  Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  durch  z^ 
so  ist: 


3) 


^,,  .         IKa            iKa  .      %Ka  .  ,       2Az 
a?*r*8in  am cos  am  —  Jam —  sin*  am 

3t  X  3t  3t 

1  —  k^  sm*  am sm*  am  — 

3t  3t 


dz 


00 


Six sin 2rg  —  cos 2r {x — a)  +  C0B2r(a:  +  a)  _£ 


1— }»•• 


Ximmt  man  am  —  ■=  < 


iKz 


n  links  steltendon  Integrale  der  Gleichung  3)  am =  w,  bo 

hbt  dieeea  Integral  über  in: 

"^k"^  sin  o  coß  a  J  («)  si 


r*. 


I  Nach   den  Bezeichnungen    von  Legendre   ist   dieBes  Integral 


poec  A{a) 


(/J(-*5Bini«,v)-f(y)]. 


Mjacrtbi  bozeictmet  (Fund.  pag.  144)  dasselbe  Integi'al  durch 
,  - — ;  k]  oder  barzer  durch  m—^,  —-\.  Diese  Bezeich- 
ung  hat  die  Unl»e(|uenilichkeit  eine  schon  Ton  Legendre  fixtrte 
haracteristik  in  anderer  Re<leutung  zu  ^brauchen  und  ihren 
weck  insolern  nicht  gauz  zu  erfüllen,  ah  nach  15}  andere  Integrale 
ütitiren,  welche  dem  in  3)  enthaltenen  Integrale  analog  sind, 
Das  Integral  der  Gleichung  3)  enthält  die  Variabein  x,  a  und 
Da  die  Quantität  q  der  Theta-FuuctioDen  nur  von  k  abhängt, 
I  folgt,  dass  in  der  Summe: 

Funcdoneu  von  zwei  Argumenten  vorkommen.  Diese  merk- 
firdige  E^genHchaft,  dass  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 
m  Legendre^  welches  drei  Argumente  enthält,  «ich  auf  Functionen 
it  DUr  üwei  Argumenten  reduciren  läset,  hat  zuerst  Jacobi  gemacht 
nl  betwuilers  hervorgehoben  auf  p.  140  der  „Fundaraenta".*) 
,  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  2)  lässt  sich  auf  folgende  Art 


vergleiche  hierliber  ancb  die  „Annalca  de  \'t,m\c  Normale ',  wo 
VI.  p.  152  folgende  Bemerkung  Jacobis  an  Legendre  findet: 

-  D'iilleiu-!  eile  montre  qne  les  FoncHonB  EUiptiiiue»  de  trolai^me 
ip^ce  duiB  leflqitelB  entrcnt  tioiH  varinblcH  se  raniänent  b  d'autrea  trana- 
■ndutea  qui  n'en  ont  qne  doux,  d^uouverte  qui  voub  int^ressera  bean- 
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2  d^{x—a)       2  d-(x  +  ay   &(a)  "^ 

2  da  '^       da       ' 

Integrirt  man  die  Gleichung  2)  nach  a  innerhalb  der  Grämen 
0  und  ay  so  folgt: 

L     ^(0)     J          ,       ,,  .  «       2Ka  .  ^^     2Kx' 
•-        V  ^^     -J         1  — ^2  gjii2  am —  sm^  am 


jr 


jr 


Für  a  =  ^i^,  o; 


m — n 


4) 


1  (^(0) 


2 


folgt  hieraus: 


^(m)^{n) 


1 — Ar2gin2ain 


K(m+n)   .  ,        Ar(i»— n) 
— ^ — ■ — ^sm^am  -^^ ^ 


n 


m — n 


In  dieser  Gleichung  nehme  man  — s—  =  ^ — «,  — ^—  »=  y — a 


also  m  =  a;  +  y  —  2a  und  n  =  .r  —  y.    Ferner  setze  man 


m+ft 


■=  a:  +  ö,   — 5 —  =  y  +  a,  also  m  =  a;  +  y  +  2a  und  n  =  a; — y. 
Die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  geben  durch  Division: 

..     \Hx-a)Hy-aV?  _ 

1  — Ar^  sm'^am  — ^ sm-*  am  — ^ „  ,     ,  «.  ^ 

n         9'{x  +  y —  2a) 


In  der  Gleichung  4)  mache  man  ferner  die  Substituitonen 
— ^  =a:+y— 0,  —y^  =  «  und  — y-  =  x+y  +  aj  — ^ —  =  & 

Bildet  man  den  Quotienten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  so  folgt: 

\^{x  +  y  +  ayV'  _ 
\ß{x  +  y  —  a)\ 

1 — /f^sm^am —  sm^am — ^ — —^ ^  ^,    .      .  ^  ^ 

fr ^(3:  +  y  +  2a) 

2 A^(x  +  y  +  g)  ^ (a:  +  y — 2g) 


jr 


1  —  Ar^  sin^  am  —  sin*  am 


jt 


iro; 
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Diese  Gleiohang  mit  der  Gleichung  5)  multiplioirt  giebt: 

.       ,,  .  .,       2K(x  +  a)   .  «       2^(y  +  a) 
1  — Ar^sm^am  — ^^ — ■ — ^  sm^  am  — >^       ^ 


7)    { 


.      ,,  .  ,       2Ä^(a:— a)   .  „       2K(y—ay 
1  — Ar^gu^iam  — ^ ^  ßin^  am  — ^ 

A      it  '  ^  ^2ä^«   •  2       2IC(x  +  y  —  a) 
1 — A:^  Ungarn Bm^am  — ^^ — -^ ^ 

^1  = 


,      ,,  .  ,       2jra   .  ,       2iC{x  +  y  +  a) 
1  — Ar^sin^am  —  sm*  am — ^^ — -^^ — ^ 

In  der  Gleichung  3)  setze  man  zur  Abkürzung: 
^     /r^smam —  cos  am Jam —  sm^am  — 

k        ^K  3t  3t  3t  3t  ^  V 

1 — /rsm'am —  sin' am  — 


DU  ist  kurzer: 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  durch  Yertau- 

lon^  von  X  mit  y  und  x  +  y 

/x  py  px-k-y 

tp(z)dz  +  /    tl>{z)dz—  I         tp{z)  dz  = 

1  w  »(^-fl)»(y-a)  H^  +  y_+a) 

Wegen  der  Gleichung  6)  folgt: 
f        /      f(z)dz+  I    y){z)dz—  l         tp(z)dz=   -jlog/T.^,. 

Nach  der  Bezeichnung  von  Legendre  ist  nun: 

2ira  ^       21^0 
»^  cosam — Jam —    ,  ^„  ^,,  . 

^^z)äz  s-=  5-77 IJx  — kHmHm ,  ein  am ) 

.  aKOL  \  3t  ^   J 


smam 

3t 

2Ka  .      2Ka 
2^  cosaEi^^-Jam^ 

3t                      2Ka 
sin  am 
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Die  Gleichung  10)  enthält  folglich  das  Additionstheorem  der 
elliptischen  Integi*ale  dritter  Gattung  ^  wenn  der  Parameter  gleiek 


—  k^  ßin^  am 


2Ka 


jt 


ist.    Setzt  man: 


i.Ka 


am  —  =  «,  am 


IKx 


n 


jt 


2AV 
%  am— ^=  % 


am 


2K(x  +  y) 


I 
1 


=  6,  am  — i— Li i  =  2,  am  — ^      ^      ^ « fi^ 

SO  muss  die  Gleichung  10)  auf  die  von  Legendr e  gefundene  Foni 
führen.  Dieses  kommt  darauf  hinaus  zu  zeigen,  dass  die  Quanti- 
täten /T  und  H^y  definirt  durch  die  Gleichungen  7),  auf  die  Glei- 
chung fbhren: 

11)    y/Äi  = 

1  —  Ar*  sin  am sm  am sin  am  — -  sm  am  — ^ -^ 

Jt  X  X  X 

7T7^'          2A'ö  .         2A^a;    .          ^Ky  .         2^(x  +  y  +  a)\ 
\  +k^  sm  am  —  sm  am  —  sm  am  — -  sin  am  — ^ — —^ -^ 

jt  3t  n  X 

Um  sein  Resultat  mit  dem  Yon  Legendre  aufgestellten  in  Ueber 
einstimmung  zu  bringen  hat  JacoU  auf  pag.  157  u.  158  der  «Fitt- 
damenta^  den  Beweis  der  Gleichung  11)  gegeben,  welchen  er  mit 
den  Worten  einleitet:  „Transformatio  satis  abstrusa  hunc  in  modui 
peragitur''.    Es  möge  hier  genügen  auf  die  y<m  Jacobi  gefimdM 
Form  des  Additionstheorems  hingewiesen  zu  haben,  die  von  Legemin 
gefundene  Form  lässt  sich  einfach  mittelst  des  MultiplicationsÜMi- 
rems  der  Theta -Functionen  herleiten,  wie  im  nächsten  Paragr^h 
gezeigt  werden  soll. 

In  der  bemerkenswerthen  Abhandlung  „Formulae  noTte  ii 
theoria  transcendentium  fundamentales*'  (Grelle.  J.  t  XV  p.  199 — ^204) 
hat  Jacobi  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  zum  Ausging»' 
punct  der  Herleitung  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Into- 
grale  dritter  Gattung  genommen.  Jacobi  citirt  bei  dieser  Gelegenheit 
eine  ältere  Abhandlung  „De  functionibus  ellipticis  commentatio' 
(Grelle.  J.  t  IV.  p.  371 — 390),  welche  weitere  Ausftihrungen  üb« 
einige  Theile  der  „Fundamental  enthält  und  ursprünglich  bestimmt 
war,  im  Verein  mit  anderen  Abhandlungen  einen  zweiten  Theil 
des  bemerkten  Werks  zu  bilden.    Die  weitere  Ausbildong  oer  ^ibt 


^ 
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len  Theorie  der  Theta -Functionen  scheint  dieser  Publication 
ierlich  in  den  Weg  getreten  zu  sein. 

Wenn  sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Inte- 
e  dritter  Gattung  ohne  weitere  Zuhülfenahme  der  Reihe  fttr 

Quadrat  von  sin  am  —  ftlhren  lassen,  so  scheint  der  in  diesem 

3t 

^folgte  Weg  ausser  dem  historischen  Interesse  den  Vorzug  einer 
Yon  selbst  darbietenden  Ursprttnglichkeit  zu  haben.  Führt 
i  in  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  von  Legendre  ellip- 
le  Functionen  ein,  so  ist,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
ler  zu  yerfolgende  Weg  vorgezeichnet,  wenn  es  sich  um  Dar- 
img des  in  Bede  stehenden  Integrals  in  Form  einer  unendlichen 
le  handelt 

I.  Die  eUiptischen  Integrale  dritter  tiattung  und  die 
ita*Fanetlonen.  Das  ganze  Integral.  Tertanschnng  TOn 
ument  und  Parameter.  Additionstheoreme  der  Argu- 
ite  und  Parameter.     Integrale  mit  zusammengesetztem 

Argument  und  Parameter. 

Die  fundamentale  Gleichung: 

*  (irO  d^  (a:0  #(yO  d-  (z')  -  ^,  (w^)  »,  {x^)  &,  (yO  ^i  (^0 , 
le  auf  die   elliptischen   Integrale  zweiter  Gattung   in  §  26 
3y  kann  auch  den  Ausgangspunct  fttr  die  elliptischen  Integrale 
r  Gattung  bilden.    Setzt  man  wieder  w  =  — {x+y  +  z\  also 
-■  0.  x'  =  —  (y+^)'  y'  =  — (x  +  z\  z'  =  — (^  +  y),  80  ist: 

^{^)^{x  +  \i)^{x  +  z)^'^{y  +  z). 
Mese  Gleichung  nach  z  differentiirt,  darauf  z  »=  0  gesetzt 
\  auf: 

2)    —  k^  sm  am sm  am  — -  sm  am  — ^^ —  =* 

3t  üt  3t  3t 

r{x)      »'(y)      »^(.r  +  y) 

a  dieser  Gleichung  nehme  man  sucreseive  y  =  a  imd  y  =  —  o, 
die  halbe  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen.   Es  ist  dann: 


^04 


—  /r^sm  am sm  am sin  am  — ^^ -+  sm  am  — ^^ 

Jt  Jt  3t     \_  3t  ^  J 

1»{x—a)      i^{x  +  a)'^Ttfl)' 
Wendet  man  auf  die  linke  Seite  das  Additionstheorem  der 
elliptischen  Functionen  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

—  Ar^smam cosam Jam un^am 

o\  ^  ^  3t  X  X 

— lO-  sm^  am sm*  am 

\%'{x  —  (i)      l^^(a;  +  ii)      r(a) 
2  *(a:— a)      2^(ir +a)  "*"  ^(a)  " 

Die  vorstehende  Ableitung  hat  den  Vortheil ,  dass  x  und  a  gm 

beliebige  Grössen  sein  können.    Integrirt  man  in  der  Gldchung 

nach  X  zwischen  den  Gränzen  0  und  x^  bezeichnet  die  IntegratiM^ 

▼ariabele  durch  z^  so  erhält  man  wieder  die  im  vorigen  §  gefi 

Gleichung  3),  nämlich: 


4)     ''Ä 


H 


rcsmam  — cosam d  am einsam 

X  X  X  X 


dz 


,      ,,  .  ,       2ira  ." '        2Kz 
1  — /r^sm^am sin^am  — 

X  X 

1,     d'{x—a)  .     d-'ja) 

r^^Hx+ay^Tta)'  - 

Aus  dieser  Gleichung   ergeben  sich   unmittelbar    einige  voi 

mm 

Legendre  gefundene  Sätze.     Für  ^  =  ä    verschwindet  der  Logt* 
rithmus  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4).    Dieselbe  reduciit 

d.  i.  nach  §  26  auf: 


sich  einfach  auf  -^ — --^ 


jr?^^fam^«UH^.?^l 
2|_jr      \         X  J        X     X J 

X  ^Kx 

Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  o;  =  ^,  femer 


und 


einfach  a  statt 


2Ka 

: 

X 


SO  giebt  dieselbe: 


/ 


'^/r^  sin  am  a  cos  am  a  J  am  a  sin' am  M^ 


1  —  U^  sin'  am  a  sin'  am  w 
KE{%ma)—a.Ey 


dtv 


205 
et  ama  =»  o,   amir  =>  6)  gesetzt: 


^  k^  Bin  g  eo8  g  J  (a)  sin^  O   dB    

1— A»8in*a8m»Ö      J(Ö)  "~ 


KrAie)äe-Er^y 


Diese  Gleiehang  in  Yerbindung  mit  den  Resultaten  des  §  31 
tthilt  das  Theorem  von  Legendre  betreffend  den  Ausdruck  des 
HUien  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  durch  elliptische  Inte- 
lale  erster  und  zweiter  Gattung, 

In  der  Gleichung  4)  rertausche  man  x  mit  Oy  es  bleibt  dann 

^{x—a) 

{geändert.    Bildet  man  also  die  Differenz  der  Gleichung  4)  mit 

r  neuen  Gleichung,  so  folgt,  wenn  in  den  Integralen  *=  tv 

jt 

lelzt  wird: 


~^  nnam  — -  cos  am -Jam sm^amn^ 

5)       A-./ ^ Va       " ''^ 

1 — Ar^sin^am sin^amir 

0  J€ 


/ 


/ 


^«  .         2J^x            %Kx  ,       IKx  .  „ 
^^  sm  am cos  am A  am sm^  am  w 


k^  t         ;^^ dfV 

1  — k^  sin'  am sin'  am  w 

n 


Die  rechte  Seite  ist  aueh  gleich: 

iKx 


X 


i?(am ilam • 


Nimint   man   zur    Verein&chung  =  u  und  a  statt  — - 

Jt  Jt 

rird  diA  Gleiehiuig  5)  einiMher: 
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smarna 


A-2  siii*^  am  a  Bin^  am  n; 
cos  am  t^  J  am  li  sin^  am  IT 


dw 


/r^sin^  am  ti  sin^  am  w 
=  uE{Bmd) — aE{9imu). 

Diese  Gleichung  repräsentirt  den  von  Jacobi  genannten  Sa 
von  der  Vertauschung  des  Arguments  mit  dem  Parameter,  welehi 
Resultat  nach  §  29  von  Legendre  herrtthrt 

In  der  Gleichung  1)  setze  man  z  =  — a  und  z  «=  a,  d 
beiden  resultirenden  Gleichungen  geben  durch  Division: 

d'(x—d)d'{y—a) 

'^  ^(a:)^(!/)^(a)^(^  +  y  +  a)  +  ^i(ö)^i(^)^i(y)*i(«  +  y  +  fl) 

oder  auch: 

.     fh{x—a)d-(y  —  d)&{x  +  y  +  a) 
^    ß'ix~+a)d'(y  +  a)d-(x  +  y—a)   ^ 

W)  ^{^)  W)  » (a^+y— g) 

"^  {^(a)  T^  ^{y)  ^{x  +  y  +  a) 
1  — /r^sinam  —  smam smam — ^smam — ^ — =-2 ^ 

JT  ^  ^  JT 


1  +A:2smam smam smam — ^smam — ^^ — ^-2-^ — ^ 

J€  Jt  Jt  X 

Hält  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  4)  zusamme 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  Legendre*s  Additionstheorem  der  eOi 
tischen  Integrale  dritter  Gattung  „quod  vocabimus  de  Additioi 
Argumenti  Amplitudinis  theorema"  (Fundamenta  p.  154).  VertauBol 
man  in  der  Gleichung  4)  x  successive  mit  x,  y  und  x+y^  zieht  yx 
der  Summe  der  beiden  ersten  so  erhaltenen  Gleichungen  die  drit 
ab,  80  lässt  sich  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der  Gleichung  7)  don 
elliptische  Functionen  darstellen.  Um  das  Resultat  etwas  zu  yc 
einfachen  setze  man  in  den  drei  Integralen  auf  der  linken  Sei 
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a=  tVy  femer =  w,  — ^  =  v  und  einfach  a  statt  • 

Es  folgt  dann: 


Bin*  amir  ^ 

ÖW 

12; 


J.V       /*"/:*  sin  amgcoB  am  g^amfl.fli 
^      /  1 — Ar^sin^amasin^am 

/^  /r^sinam acos amg  Jam g sin^amir  , 
/  {:.        ^ — /:* sin^ am g sin* am «; 


A^sinamgcosamg  Jamgsin^am«; 
1  —  k^  sin*  am  g  sin*  am  w 


-/ 

1 ,     1 — A:*sinamgsinamusinamt;sinam(ü  +  v — g) 

2    ^1 +A:*8inamasinamt<sinamt;sinam(t^  +  t;  +  g)* 

Da  fbr  einige  der  folgenden  Sätze  die  Wiederholung  der  ellip- 

len  Integrale  etwas  beschwerlich  ist,  so  sollen  dieselben  auf 

eine  Art  bezeichnet  werden,  welche  sich  direct  an  die  Bezeichnung 

Ton  Jacabi  anschliesst,  ohne  mit  der  Bezeichnung  von  Legendre  zu 

eoincidiren.   Zu  diesem  Zwecke  soll  das  von  Jacohi  gewählte  Zeichen 

n  nur  mit  einem  unteren  Index  versehn  werden.    Setzt  man  im 

2ä'z 
Int^Tftl  der  Gleichung  4)  =  Wj  so  sei: 


»)  ".(^.'-1-")- 


T 


^x  .        2Ä'g           2J5rg  .      2irg  .  , 
sm  am cosam Jam sm*  am  w 

7t                      3t                     3t  , 
__^^ dfv, 

1  — Ar*  sin*  am sin*  am  w 

3t 


also  auch  nach  4) 

^"^    ^'\:3t  '   X  )~  2^^^l^(a  +  «)^^(a)' 

Die  Gleichungen  6)  und  8)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 

11)    iliCwjg) — I7i(g,w)  =  wiE^(amg)  —  gjF(amw). 

12)    n^{u,a)  +  n,{v,a)  —  n,{u  +  v,a)  = 

JLi     1 — A:*sinamgsinamu8inami;sinam(ü  +  i; — g) 
2        1  +  A:*sinamgsinamwsinamt;8inam(w +f;  +  g)  ' 

Ans  der  Gleichung  11)  folgt  durch  Vertauschung  von  a  mit  h 
und  a  +  b^ 
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IIi{uyb)  —  ni(byu)  =»  uE{sLmb)  —  b(£9Lmu\ 
ni{uya  +  b)  —  ni(b  +  a,u)  =  u£[2m{a  +  b)]  —  (a  +  b)£{ümu). 
Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Gleiehung 
11)  geben  durch  Addition  und  Subtraction: 

13)  n,{u,a)  +  nt{urb)—n,{u,a  +  b)  = 
n^{a,u)  +  fli  {b,u)—nt  (a  +  b,u)  + 

u  \  E(9Lm  a)  +  iE:  (am  b)  —  E[Km  (a  +  b)]\. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  12)  u  mit  o,  setzt  v  =  by  ao 

lassen  sich  die  drei   eraten    Tenne   auf  der   rechten    Seite   der 

Gleichung  13)  durch  einen  Logarithmen  darstellen.    Da  femer  nach 

§26: 

£  (ama)  +  £  (am  b)  —£[am  (a  +  b)]  — 

A:^  sin  am  a  sin  am  2^  B\nAm{a  +  b)j 

so  nimmt  die  Gleichung  13)  folgende  Form  an: 

14)  fli(w,a)  +  fli(t<,ft)— I7i(M,a+&) — 

1,     1  —  Ar^Binam«sinamflginamft8inam(a  +  fr — u) 
2    ^1  +A:2sinamt<8inama8inBm&sinam(a  +  (  + 1<) 
-{-K/r^&inam  asinaiuZ^  sinam  (a  +  b). 
Diese  Gleichung  enthält   nach  Jaeobi  das    Additionstheoreoi 
der  Parameter y  „quod  vocabimus  de  Additione  Argumenti  Part- 
metri  theorema''   (Fund.  p.  154). 
Die  Gleichung  10)  giebt: 
jj  f2K{x  +  y)   2£{a  +  b)\  nK{x-y)    2K{a-b)\  _ 

^^^ix-a)Hy-b)  ,  .^^-(g)  .  ^  fr-(fr) 

^'^»{x  +  a)^{y  +  b)^^''  »{a)^^^»{py 
Man  bilde  die  Differenz  dieser  Gleichungen  und  setze  rechti 

2a:  =  x-^-y  +  x — y, 

2y  =  x  +  y—{x—y) 

es  folgt  dann: 


rmi+v)  2*x<i+»)i 


f(»— ;/)    2£(a— 6)1 


/an-j  2£o\ 


jb/?^!,?*:»). 


flog 


»(x  +  v 


-i)»(x  — y-»  +  t)  »{x  +  a)'»(j,  +  b)' 


»(l  +  ll  +  a  +  S)9(a:—!/ +  »—(■)  »(i— o)'»(!(— »)> 


+  («-S')| 


r(a)      »-(i.)      »-(a  +  i.)| 


»(«• 


»W     »WJ 


KCie  GleichuDg  1)  reducirt  sich  fQr  x  =  c  imd  tf  ^  — c  auf: 
der  durch  »(z)>ff(c)"  diTidirt: 


»(c)'»(.-)> 
tzt  man  hierin  z  •=  « — a,  c  ™  y — 6,  dann  z  — ■  x  +  a, 
t  y  +  6,  dividirt  die  erhaltenen  Gleichungen,  »o  findet  man: 
[  »(x+ij—  a—b)  fr  {x—y~a  +  b)  »{x+ayu-jy +  by 
\-»ix  +  v  +  a-i-b)9{x—y-i-a~b)  &(a-_a)sfr(5,_tp  " 

n  i i  flinS  am i2 .' 


1 — A*  sin"  am  - 


■^  Bin^  am  - 


1  —  k^  sin*  am 


2J£{x  +  a) 


»ia^  am 


2A-(y  +  &)' 


1  Hit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  2) 

;  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichuug    15)    durch  elliptische 

ictionen   ausdrucken.     Setzt   mau   zur  Vereinfachung  a   und   b 

.    2A'b     .           -IKx  2A'y  ■  v.  j- 

-  und  ,  ferner  =  u,    — -  =  v,  so  Riebt  die 

Icfauni:  15  folgende  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen: 

/7,(u  +  p,a  +  6)+i7,(M  — (;,«-(')  — 2ff,(u,a)— 2/7,  {k,ö)  = 

\_.     1  — A-^sin^am(n— u)ain^am(<>— ft) 

2  *^1— *'Bin'aro(u  +  a)sin5am(ti  +  6) 

— A5(u  -f  r)  Bin  am  a  sin  am  b  sin  am  (a  +  b) 

— k'^iu — (i)  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  (a  —  b"). 

In  dieser  Gleichung  vertausche  man  a  mit  b,  addire  die  bo 

triiitene  Gleichung  zur  Gleichung  16)  und  dividire  durch  2.    Da 

'u  Folge  der  Definition  nach  9)  i7i(w,  —  a)  =  — i7,(u,(i)   ist,  w 

■oaittr,  «lUpt.  Pansilanaii.  14 
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ergiebt  sich  die  folgende  allgemeine  Relation  zwiaelieii  eUiptiaeben 
Integralen  dritter  Gattung,  welche  ausdrückt ^  dass  ein  denutiges 
Integral  mit  zusammengesetztem  Argument  und  zusanunengefletitem 
Parameter^  sich  durch  Integrale  mit  den  einfachen  Argumenten 
und  Parametern  ausdrücken  lässt    Diese  Gleichung  ist: 

fli  (w  +  v,  a  +  b)—IIi  (w,  a)  — /7i  (m,  6)— A  (v,  a)  — A  (v,  6)  — 


1.1      ^ — Ar^sin^am  (u — a)  8in^am(t; — b)  1 — kmn^9,m(u — ft)sin^am(tH^) 
4    °  i — ^2sin^am(M  +a)sva?a,m(v+b)  1  — Ar%in2am(u+ft)8in^am(r+a) 

— /r^(ti  +  t;)sinama8inam&8inam(a  +  ^). 


$  34.    Die  yerschiedenen  Formen  der  elllptisclieii  Integrale 
dritter  Gattung.    Literarische  Anmerkungen. 

Im  Jahre  1849  theilte  Jacobi  der  Pariser  Aeademie  (Comptes 
Rendus  t  XXIX  p.  97)  die  vollständige  Lösung  eines  mechanischeD 
Problems  mit,  betrefiend  die  Drehung  eines  Körpers,  auf  welcbea 
keine  äusseren  Kräfte  wirken.  Die  Abhandlung  selbst,  welche  späte 
mehrfach  als  Vorbild  bei  Anwendungen  von  elliptischen  Funotioiiei 
auf  Probleme  der  Mechanik  gedient  hat,  findet  sich  abgedruckt  ii 
Crelle's  Journal,  t  39  p.  293—350,  oder  auch  Jacobi:  Math.  Werka 
t.  II  p.  139 — 186  unter  dem  Titel:  „Sur  la  rotatiou  d'un  coips*. 
Das  häufige  Auftreten  von  elliptischen  Integralen  dritter  Qattof 
veranlasarte  Jacobi  dieselben  bei  dieser  Gelegenheit  einer  genauem 
Betrachtung  zu  unterwerfen  und  die  wesentlichsten  Formen  diotf 
Integrale  ohne  weitere  Ableitung  aufzustellen.  Es  findet  niA  lDe^ 
bei  die  folgende  Bemerkung: 

U  parait  que  Ton  pourrait  se  passer  entiörement  d'one  notatioi 
particuliöre  des  integrales  elliptiques  de  la  troiaidme  espitt 
Les  valeurs,  en  effet,  exprim^es  par  les  fontions  0y  sont  wmi 
simples  pour  entrer  elles-memes  dans  le  calcul  et  sans  se  cacher 
Bous  une  notation  laquelle  ne  saurait  mettre  en  evidenee  m 
leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison  intime  entre  leur  wgor 
ment  et  oelui  du  paramötre  ni,  enfin,  leur  decomposition  en 
deux  parties  Tune  proportionelle  k  leur  argument  et  V$xM 
periodique\    (Grelle.  J.  t.  39  p.  348.   Werke  t  II  p.  194). 


i 
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Die  in  den  Torstehenden  Worten  enthaltene  Verwerfung  der 
szeiclinung  von  Legen4re  ersclieint  «ehr  gerechtfertigt,  wenn  ea 
ib  darum  handelt,  die  bei  Anwendungen  äusserst  lästige  Be- 
bräobung  eines  Normal-Integrals  dritter  Gattung  falleu  zu  lassen. 
[if  der  andern  Seite  find  es  gerade  die  von  Legendre  gebrauchten 
ajschen  Methoden  und  schönen  Kesultate,  welche  Abel  su  Beinen 
DBsartigen  Entdeckungen  angeregt  haben. 

Die  Gleichung  3)  des  vorhergehenden  §,  nämlich: 


2Ka 


oos  am 


2  »{x~a)      2  *(x- 


2Ä0  .       2i'a    .  ,        2A'aT 
ä  am am*  am 

1  —  sm^ain 


"2iKc 


1— *nini 

\»'(x+a)      fr'(q) 


r  ein  beliebiges  x  oder  o.    Läset  man  x  um  passende  Quau- 
t  zunehmeu,  m  kaun  in  den  Ausdrucken: 

2  ¥17^) 
Functioneu   &i,  9^,  ftj  an  Stelle  der  Function  8-  treten, 
whiüt  so  drei  weitere  Gleichungen  aus  1).    Aus  jeder  dieser 
mgen  und  der  Gleichung  1)  lassen  sich  durch  Aendenmgen 
mentes  a  Je  drei  neue  Gleichungen  ableiten.    Mau   erhält 
Art  16  Gleichungen,  welche  zu  ebenso  vielen  Integralen 
lung  geben,  deren  Zahl  auf  20  steigt,  wenn  die  Gränzen 
^ationsvariabeln  bei    vier  derselben   eo   bestimmt   werden, 
iie  Integrale  endlich  bleiben, 
iffereutürt  man  Jede  der  Gleichungen: 


log?)  =  ~i«-ie""#i(2X 


f  auf  z  und  dividirt  die  so  erhaltene  Gleiobung  durch 
\  Gleiobung,  so  folgt: 


ia 


») 


3) 


(4+f)  M.)  !idli-ü)_,+Mi) 

EbeniM)  findet  man: 

In  der  Gleichung  1)  lasse  man  x  und  a  gleichzeitig  um 


i 


-^  +  -^\ogq  und  »-log^  zunehmen.    Mit  Sücksicht  auf  die  G 
chungen  2)  und  3)  folgt: 


4) 


^  „     /r^sm  am cos  am  —  cos* am 

2K Jr ^r x 

^  am  —  (1  — lO"  sm'am  — ^  sm*  am ) 

%  \  n  n  ) 

2  *(a;  +  a)      2  «-(x— a)      ^s(a)' 
^  -^  tang am A  am  —  J'am  — 


5) 


6) 


1 — Ar^sm*  am  —  sm^  am 

3t  n 

2  *(a:  +  a)      2  *(a:— a)      #^ 

2Ä^a  .  2Äa 
rt-,  cotangam — -dam  — 
2ä  ^^         :^ 7t 

3t    .      ,,  .  ,      2ira  .  ,       2*0;  *^ 
1 — Ar^sm^am —  sm^am 


3t  3t 

1  »'(x—a)      \d^{x  +  a)      d-'xja) 

2  d'lx—a)      2  d\x  +  a)  "^  i^i(a)  • 

Die  Gleichungen  2),  4)^  5)  und  6)  nach  x  zwischen  den  G 
zen  0  und  x  integrirt  geben,  wenn  die  Integrationsvariabele  dt 
z  bezeichnet  wird: 
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€%wr       ^^arBinam —  cos  am  —  Jam —  sin^am  — 

1  — Ar^Bin^am —  Bin*  am 


-/ 


n  n 


^  /^      Bmam cos  am  —  cos^am  — 


jr 


.       2Ka(.      ,.  .  .      2ira  .  ,       2Kz\ 
Ahm  —  ( 1 — Ar^Bm^am —  sm^am — • ) 

^     \  3t  üt  J 


1^     »(x  +  «)        rajg) 


ZÄ'a  .      tKa  „      2A'z 
„„  /*«tsngam Jam — /l^am  — 

•/o       1  — *'8in*am  —  8m'  am  — 

1  ,     »{x  +  a)        »'a(a) 
■2'***(x— a)~**,(a)' 

2jra  .      Jjra 
_„   /*x     cotangam  —  Aam  — 

t/o      1 — ^AiBin*am — sin'am  — 

X  X 


I>nrch  AeDderong  von  a  um  -ä-  geben  die  Gleichungen  7) — 
10)  zn  den  folgenden  Integralen  VeranlaBBung: 

2A'a  .         2A'a  .  ,       2£z 
_ .,  /»«       cosam  —  smam  —  sm'am  — 

MX       ?^*»Ä'«   /      ^ ? 5^ dz    = 

"       ^      2äA     .■,"**"  ^"^  "3r    .  ,       2A'z\ 


J^am 


jr 


li   »»(^+«)  .  .„»Mg). 
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IKa            2Ka      ,       21'« 
sin  am  —  coeam  —  cos*  am 

12)    -^k^l -i!^^ f^— * 

cos^am 


A  am ( 1 — k^ ^rr  sin^am ) 


J^am 


-Wim^^''^ 


13) 


2A'a  „       2JKr 
o„  y^  coeam — J^am  — 

2ä  /  *  jr 


w 


2J?a  .      2ÄaA        co»  ^   ^     ,  2Ä\ 

Binam Jam — ( 1 — lO' sttt  Bin*  am  —  ) 

jt  n  \  -.       2Ara  ;r  / 

^  J^am  —  '^ 


2'**6^j(«_a)^**(o) 


smam 

14) ^ 


^^^^r 


_•      2Jfa 
cosam  — 


J  am  — 1 1 — K'- 5-=-  sm^am  —  | 


2  ^*'«*,(a:-a)  +  *  ^$5 

In  der  Gleichung  6)  lasse  man  x  um  -^  log  ^  zunehmen.  Dum 

folgt: 

IKa  .       IKa  ,  ^       2Kx 

g.  -,  cotangam A  am  —  sm*  am 

--V     2K  ^         Jt Jf^ j^ 

^     Jt  .  «       21^0;        .  ,       2jra  ~ 

sm*  am sm'  am  — 

1  V(a;— g)       1  »x'jx  +  a)      M«) 

2  *i(a:— a)       2  d'^lx  +  ay    d-xifl)' 
Fttr  den  Fall  dass  a;>a,  ist: 

^^ (a? — a)  dlogd'i{x — d) 

d-i(x  —  a)  dx 

Hat  man  dagegen  a<x,  so  ist: 

d-\{x—a)  _       d'^ija—x)        tflog^i(g — x) 
d'i(x — a)  **        d'i{a — x)  "^  dx 
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Int^grirt  man  in  der  Gleichung  15)  nach  x^  so  seien  die  Grän- 

len  0  und  x,  wenn  x<ay  dagegen  x  und  -^j   wenn  x>(l     Man 

gelangt  zu  ähnlichen  Gleichungen  wie  die  Gleichung  15),  wenn 

man  in  jeder  der  Gleichungen  5),  4)  und  1)  x  um  y  log^  zunehmen 

L    ULsst.    Integrirt  man  in  diesen  Gleichungen  unter  denselben  Be- 
^    dingnngen  wie  in  der  Gleichung  15),  so  ergeben  sich  die  folgenden 
acht  Integrale: 


A ET   /»orcotang am  —  -4 am  —  sm^am  — 

16)     _/ --~2Fä Wz ^"^ 

sm^am sin^  am  — 


2K  /•• 


2  **«*,(a— a;)       *  T^ 


2£a  .      2Xa      ,       2Xz 
tang  am  —  /l  am  —  coB*am  — 

*''>     "^  I      .       'iKa      '.  ^       2Kz'  ^ 

sm^am sm^  am  — 


^r 


2*<»*,(o— «)      ^^^ 
Bin  am  —  cob  am  —  /f>am  — 


n 


.       %Ka(  .  ,        2ira       .  ,       1Kz\ 
Jam  —  (sm'am sm^am — 1 

2    *^*i(«— ^)  ^3(a) 


2jra  2Aa  ^       2jra 

««r   ^-«.smam — cos  am — Jam  — 

*«)     X/  .,       iKa .  ,       iKz     ^ 

sin^am  —  —  sm^am  — 


T 


J_,     »t  (g  +  x)         y(a) 


Für  x>a  erhftlt  man: 
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^cotang  am  — Jam —  Bin^am  — 

^)     -/      .  ,      2KZ       .,       2J^a ''^ 

Bin^am siii^am  — 

je  K 


2K  r 


1,     fdx  +  d)  ,  (ji        \*'i(a) 


n  ^  IKa  .      2Xa      ,       2Xz 

„.V     2X  /  ^  " X  X X 

^^^    Tf  ~       iKz       .  ,„     2ä'o      *** 

•/f  sin*  am am*  am  — 


1       ».(x  +  g)      fx        \d^M 


sin  am  —  cos  am  —  /P  am  — 

^^^     ^1     ~       2Ka(  .  ,       2j^       ~       2]^*** 

J&m  —  I  sm'  am am*  am  —  | 

jr  \  X  X  / 


n 
2K  /^ 


1  »t(a:  +  a)     (x        \»-,(a) 

2  '*•»*,  (x-a)  +  U         )  *8(a) 


»  .         2A'a             2Ka  .      2Xa 
A ,,  /»■ösmam  —  co«  am  —  Jam 

2Ar  #  jr  X  X 

^^    T/            .  ,       2ÄZ        .  ,       2ÄI      '^  - 
»/,  am*  am sm*  am  — 

X  X 

1,     »lix  +  a)  ,  fx        \«-'(o) 

Aus  den  Gleichungen  16)  — 19)  leitet  man  endlich  die  folge 
den  ab,  wenn  a  mit  «-  +  0  vertauscht  wird: 

24)    ?^  /^.  «mam  — sm^am  — 


,cos'  am 


2Ka  .       2Ka(                x        .  ,       2JKr\ 
cos  am  —  Jam  —  ^rj=-  — sin^am ) 


J^am 

X 
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coB  am  —  cos'  am  — 
25)     =^  /     ^ ^X^;^— dz 


2g   P' 

«/  » ..  - ..  >!08*  am  — 


j        2J5ra 

sin  am  —  Jam  — ( r^; sm^am  — ) 

^   J^am  —  ^ 

:7r 


f/ 


2A'a            2ra  „       2Kz 
t%v    ä-"       sinam — cosam J'am 

»)  ^/  '.    ^/ — *. 

^  _^    .COS»  am  < —  ^  __ . 

.       zÄTa/  ^         .  ,       2äz\ 

J  am  —  ( 27=7  —  sm*  am  — 

^  A^  am ' 

-2^^8^{5^  +  ^¥b 

2jra  2ira 

,,^     2iK^    /-  smam  — coBam  — 

^  -^   .coß2  am  —  ^  ^  . 

j3  am ( 277; sm^  am ) 

^   A^  am  —  ' 


T 


1       ».(g+g;)  ■     n(a) 


EHe  im  VorBtehenden  aufgestellten  Gleichungen  umfassen  alle 
Fftlle,  welche  bei  Parametern  mit  reellem  Argument  vorkommen. 
Die  entsprechenden  Integrale,  deren  Parameter  imaginäre  Argu- 
mente haben,  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  durch 
Vertaiisehung  von  a  mit  ai  herleiten.  Da  die  Aufstellung  von  16 
Beaen  Oleichungen  etwas  weitläufig  ist,  so  sollen  nur  vier  derselben 
aufmerkt  werden,  aus  welchen  sich  mittelst  der  folgenden  Glei- 
tSkkxmgea  die  ttbrigen  ohne  Schwierigkeit  ergeben. 

Die  Gleichungen: 


^^  =  l/A:smam— ,    ^  =  (/ ^  cos  am 


2Ka 


A       2J5ra 
j.  f  K         ^  am  — 
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geben  durch.  Differentiation  in  Beziehung  auf  a: 


Ha) 


2Ka  .       2ICa 
A/  /  \     ft,, coBam Jam — 


*i(«) 


J€ 


Bin  am 


2lCa 


%Ka  .       IKa 
iLi  i  \     o  r^wnam  —  Jam  — 

^  ^  coBam  — 

2Ka  2Ka 

A/  /  \     01/71'*"^*^  —  cos  am 

"~  ^tö)        ^  'a      2ir« 

*^  ^  Jam  — 


Man  setze  ai  statt  o,  dividire  auf  beiden  Seiten  durch  i  und- 
führe  zur  Vereinfachung  die  Bezeichnung: 


28)    ain(?^,  A')  =  ^ 


ein.    Es  ist  dann: 


29) 


f  *i  (oi)         :^  sin^  008/9 
1  ^^a(flO    ,    2K^ißJ(ßyJc^ 

I    ^2(0»)  ^  OOB^ 

2^k^        Bin/9 


^   1  ^^3(01) 

I    *2(ö0 


+ 


:7r    C08j9  J(ft  /r^ 


In  den  Gleichungen  7),  11),  16)  und  24)  vertausche  man  a  tut 
ai  und  fUhre  den  Winkel  ß  mittelst  der  Gleichung  28)  ein«    Fenflr 

setze  man  in  den  Integralen  —  ««  w.    Hierdurch  ergeben  all 

die  folgenden  vier  Integrale,  wenn  auf  beiden  Seiten  durch  I  dhi- 

dirt  wird: 

2Kx 


30) 


/" 


k^sinß  A(ßy  k^  sin^amw 
coB»i9  (1  +  Ar«  tang2/S  sin^  am  w) 


dm  — 


1  ^    Hai  +  x)      x»\ai) 
2i  ^"^«»(fli—x)^  i  *(ai) 


i 


31) 


32) 


r 


^" 


8m'ß(l  +  cot^am^  sin-amw) 
2('°»  »,(»■  — a:)       i  »^ 


Die  FactoreD  voa  ~ 


(«0 

».i{ai—.v)  "^  /   &:iCaO 
auf  dou  recliten  Seiten  dieser  Gleichun- 
29j  traneicirmiren.    Bringt 


gen   laesen  sich  mittelst  der  Gleichimg< 

Boan  jeden  Term  — '-  H,  wo  U  von  ß  abhängt,  auf  die  Fonn 


r 


Rdw, 


vereinigt  das  Integral  mit  dem  linko  stehenden  durcli  Addition  oder 
Sohtraction,  so  ergeben  sich  die  übrigen  zwölf  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  mit  imaginären  Parametern. 

Die  20  Integrale  der  Gleichungen  7)  — 10),  1 1)— 14),  16)— 19), 
'?"^— 23)  und  24)— 27)  laesen  sirh  je  zwei  durch  Addition  oder 
■"iiirtr«ptiou  vereinigen.  Die  rrehten  Seiten  der  so  erhaltenen  Glei- 
UiDgen  lassen  sich  unmittelbar  durch  elliptische  Functionen  au8- 
Hcken.  hierdurch  kann  mau  eine  Menge  von  lieduotionsfonneln 
''"stellen,  welche  die  von  LegouJre  angestellten   Untersuchungen 

»über  den   Parameter   (§  2S)   umfassen.     Zu    analogen   Resultaten 
l^l^en  die  Gleichungen  30)  —  33)  Veranlassung. 
Die  Logarithmen  der  Theta -Functionen  auf  den  rechten  Seiten 
^  Gleichungen    20)  — 33)    hat   Jacobi   in  Reihen   entwickelt.     In 
'"Iga  der  Bemerkung  am  Schlüsse  der  Note  IV  ist  allgemein: 
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OD  OD 


1  1 

Vertauscht  man  z  mit  x  +  ai  und  x — aiy  wo  a  podtiv  ist,  so 

folgt  durch  Division: 

oder: 

34)    (T-««  =  ^ 
gesetzt : 

Wendet  man  hierauf: 


an,  so  folgt: 


ö^iog ^.  =  aretang— 

2i    ^a — ßi  ^  a 


35)    il<ur*li±üÖ 


2L*«'  **"6  i-^3->eo8  2x-*'^  **"«^  iIg«r-,.HeoB2xJ- 
Aus  der  Gleichung  34)  folgt  2a  =  —fr logg  =  ^^I?"»  ^^ 

36)    —  =  JAT'. 

Die  Gleichung  28)  wird  hierdurch: 

am  {hK'j  k^  =  ß. 

Nimmt  man  nun  ß<'^y  so  ist  hK^<K'  d.i.  ft<l.    In  den 

Gleichungen  34),  35)  und  36)  kann  immer  h<\  angenommen  wer 
den.    Es  ist  dann  in  allen  Termen  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 35)  der  Exponent  der  verschiedenen  Potenzen  von  q  positiT, 
da  die  Exponenten  zunehmen,  so  nehmen  die  Terme  unb^grimt 
ab.    Die  Reihe  enthält  abwechselnd  positive  und  negative  Tenne^ 
Wird  die  Reihe  mit  einem  positiven  Terme  abgebrochen,  so  ist  das 
Resultat  zu  gross,  dagegen  zu  klein,  wenn  man  bei  einem  negativd^^ 
Term  stehn  bleibt    Die  rechte  Seite  der  Gleichung  35)  liegt  also 
zwischen  den  Gränzen: 


1 

i 
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q^-^  8in  2a; 
o  1 — ^^-*  cos  2a:' 

flri-*gm2a;  ^  6r^-+^8in2a; 

arc  tang .  ^    ,  , r arc  tang ,  '    ,_^ s-  = 

"o  1 — ^1-*  cos  2a;  °  1  — q^-^  cos  2a; 

(^i^_gi-f>)8ip2a; 
^'^  ^^  1  — ((?!-*  + ^^-^*)  cos  2a;  +  g^ ' 
Die  Maxima  dieser  Tenne  finden  itlr  cos2a;  ===:  0  statt. 

Statt  der  obigen  Reihenentwickelung  lässt  sich  die  Gleichung 
30)  auch  auf  folgende  Art  behandeln.    Man  setze: 


Zl\      C  "^      ^^^9  J(ftA")8in^amw; 

'     I         cos'jJ  (T+Ä:'  tang*^  sin*  am w) 
t/0 


äw 


wodurch  die  Gleichung  30)  ttbergeht  in: 

^«)   y-2i»^«^(^+T*^^ 

Setzt  man  weiter: 

»\ai)         1  rflog^(gi)        m 
9{ai)  ~   t        da        ""1" 

so  ist  in  Folge  von  §  18  m  eine  reelle  Quantität    Die  Gleichung 

38)  wird  dann  einfacher  mit  t  multiplicirt: 

(y  +  nix)i  «=  -jr-log  st—- \  =  lo?  /  »)  .  . — ( • 

^  ^  2    ^#(at— a;)  ^  1/  i^(at  +  a;) 

oder: 

39)    eCH^TK  =  l/|SE^. 
^  1/  i^(ai  +  a;) 

Vertauscht  man  t  mit  — t,  so  folgt: 

V  »(tti—x) 
Ans  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  39)  leitet  man  un- 
mittelbar die  beiden  folgenden  ab: 

-ä =-  C08(«  +  »ia;)  —     \  .  ^.         (' 

S »"'(»'  +  '»*)  =-  2i^Hai-x)Hai+x)' 

IMese   Gleichungen   gestatten   cosy   und  siny   mittelst    sehr 
^veigenter  Reihen  darzustellen.    Die  in  dem  Nenner  auf  der 


£1     (F  I  MXji 
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rechten  Seite  vorkommende  Quantität  ^•(ai — x)  0'{ai-{-x)  ^ 
dix  —  cd)  d'{x  H-  ai)  lässt  sich  mittelst  der  Gleichungen  des  §  18 
als  reelle  Grösse  darstellen.    Nimmt  man  z.  B.  in: 

y  =  tti,  80  folgt: 

dix+at)  &{x — Ol)  =  (    '■  J,  J>  '  \    1 — Ar* sin^ant am* am  — 

'^  V   *W   j  [1 +  *'«"»'*'»— **^*"(—'*^jJ' 

Andere  Formen  itlr  das  links  stehende  Product  leitet  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  Olei- 
chungen  des  §  18  ab. 

Zur  VeryoUständigimg  des  Vorstehenden  seien  noch  folgwde 
literarische  Anmerkungen  beigeftigt 

Die  ersten  Bemerkungen  Jacob fs  vor  Erscheinen  der  ^Fuodft- 
menta''  über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  sind  enthal- 
ten in  0  Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques^  (Crdte  J. 
t3.  p.  303  u.  403,  t4.  p.l89). 

Eine  besondere  Bemerkung  von  Abel:  „Thöoröme  gönöral  anr 
la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  aeoonde  et  de  b 
troisiöme  espöce''  ist  enthalten  in  CreUe  Journal,  1 3.  p.  402.  Oeuvm 
tl.  p.417. 

In  Verbindung  mit  allgemeinem  Untersuchungen  sind  die  hie^ 
hin  gehörigen  Integrale  von  Abel  in  dem  „Pricis  d'une  thtorie  des 
fonctions  elliptiques^  behandelt  auf  p.  245 — 277  im  IV.  Bande  des 
Journals  von  Grelle.    (Oeuvres,  tl.  p.335 — 350.) 

Die  beiden  folgenden  Aufsätze  von  Abel  verdienen  beBonden 
erwähnt  zu  werden,  weil  dieselben  Theoreme  enthalten,  welehe^  fie 
engen  Schranken  der  elliptischen  Integrale  von  Legendre  duich- 
breohend,  eine  grossartige  Theorie  geschaffen  haben,  mit  welcher 
der  Name  Abel  unzertrennlich  verbunden  ist. 

Remarques  sur  quelques  propri^tös  ginörales  d'une  oertaine 
Sorte  de  fonctions  transcendantes.  (Grelle.  J.  t  3.  p.  313 — 323, 
Ov,  1 1  p.  288—298.) 
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■  t>tmoiiHtrati<m  d'une  propri^ti?  g^närale  d'une   certaiDe   cUese 
de  foncHons  IranBCendanteB  (Orelle  J.  t,  4  p,  20U  —  201,  Or.  t.  I. 
p.  324—325). 
In  der  , Theorie   des  Fonctions  ellipttques"  Deuxiöme  Supple- 
ment p.  128 — 159,  Troisi^me  Supplement  p.  199 — 2U1,  hat  Legendre 
ht  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen  auf- 
pslellt,  wie  dieses  in  §  32  geschehn.     Auf  p,  149   der   ersten  Ab- 
hindluug  wird  eine  neue  Function,  definirt  durch  die  Gleichung: 


¥{k,  SP)  = 


/' 


A{k,  »)" 


i;e8leUl.    Diese  Bezeichnung,  ziemlich  unbequem  und  nicht  grade 

'  nierlich,  scheint  später  total  iü  Vergessenheit  geratheu  zu  sein. 

Ueber    die    numerische    Berechnung    veigleiche    man    Sontoff: 

.Methode  du  caicul   des   fonctions   elliptiques"  (Grelle  Joum.  t.  47 

|i  569— 2b9).     In   den  „Philosophical  Tiansaotions.     For   the  year 

IUCCLU*    (London   1852  p.31l  — 417)   und    ,Phil,   Tr.  Tor  the 

■^.  MDCCCUV  (London  1854  p.53)   hat  Boolh  in  einer  sehr 

-cdehuteu  Abhandlung  betitelt:  „Reaearehes  on  the  geometrical 

iiirties  of  elUptie  integrals"    versucht,  namentlich   durch  Unter- 

inrng   sphärischer   Kegelschnitte,   die   von  Legendre   gefundeneu 

iiliate  geometrisch  herzuleiten.    Der  grosae  aufgewandte  Apparat 

!  geometrischer  Deduction  und  Rechnung  lüsst  sich  mit  dem  er- 

I  Erfolg  nicht  gut  in  Eiuklaiig  bringen. 

lei  den  vielfachen  Anwendungen   der   eUi])tischen  Fuuctioneu 

*t'obleme  der  Mechanik  treten  häufig  elliptische  Integrale  dritter 

;  in  den  Vordergrund.     Aus  den   hierhin  gehörigen  Arbeiten 

1  Dur  die  folgenden  älterou  hervorgehoben  werden,  unter  denen 

Btlich  die  erste  den  Integralen  einige  Aufmerksamkeit  zuge- 


t  hat 


Th^se  de  M^eanique.  Journal  de  Mathäm.  t.  XVII. 
p.88— U6.    Annee  1852. 

Ueber  die  Bewegung  des  tiaumpendels  mit  KUeksicht 
auf  die  Rotation  der  Erde.  Grelle  Jouru.  t.  50.  p.  52— - 
78,  IM— 186. 
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Lottner :  Reduction  der  Bewegung  eines  sehweren,  um  einen  festen 
Punct  rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptisdiai 
Transcendenten.    Grelle  J.  t.  50.  p.  111 — 125. 
Eine  sehr  schöne  Anwendung  der  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung   auf  dreifach   periodische  Functionen   enthält  die  sduni 
früher  citirte  Preisschrift  von  Rosenhain:  Möm.  sur  les  fonct  dt  ; 
deux  variables  et  k  quatre  päriodes.    (M^m.  präsent  p.  div.  savioi  ^ 
k  FAc    Paris  1851.    t  XL  p.  376).    Es  handelt  sich  hierbei  damii^ 
aus  den  Gleichungen: 

~  J      {\  —  X^x)\/x{\—x){\  —kko) 

{a  +  ßx)dx 


T^r= 


X^x)\/x{l—x){\  —  k^xy 
{a'+ß'x)dx 


(i  —  X^x)  \/x(l—x)(l—k^) 

/^« (a'+ß'x)dx 

/      {\  —  Xh^)]/x{\—x)(i—kkc) 

t/o 

Xi  und  X2  als  Functionen  von  u  uüd  v  zu  bestimmen.  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich  durch  Combinationen  etwas  transformiren,  sa 
dass  die  linken  Seiten  gu  +  hv,  g^u  +  h'v  werden ^  wo  g^Kf^^K 
Constanten  sind.    Setzt  man  einfacher  für  den  Modul  Ar: 

yx  =  smam  — ,  yx^  «=  smam • ,  l/xj  »*  smam  — -2, 

u  =  ?^',  2a  =  1,  2/9  =  —X\  A2  _  ^agin^am  — , 

^  2K  ^ay 

2/5  =  jrzyr^.k^mi^2Lm h^^smam  —  eosam — Jam-— , 

80  gehn  die  obigen  Gleichungen  nach  §  33  ttber  in: 

41)      W'   =   Wi  +W2j 

42)     2t;  =  log^^^^~^)^^^^^~'^)> 


Zieht  mau  die  Gleichung  7)  des  §  33  zu  Hltlie  für  x  ^=  u, 
■■  1*2,  SO  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  sin  am — — 
m- — ^,  d.h.  nach  41)  und  42)  eine  Gleichung  zwischen 
i  Quantitfiteu  und  it',  v  uud  <i.  lu  Verbindung  mit  der  Glei- 
=  Uf+ui,  oder 

2äm'  .  SA-fM,  +  M,) 

äin  Am  - — —   ^=    Hin  am  1/    ^=   am  am  ^  ^ 


jhftlt  man  auf  diese  Ai1  zwei 


l/xi,  sin  am 


ihungen  zur  Bestimmung  ron 
2A'u^ 


=  1/: 


a^ 


I  Function  von  u,  v  und  u. 

Es  i^  dieses  eine  Andeutung  wie  Rosenhain   das  Problem  be- 

ndelt  hat,  eine  Andeutuug,  deren  vollständige  Ausführung  zu  weit 

wttrde.    Setzt  mau  \/xi ,  ]/xi  als  Functionen  der  beiden  Va- 

and  f  ein,  so  findet  Bosenham,  dass  diese  Quantitäten 

ländert  bleiben,  bei  gleichzeitigen  Zunahmen  von  ei  uud  v,  so  dasa 

wenn  u  um  2ä'  zunimmt,     n  um     U     zunimmt, 

■      "t.0  „       ,    V    „     ix  „. 

Diwe  besondere  Art  von  dreifach  periodischen  Functionen  mit 
Tariabeln,   ba^irt  auf  elliptische  Integrale   dritter  Gattung, 
i  anr  als  eine  Art  Einleitung  zu  dem  eigentlichen  Gegenstand 
r  oben  bemerkten  angezeichneten  Abhandlung. 


Neunter  Abschnitt 


§  36.    Die  Traosformation  der  elliptischen  Fnoetlonen. 

Erste  ÜatersacIiaDgeii  Ton  JacobI,  betreffend  algebraische 

Prinelplen. 

Am  Ende  des  ersten  Abschnitts  ist  ein  Theorem  der  „Funda- 
loeota*  angetuhrt,  mit  dessen  Hülfe  sich  ein  eUiptisches  Differential 


2Ü6         « 

auf  beliebig  viele  Arten  in  einen  ähnlichen  Ausdrack  trtnifonnireD 
läsfit  Die  Vergleichung  derartiger  Differentiale  kommt  auf  die 
Vergleichung  elliptischer  Functionen  heraus,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Argumente,  wie  durch  die  Moduli  untersehddeiL 
Namentlich  der  letztere  Umstand  hat  Veranlassung  zu  einer  Beilw 
von  Untersuchungen  gegeben,  welche  man  unter  den  Namen  dm 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  zusammengefasst  hat 
Die  ungemeine  Ausdehnung,  welche  diese  ziemlich  schwierige  und 
verwickelte  Theorie  allmählich  gewonnen  hat,  gestattet  an  dieioi 
Orte  nur  eine  Hervorhebung  und  Deduction  der  wesentlichsten  Resul- 
tate, soweit  dieselben  bei  einer  einiger  Maassen  vollständigoi 
Darstellung  in  Betracht  kommen. 

Die  Basis  der  Untersuchungen  ttber  Transformation  ist  v- 
sprfinglich  eine  algebraische  und  findet  ihren  Ausdruck  in  im 
folgenden  Problem,  welches  Jacobi  an  die  Spitze  seiner  „Fundameoti' 
gesetzt  hat: 

„Quaeritur  Functio  rationalis  y  elementi  x  ejusmodi,  ut  ait: 

^ ^ dx ^ 

\/A'  +  B'y+Cy'^  +  iyy^+  E'y*       \/a  +  Bx+Cx^+  Dx^  +  Ex^' 

Hierzu  bemerkt  Jacobi  „Quod  Problema  et  Multiplicationeai 
videmus  ampleeti  et  Transformatiouem.'' 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  setze  man: 

1)      y  =  A'  +  B'y  +  Cy'^  +  B'y^  +  Efy^  = 
A\\-a'y){\-ß'y){\-Yy){i-6'y), 

wo  a%  ß%  Y  und  6*  beliebige  Quantitäten  sind.    Durch  U  und  F 
bezeichne   man   die  folgenden  Polynome  von  x^  welche  prim  n  j 
einander  sind: 

^=    &ü  +  ^1  ^  +  ^2  ^^  +  •  •  •  +  *«^- 

£b  iirt  dann: 

dx         dx        ^         * 
[(r  — ^  +  1)  ör  i>*-i  +(r— ^--l)a,ir--i]a:'^'"*  +  ...  +  aifco— Oo*!. 
Die  rechte  Seite  ist  höchstens  vom  Grade  r  +  ^ — i»  w«in  r 
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und  t  TOD  dnander  verschieden,  fbr  r  =  «  höchstens  vom  Grade 
r  +  *  — 2. 

In  dem  Aosdrucke: 

setze  man  1^=  -^.    Nach  1)  ist  dann: 

3)       ^  =  ^^        ^^  ,Ti 

/jP        \/A'{V—a'U){V—ß'U){y—YU){V—ö'U) 

Das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  auf  der  rechten  Seite 
der  vorstehenden  Gleichung  unterwerfe  man  der  Bedingung,  gleich 
dem  Product  eines  Polynoms  vom  vierten  Grade  von  x  in  das 
Quadrat  eines  Polynoms  derselben  Variabeln  zu  sein.    Man  setze: 

4)     A'  (F—  a'  U)  (V—  ß'  U)  (F—  7'  U)  (F—  d'  U)  = 
{A^Bx+  Cx^  +  Dx^  +  £x^)  T^. 

Gleichung  3)  nimmt  dann  folgende  Form  an. 

5)      iü  =  1  ^ 

l/T        J^\/A+Bx+Cx^  +  Dx^  +  £x^' 

^      iV       7 • 

Dft  in  Folge  der  Annahme  U  und  F  keinen  gemeinschaftlichen 

Faetcnr  baben,  so  ist  dieses  auch  nicht  der  Fall  mit  je  zweien  der 

Binome  V—afU^  V—ß'U,  V—fU,  V—&U.    Jenachdem  r^*,  ist 

Prodttct  dieser  yier  Binome  vom  Grade  4r  oder  4^.    Sei  zuerst 

^#.     Nach  4)  ist  dann  7^  vom  Grade  4r — 4,  also  7  vom  Grade 

2.    Es  ist  nun  identisch: 

^  ^dx  dx  dx        dx 

StUni  man  hierin  successive  e  »  a\  ß\  y\  6%  so  folgt,  dass 
jeder    quadratische   Factor    eines   der  Binome   F — a'^,    F — ß^ü 
fr —  y'fT,  F —  if  ^  in  der  ersten  Potenz  in 

'        dx         dx 

15* 


wo; 
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vorkommt^  mithin  auch  die  Gesammtheit  T  dieser  Factoreu,  es  \sX 
also : 

dx         dx 
T 

eine  ganze  Function  von  x.    Nun  ist  der  Zähler  dieses  Ausdrucks 

höchstens  vom  Grade  r  +  ^ —  1.    Für  r^^  ist  7  vom  Grade  2r— l 

Hieraus  folgt:    r  +  *  —  1  ^  2r — 2  d,  i.  *^r — 1.     Da  nun  auch 

r^Sj  so  ergeben  sich  die  beiden  Fälle  *  =  r  —  1  und  *  =  r. 

Nimmt  man  s^Vj  so  ist  T  vom  Grade  2; — 2.  Man  hat  dano 
r  +  ^ — 1^2* — 2,  d.  i.  r^s — 1,  woraus  in  Verbindung  mit  s^r 
die  beiden  Fälle  r  =  *  —  1  und  r  =  s  folgen. 

Diese  sämmtlichen  drei  Fälle  sind  in  dem  Falle  r  =^  s  ^  m 
enthalten,  wenn  man  setzt: 

wo  auch  eine  der  Quantitäten  bm  oder  Om  verschwinden  kann. 
Es  ist  dann  der  Ausdruck  in  7)  vom  Grade  2m  —  2,  es  ist  fisner 
T  vom  Grade  2m  —  2,  da  nun  in  6)  auf  der  rechten  Seite  der 
Zähler  alle  Factoren  des  Nenners  enthält,  da  ferner  beide  Poly. 
nome  von  demselben  Grade  sind,  so  ist  die  rechte  Seite  von  6) 
constant,  mithin  auch  M.  Die  Gleichung  7)  kommt,  abgesdiM  ; 
von  dem  constanten  Factor  My  auf  die  Gleichung  des  Problems  ib- 
rttck.  Die  gegebene  Differentialgleichung  ist  also  mittelst  dir 
Gleichung  8)  integrabel. 

Dividirt  man  in  8)  durch  eine  der  Constanten  ao;..^&bi*»^ 
welche  nicht  verschwindet,  Zähler  und  Nenner,  so  enthält  dar 
Ausdruck  fbr  y  rechts  2m  + 1  Constanten.  Da  in  7^  unter  im 
4m — 4  Factoren  2m — 2  gleiche  vorkommen,  so  erhält  man  eiB0 
gleiche  Anzahl  von  Bedingungen  zwischen  den  bemerkten  C<m- 
stauten.  Hieraus  folgt  unter  den  2m  +  1  Constanten,  enthalten  is 
dem  Werthe  von  §/,  bleiben  2m+l  —  (2m— 2)  =  3  arbiträr.  DiM 
drei  Constanten  lassen  sich  verwenden,  um  die  rechte  Seite  dar 
Gleichung  5)  auf  die  Normalform  der  elliptischen  Differentiale  toi 
Legendre  zu  bringen. 


Die  in  der  Glekhuag  8)  enthaltene  Substitution  nennt  Jacobi 
«ier  m""  Ordming,  oder  einfach  zur  Zahl  m  gehörig. 

Man  kann  in  der  Gleichung  5),  ohne  Beeinträchtigung,  ftr 
beide  Seiten  die  Normalformeu  annehmen  und  gelangt  dann  zu 
der  folgenden  Diäerontialgleicliung,  deren  Untersiichung  die  Trans- 
tbnnation  der  elUptiBclieu  Functionen  involvirt: 


9) 


dx 


l/(l_y»)(l_/V)        ^1/(1— .ri)(l-ftij:2)- 
In  der  roretehenden  Gleichung  sind  k  und  /  poBitive,  Ächte 
Brllrhe,  .V  ist  eine  Constante. 

Es  soll  angenommen  werden,  daes  y  mit  .r  verschwindet  Da 
ii»c.h  9)  y  soiu  Zeichen  ändert,  wenn  j;  in  ~x  übergeht,  so  muss 
in  der  Gleichung  8)  der  Zählei*  nur  ungrade,  der  Nenner  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthalten.  Es  bieten  sich  also  hier  zwei  Fälle 
diir,  entweder  der  Grad  des  Nenners  ist  um  eine  Einheit  höher 
wie  <ler  des  Zähleis  oder  umgekehrt.  Ist  also  m  grade,  so  muss 
in  &i  ff«  ■=  0  uein,  dagegen  fUr  ein  uDgrades  m  ist  6»  =  ü.  Diesen 
iieiden  Fällen  entsprechend  unterscheidet  Jacobi  (F.  p.  18  u.  I9j 
HubetituHonen  grader  und  ungrader  Ordnung. 

Die  äubstitiitiouen  giader  Ordnung  sind  in  folgender  Gleichung 
enthalten : 

-r (a  +  ,j,x^+a^x*  +  ...  +  a^, j^~»)  _  V 
'   '     "  ""  {+biX^  +  b.ix'  +  ,..  +  b„,x^  f" 

Es  sind  die  Binome  l'+U,  t'—t',  V+IV,  i' — lü  sämmtUch  vom 
Grude  '2m.  von  den  Factoren  [  +  x,  l — .r,l+A'j;,l — Ux  muBF 
ein«  der  Binome  je  zwei  enthalten.  Es  seien  ^,  ß,  C,  D  Polynome 
von  X,  Mau  kann  nicht  setzen  V-\-U  =  {\+x){l — x)A^  ^ 
(l  — x')4'.  Durch  Aeudemng  von  .r  in  — x  möge  A  in  ß  und 
r  in  5  fliwrgchon.  Durch  dieselbe  Aenderuug  geht  nach  10)  U  in 
—  t.  Über.  Die  Annahme  l'+C  =  (I— jr»)^^  fmrt  durch  Ver- 
uuechnng  von  x  mit  — x  auf  i' — i'  =  {1 — ->^*)Ä',  d,  h.  f'+U 
»nd  r — r,  mitbin  auch  f  und  U,  haben  den  gemeinschaftlichen 
Factor  1  —  j-^,  wae  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Enthält  also 
r-J-riweider  Facloren  1  +  .r,  i  — .c,  1  -i-  kx,  l  —  kx,  so  kann  dieses 
nur  das  Product  von  1  ± .»;  in  \±kx  sein.    Man  kann  also  setzen 
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11)     r+J7—  (l  +  r«;)(l+to)^»,    F— «7  —  (1— «)(1  — ifcr)Ä», 

12)     V+  lU  =  C^j    V—lü  =  D\ 
Die  Gleichung  für  V—U  ei^ebt  Bicli  aus  V+U  durch  Ver- 
tauschung  von   X  mit   — x.     Dann   mÜBsen  nothwendig  F+UT, 
V-^IU  vollständige  Quadrate  sein. 

Nimmt  man  k  als  gegeben  an,  so  ist  naeh  11)  F+t^dnnk 
\+x  und  i+kx  theilbar,  zwischen  .den  2mGonBtanten  a|,a2...(Ur 

hi...bm  der  Gleichung  8)  ergeben  sieh  zwei  Relationen.    Da  ferner 

V-\-U 
nach  11)  >         \/i   I  ^  \  ^^^  Quadrat  eines  Polynoms  vom  Grade 

\\  -^ X)\\  +  kx) 

m — 1  ist,  so  erhält  man  m — 1  Relationen  zwischen  diesen  Con- 
stanten. Die  Gleichung  V+lü  =  (P-  giebt  m  weitere  Relationen, 
so  dass  man  im  Ganzen  2+m — \-\-m  =  2m +1  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Quantität  /  und  der  2m  Constanten  der  Sub- 
stitution 8)  erhält,  wodurch  also  die  bemerkte  Substitution  voUstin- 
dig  bestimmt  ist. 

Die  Substitutionen   ungrader  Ordnung  sind  in  der  Gleichnng 

enthalten : 

.OK        _  x (g -f  gj x^  +  02^*  +  ' "  +  dmX^)         D_ 
1^;    y—      1 +ft^;j.2+ft2^4  +  ...  +  2,^a;2«    "    F' 

Da  in  diesem  FaUe  die  Binome  V+U,  V—ü,  V+  W,  F— W 
sämmtlich  vom  Grade  2m  +  1  sind,  da  femer  6^  in  — ü  durdi 
Vertauschung  von  x  mit  — x  übergeht,  so  kann  man  in  diesem  Falle 
setzen  : 

14)  F-f  ^=  (1-f  a:)^^     F— ^=(1— o?)^, 

15)  F+  /t/  =  (1  +  kx)  CP,  V—  W  =  {\—kx) D\ 
Es  sind  A^  B^  C  und  D  Polynome  vom  Grade  m.    Ninmit  man 

wieder  k  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  2m  -f  1 

Constanten  a,,.am,bi.,hm  und  des  Moduls  /  ebensoviele  Gleichungen. 

Es  muss  nämlich    V+U  durch    1  +  o-,   y+lU  durch  \+kx 

theilbar  sein,   was  zwei  Relationen    giebt.     Da  femer  nach   14) 

und  15): 

V+U      V+lU 

\+x'     \+kx 
vollständige  Quadrate  von  Polynomen  m^"  Grades  sind  so  erhält 
man  je  m  Bedingungsgleichungen,  also  deren  2m,  welche  in  Yer- 
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Intdimg  mit  den  beiden  erat  bemerkten  zur  BeBtimmong  von  / 
■nd  der  ConslAnten  der  Gleichung  13)  hinreichen.    Eine  Subistitation, 
—ftatten  in  der  Gleichung  13),  ist  also  vollBtändig  bestimmt 
Für  eine  Transformation  m^^  Ordnung  sei: 

1^ ^  J_  dx  _   U 

i/o— y*)(l— Py*)        ^l/(l— a;»)(l— A«a;»)'    ^  "    f' 
Für  eine  Transformation  von  der  Ordnung  mi  sei: 

^      |/(l_xi)(l-/iV)  ^1   l/(l-y2)(l_/2y2)'  Fj ' 

Die  beiden  Differentialgleichungen  16)  und  17)  geben: 

IgN     dz ^  _! dx 

l/(l— z«)(l— /i»z»)  ^1    l/(l— a:2)(l— ^2;,;2)* 

Es  ist  ^  die  höchste  Potenz  von  y  enthalten  in  i\  und  l\y 
r  jf^  die  höchste  Potenz  von  x  enthalten  in  U  und  J\    Setzt 

also  nach  16)  y  =  -=^  in  z  =  -ji ,  so  folgt  z  «=»  ^.-^    wo    Ui 

V  Kl  rj 

^1  Polynome  von  x  sind,  höchstens  vom  Grade  m.mi.    Aus 

Vorstehenden  folgte  dass  aus  zwei  Transformationen  von  den 

fraden  m  und  m^  sich  eine  Transformation  vom  Grade  m.mx  zu- 

inaetien  Ulsst    Allgemein  führt  eine  Zusammensetzung  von 

kosformationen  von  den  Graden  m,  mj,  nij....  auf  eine  Transfor- 

m   vom  Grade  m.mi.m^ Es  gilt  auch   die  Umkehrung 

Satses^  wie  später  gezeigt  wird,  dass  eine  Transformation 
Grmde  m.tni.m^,...  sich  herstellen  lässt  durch  successive  An- 
langen der  einzelnen  Transformationen  von  den  Graden  m,  nii , 
..  etc.  Was  die  Transformationen  ungrader  Ordnung  betrifft, 
brancht  man  sich  auf  die  ungraden  Primzahlen  zu  beschränken, 
denen  die  ungraden  Zahlen  bestehn.  Da  eine  grade  Zahl  das 
iokt  einer  Potenz  von  2  in  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  reduciren 
^Üeb  die  Transformationen  grader  Ordnung  auf  Zusammensetzungen 
^on  Transformationen  ungrader  Ordnung  mit  einer,  wenn  nöthig 
wiederholten,  Transformation  zweiten  Grades.  Hieraus  folgt  dass 
■jeh  alle  Transformationen  aus  Transformationen  zweiten  Grades, 
eombinirt  mit  solchen,  welche  zu  Primzahlen  gehören,  zusammen- 
letsen  lassen. 
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Mit  Beziehung  auf  die  wirkliche  Substitution  der  Werthe  tob 
Ify  definirt  durch  die  Gleichungen  10)  und  13),  in  die  Diflforential- 
gleichung  9),  bat  Jacobi  eine  Behr  schöne  Bemerkung  gmnadri^ 
welche  sich  auf  eine  genauere  Untersuchung  der  Gleichung  13) 
bezieht.  Den  eigentlichen  Ursprung  seiner  ingenieasen  Idee  hat 
Jacobi  nicht  angegeben,  derselbe  beruht  darauf^  wie  sehen  Legenkt 
bemerkt  hat  (F.  K  Prem.  SuppL  p.  10)  ^  dass  die  Differential^^ 
chung  9)  ungeAndert  bleibt,  wenn  x  und  y  gleichzeitig  ersetzt  wei 

—  und  Y ,  hierauf  auf  beiden  Seiten  der  gemeinschaftliche  Faeior 

-T-  unterdr&ckt  wird. 
t 


Der  Ton  Jacobi  gegebene  Satz  ist  folgender: 


ü 


Lassen  sich  die  Polynome  ü  und  V  m  y  ^^  -^    fttr 

Transformation  ungrader  Ordnung  so  bestinmien,  dass  donft 

1  \  V 

die  Substitution  von  —  an  Stelle  von  x.  -r  =»  tt^^i^ 

kx  '  ly        lü 

Stelle  von  y  tritt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen: 

Ü+V  ^  (1+x)^^     V  +  iU^  (\+kx)C^, 

eine  immer  Folge  der  andern. 

Durch  diesen  Satz  reduciren  sich  die  vier  Gleichungen  14): 

und  15)  auf  eine  Gleichung. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

ü  as  xtp(x^)f  tp(a;2)  =  a  +  ai  x'^  +  a^x^  +  •...  +  a»  x*" 

V  =  g<a:*),  g)(x^)  =  \ +  bi  x^  +  b2X^  + ...  +  bm  :x?^. 

Nach  13)  ist  dann: 

xtpjx^) 


19) 


Setzt  man  nun: 


^  kx^\k^xy 
so  geben  diese  beiden  Wertbe  von  y: 


ly 


y(^^)   _  _ 

Ixipipc^)        kx 


1  "^{ik)  • 
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oder  rechts  Z&hler  und  Nenner  mit  x**  multiplicirt: 

Bezeiehnet  g  eine  UnbeBtimmte,  bo  lässt  sich  die  vorBtehende 
CHIeichiiiig  durch  die  beiden  folgenden  ersetzen: 

20)    g>(x^)  =  gx^tp(j^^, 

21)     ln>{x^)  -  fffcx''-fp(J^^' 
Wegen  der  Gleichungen  19)  sind  aber: 

Polynome  2mten  Grades  von  x.    In   20)   und  21)  ist  also  g  con- 

stant    VertauBcht  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  x  mit  —  y 
80  fol^t: 

Jede   dieser  Gleichungen   mit  den  Gleichungen   20)   und  21) 
eombinirt  giebt: 

Die  Gleichungen  20)  und  21)  werden  hierdurch: 
23)     q>ix^)  =  k-\/l-'x^p(^j^^,  tpix^)  =  ^|/*x*-9.(~). 

Jede  dieiBer  Gleichungen  ist  Folge  der  andern. 

Nach  19)  ist: 

24X     y+1'       <p{x')  +  xy){x^) 
^     {+x  \+x 

Der  Voraussetzung  nach  ist  die  linke^  mithin  auch  die  rechte 

S^te,  das  yollständige  Quadrat  eines  Polynoms  m^^^  Grades  von  x. 

Man  setze  r-  Btatt  x  und  multiplicire  auf  beiden  Seiten  mit: 
]Sach  23)  und  19)  ist  dann: 


»4 


°°*   l  +  kx' 
Ist  also  ■         ein  Quadrat,  so  ist  dieses  auch  mit  der 

Fally  wodurch  das  obige  Theorem  bewieaen  ist. 
In  der  zweiten  Gleichung  23),  nämlich : 


25)    ip(a;2)  =  k^ 


\/t^<p{]^^ 


setze  man  für  g){x^)  und  ^(x^)  ihre  Werthe   aus  19).    Es  folgt 

dann : 

a+aiX^  +  OiX^  +  a^x^  + .....  +  OmX^  ^ 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  folgende  Relationen: 

bm  bm^i  k^  bm-2  Ar* 

a  =  — ,  «i  =  ,  «2  =  » 

^  ^  ^ 

Es  ist  also  nun  nach  19): 

Diese  Werthe  von  9)  (x^)  und  tpix^)  setze  man  in  die  Gleichung 
24)  und  femer: 

27)     il±-^=  (l  +  a,.t:  +  aja;2  + a^x^y. 

X  "fr  X 

Die  Substitution: 

in  die  Diiferentialgleichung  9)  ist  dann  auf  die  Untersuchung  der 
Gleichung  27)  reducirt,  oder  besser  nach  24)  und  26)  auf  folgende: 


»)  {+- -ym^ 

—  (l+a;)(l  +atX  +  a^x^  +  ....  +  an,xl^)\ 
Die  VergleichoDg  gleicher  Potenzen  von  x  giebt  fUr  fti,  b^.... 
By  2m+l  lineare  Gleichungen,  aus  denev  sich  ohne  Schwierigkeit 
1+  1  Gleichungen  zwischen  ai,  02,  ...Om  und  k  und  /  ergeben.  Die 
Smination  yon  aiy  02,  ...Om  zwischen  diesen  Gleichungen  führt 
■f  eine  Gleichung  zwischen  k  und  /.  Es  können  flbrigens  k  tmd  l 
fKMge  Quantitäten  sein,  da  die  vorhergehende  Deduction  keine 
kBMhme,  weder  über  die  Grösse,  noch  über  die  Realität  von  k 
ii  /  Toranssetzt. 

Setzt  man  nach   19)  F  >»  ^{x%   U  t^  xv^{x^\  so  ist  nach 
r)  ttsd  29): 

30)     F+f/—  (l  +  a;)(l+ai  x4- «20:2  +  ....  +  amO^m)*. 
Hierin  — x  statt  x\ 

>1)     V—V^  (1— ä:)[1  — Ol. r  4- «2^:2 +  ...  +  (— 1)*"««^?. 
Die  Gleichung  30)  giebt,  x  mit  t-     vertauscht,     darauf    mit 

KX 


mnltiplicirt: 

)      r  +  /(/  «  l/jpcfi  (!+*«)  («»+  «.^lAra;....  +  A«af")». 
Hierin  — x  statt  xx 

)     V—  II  =  \j  -j^x  iS—ft£)  {a^—a^x  Aa;+. . .  +  (— iyA"a:")'. 

Mittelst  der  Gleichungen  30) — 33)  und  y  =  —  wird  die  Glei- 
VD%  9):  

■f-cf,  x  +  Oj X»  + . . .  +  «„a:") (1  +a,  a;4-a2f*...  +  (— l)'"a„a-")x 
(a,+  o»_,*x  + ...  +  Ä-a;")  (a„— ...  +  (—  l)-A-«a-"). 
Dnreb  diese  Gleichung  ist  M  definirt.    Für  x  =  0  ist  i/  ■=  0, 

—  1,   ^  =  7=fei-    ^*®  Gleichung  34)  giebt  ftr  a;  =  0: 

3»)    ^jTJ^:  =  «"l/';p^.- 
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Die  Vergleichung  der  Factoren  von  x*^^  in  der  Gleichung 
29)  giebt:  

36)      al  =  y  —j-  • 

Aus  25)  folgt  hierdurch: 

hm      ^   1 


37) 


wodurch  die  Bestimraung  von  M  von  derjenigen  von  h^  und  /  ib- 

hängig  gemacht  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  algebraischen  Htifh 
mittel,  nebst  einigen  Erläuterungen,  mitgetheilt,  deren  sich  MM 
zuerst  bei  seiner  Behandlung  des  Transformationsproblems  bedM: 
hat.  Eine  Andeutung  hiervon  enthalten  die  Auszüge  zweier  %nA 
Jacohi's  an  Schumdcher  vom  Jahre  1827,  enthalten  in  „Astrono»^ 
sehe  Nachrichten"  t.  7.  p.33— 38.  (Nr.  123).  Ebendaselbst  p.133- 
142  (Nr.  127)  findet  sich  eine  weitere  Mittheilung  von  Jacobi  aateri 
dem  Titel:  „Demonstratio  theorematis  ad  theoriam  functiou 
ellipticarum  spectantis",  zu  welcher  Z^^^mir-e  (p.  201 — 208,  Nr.  IM) 
eine  Anzahl  interessanter  Bemerkungen  gemacht  hat  Bedeateal 
erweitert  erscheinen  die  rein  algebraischen  Untersuchungen 
p.  1 — 20  der  „Fundamenta*".  Ein  weiterer  Erfolg  in  dieser  Ridituf  ] 
ist  wegen  der  steigenden  Complication  der  Rechnungen  nicht 
erwarten.  Die  Anwendung  der  Gleichungen  26),  28)  und  29)  wil 
die  Gleichung  9)  ist  schon  für  m  =  1  und  m  =  2  nicht  (ÜMi 
Weitläufigkeiten,  welche  bald  durchblicken  lassen,  dass  auf  diemj 
Wege  die  Bestimmung  der  Constanten  b^,  b2,...bm  der  Gleiehi 
26)  und  28)  für  den  allgemeinen  Fall  nicht  gesucht  werden 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen  führt  Jacobi  den  Begriff  der 
tischen  Functionen  ein  und  beginnt  auf  p.  36  der  „Fundameiti'l 
mit  Hülfe  derselben  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  dffi 
Transformation.  Während  l)isher  die  Deductionen  eine  grosse  logl* 
sehe  Schärfe  zeigen,  tritt  auf  p.  36  plötzlich  eine  vollständige  Dil* 
continuität  der  leitenden  Ideen  auf,  Jacobi  stellt  sein  Theorem  aii( 
ohne  die  mindeste  Andeutung,  wie  er  dazu  gelangt  ist  Man  könsts 
hier  der  Vermuthung  Raum  geben,  wie  dieses  auch  schon  geschelffli 
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Mb  Jacohi  durcli  gilflckliehe  Versuclie  auf  seinen  Satz  gekommeu 
ft  Iii  Nr.  13<l  der  „Antmu.  Nat;hr.''  ändeii  ttieb  folgende  Worte 
B  Legatare: 

\  .loi  OD  doit  regretter  que  l'auteur  rempliese  la  täche  qu'U  s'eat 
^'ItuIKMte  par  une  uorte  de  divhiatioii ,  »au»  tinus  mettre  daus  le 
I  wcret  des  id^ä»  dont  la  filiation  t'a  aineii^  progreBsivement  k 
L  la  forme  que  doit  avoir  l~-i/  pour  satiafaire  aux  cuuditiona  du 
ftprobl^me.  Au  reste  cette  »uppression  des  idäeu  iuterinädiaii'eB 
Ifexpliqae  aHsez  naturelleineut  par  la  necessit^  de  ne  paa  donuer 
Hrop  d'^teudue  k  une  d^nioD»tratiou  «{ui  devait  etre  iusi^räe  dane 
mn  jourual  scientifitiue;  et  il  e&t  i\  croire  igue  quand  Tauteur 
Lduiuiera  uu  iibre  eoura  au  d(.-veiop{)ement,  de  se»  id^es,  daus 
I  in  »Qvra^  i-oiupuBä  ad  boc  il  r^tablim  le»  iutermediaiics  dout 
Lrftb«euce  se  fait  remarquer." 

l  Dieser  Wunsch  ist  leider  nicht  iu  ErfUiluug  gegaugeu,  die 
^hiidameuta"  zeigen  in  diesem  Puncto  liiie  üebr  bedauerliirhe 
^■ke,  welche  dorn  Studium  die^e»  auMgezei(.'hueten  Werke»  eine 
^^t  leicht  zu  Überwindende  äcbwierigkelt  eutgegeustelleu  utusttte. 

I      f  36.     Das  Problem  der  TraiiHforaiatioii  uacb  Abel. 
k      W&hreud  Jacubt  sich  darauf  beHcbräukt  hat  die  rationale  Glei- 
HiV  xwiwbeu  x  uud  y  binzuatellen,  In  der  Form: 
uo  +  «1  .c  +  «1  ^'^  + . . .  +  Onzr 

Htfebe  der  Differeutiaigleiehung: 

^m       2)  '^y  =  1  ^ 

^^■flgt,  ist  Abel  mehrfacb  auf  die  Integration  der  vorstehenden 
^Htereutiiilgleichung  BurUekgekomnien.  Jacohi  bat  Zähler  und 
^Hsner  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  als  Producta  von  Fac- 
^Hbd  in  Beziehung  auf  .r  dargestellt  (Fund.  p.  36).  WinI  der  so 
^Hnltene  Ausdruck  in  PartialbrQclie  in  Beziehung  auf  .r-  »erlegt, 
^Vergtebt  sieb  fUr  x  ein  Ausdruck,  welcher  den  Auegangspunet  der 
«raten  L'uterHUchungen  vou  Abel  bildet,  euthalten  im  §  IX  eeiuer 
liei'bercties     Bur     les     Ibuctione    elliptiqueB"    (Orelle.   Joum.   t.  'i. 


1) 


2&S 

p.  169—181,  Oeuv.  1 1.  p.  230—242).  Diese  erste  Behaadlsng  da 
ProbleitiB  der  Transformation  ist,  wie  bei  Jacohij  rein  qmthetiMil; 
der  Ausdruck  für  y  wird  ohne  weitere  Begründung  "ku^etMlt  ttid 
dann  bewiesen.  Die  weiteren  Untersuchungen  yon  Abel  ftb^  diesen 
Gegenstand  seigen  eine  Tiefe  der  Auffassung,  verbunden  mit  einen 
Reiohthnm  fiberraschender  Ideen,  welche  allein  hinreichen,  die  & 
innenmg  an  sein  wunderbares  Genie  in  der  Geschichte  derlCal!»- 
matik  lebendig  eu  erhalten.  Wird  die  Gleichung  13)  des  veiker 
gehenden  §  angenommen,  so  findet  Abel  f&r  eine  ungrade  ZtU 
2m  +  ^9  d.  h.  nach  Jacohi's  Bezeichnung,  fttr  eine  Transformatioi 
von  der  Ordnimg  2iii  + 1  >  dass  k  und  /  durch  eine  algebnÜMko 
Gleichung  vom  Grade  2m +  2  verbunden  sind,  welche  Gkkhuf 
sieh  mit  Hfllfe  von  Gleichungen  niedrigeren  Grades  lösen  \käii 
wenn  2m  + 1  keine  Primzahl  ist  Hierbei  setzt  Abel  in  der  CH» 
ehung  2)  /  und  k  als  beliebige  Quantitäten  voraus.  (Cr^Ia  JJ. 
p.l77.)    In  dem  folgenden  §  X  wird  ein  besonderer  Fall  der6M- 

chung  2)  behandelt,  wenn  l  =  k  und  -^  eine  complexe  Zahl  ilL 

Uebrigens  hat  die  Form,  deren  sich  Abel  für  y  bedient,  q)iter 
J€u:obi  benutst  in  der  Abhandlung:  ,,De  functionibus  elliptieis oon- 
mentatio  altera^    (Grelle.  J.  t.6.  p.  397— 403.) 

Eine  Begründung  der  Lehre  von  den  eUiptiselidn  Intepatai 
nach  Art  der  Behandlung  von  Legendrej  hat  Abel  in  dem  „Prieii 
d'une  thöorie  des  fonctions  elliptiKiues^  gegeben.  (Grelle  J.  t^ 
p.  236— 277,  309—348,  Oeuvr.  I.  p.  326— 408.).  Dioee  saharftioBip 
Abhandlung,  w^ohe  in  Folge  des  frühen  Todes  des  Ver&sfler» 
unvollendet  geblieben  ist,  enthält  nicht  im  eigentlichen  Sinne  eine 
Lehre  der  elliptischen  Functionen,  deren  nur  in  der  EinMtMl 
gedacht  ist.  Die  Untersuchungen  beziehn  sich  wesoitlieh  auf  A 
elliptischen  Integrale  und  basiren  in  dem  Theile,  welcher  sieh  ui 
die  Transformation  dieser  Integrale  bezieht^  auf  einer  sehr  gäk 
vollen  Anwendung  des  AdditionstheoreniB  von  Euler.  Das  Prabta 
der  Transformation  bildet  den  Inhalt  von  Ghap.  lY  und  Y.  Di^ 
ersten  algebraischen  Betrachtungen  sind  denen  von  JacM  (vcq^ 
f  85)  analog.    Abel  betrachtet  nun  in  der  Gleichung  1)  naigdBuhrt 
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Fuiictiou  von  j/,  wodurch  ak-h  »j  Werthe  fllr  .t  ergebeu.     Sind 
^1  KWei  dieser  Werthe,   so  musB  jeder  dereelbeu   der  Diffe- 
äal^HchuBg  2)  genllgeu,  mau  erhält  so  zwei  Gleichungen,  deren 
;e  SeJlflu  eJnaoder  gleich  »iud.     HierauK  folgt  unmittelbar: 
dx-i  dx 

l/(i_j-|j)(i_A-:tj-,i)  ~  ^/^z:^y(p^k^y 

Dieae  Gleichung  iutegrirt  giebt: 


_  j:|/(l  — a')(l— A''a')  +  <i|/(l  —»*)(!  -^ifr\c^ 

*'  ~  I  ~"a%v*  ' 

«ine  Couittaute  it^t.  Auf  diese  Rektiuu  basiit  Abel  seine  Un- 
ihungeu,  welche  wesentlich  die  MultiplicatiounfornieUi  der 
iwcbeu  Fuuctionen  vorautiHetzeu,  d.  h.  die  AusdiDcke  von 
attu,  coaamHu  und  Jaiii^u.  Uie^e  Ausdrucke  lasäeu  »ich 
I  wiederholte  Anwendung  des  Euler'acheu  AdditionstheoremH 
So  uugemeiu  interessant  die  vou  Abel  gefundeuen  Re- 
tte Mind,  namentlich  in  den  Tlieilen,  welche  Anwendungen  vou 
Lehre  der  algebraincheu  Gleichungen  enthalten,  lässt  sich  der 
Weg  uicht  Wühl  Übersichtlich  augeben,  ohne  die  Abhand- 
e  Reibst  einem  grosseu  Theile  ihres  Inhalts  nach  reprodueireu 
mUiiseu.  Eine  meisterhaHe  Behandlung  des  Problems  der  TrauB- 
DUitiüu  ist  enthalten  in  dem  Aufsätze: 

.Sulutiou  d'uu  Probleme  g^u^ral  concenianl  la  transformation 
de»  fonctions  elUptiques".  (Astronomische  Nachrichten,  Uaud  VI 
p.  365— 388  Nr.  13S.     Altmia  1828.     UeuvreM.  1. 1.  p.  253— 274.) 

Kine  Folge  hierzu  bildet: 
■Addition    au    memoire  sur    les    fonctions    elUptitiueB".    (A.  N. 
tVü  i).33— 44,  Nr.  147.     Altona  1829.     0.  t.1.  p.275— 287.) 

t^N  JHt  namentlich  diese  letzte  Abhandlung,  vou  welcher  im 
riteuden  die  Hede  seiu  soll,  welche  bei  der  TrauBfonnation  Prio- 
l^en  anwendet,  die  vou  den  algebraischen  Uetrachtungeu  wesant- 
B  temchieden  sind.  Einige  KUpplemeutäre  Formeln  hierzu  sind 
^Ileu  in:  „Note  sur  quelques  formales  elliptiques"  (L'relle  J. 
t  11.85—93,  Oeuv.  1.  p.  299— 308). 
Der  Complementärmodul  von  /  sei  i',  so  daas  l^  +  i'''  =  1. 
aiiipreobendeu  Integrale  bezeiche  mau   durch  L  und  L',  also: 
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n  n 


Nach  den  algebraiBcheu  Betrachtungen  des  vorhergehenden  f 
Über  die  TranBformation  grader  und  ungrader  Ordnung,  kann  man 
in  der  Gleichung  1)  die  Gonstanten  a^jaij..amj  &o,  ....^«ais 
bestimmt  ansehu«  Die  Werthe  derselben  hängen  von  ülgebraischei 
Gleichungen  ab,  einem  bestimmten  Systeme  von  Werthen  derselben 
entspricht  ein  Werth  von  y  in  Function  von  x.  Das  allgemeuule 
Problem  der  Transformation  nach  JacoU  besteht  nun  darin,  die 
sämmtlichen  Werthe  der  bemerkten  Art  von  y  zu  finden,  welche 
der  Differentialgleichung  2)  Genüge  leisten.  Abel  formuliit  d» 
Problem  in  etwas  anderer  Weise,  indem  er  die  Aufgabe  stellt: 

Tronver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquelles  on  pourra  satii- 
faire  ä  Täquation  diffärentielle  2)  en  mettant  pour  y  une  fonctiei 
alg^brique  de  x,  rationnelle  ou  irrationnelle.^ 

Es  sei  f{yj  x)  =  0  die  gesuchte  algebraische  Relation 

X  und  y,  welche  der  Differentialgleichung  3)  genügt    Der 

heit  halber  soll  angenommen  werden,  dass  x  und  y  gleicl 

verschwinden.    Setzt  man  in  der  Gleichung  2): 

X  =  sinam(t<,  A:),  y  =  sinam(t^,  /), 

so  folgt: 

,  du 

also :  t^  ===  -1^  da  tii  mit  u  verschwinden  solL    Die  Werthe  von  x 
und  y  sind  folglich: 

4)  o:  =  sin  am  (t^,  *),    y  =  sinam(-j^/J . 

Die  algebraische  Gleichung  /(y,  o*)  =»  0  geht  durch  Substitih 
tion  dieser  Werthe  von  y  und  x  über  in: 

5)  fl  sinamf~,/j>  sinamf«,*)    —  0. 

In  dieser  Gleichung  ist  u  allein  variabel,  dieselbe  muss  also 
fttr  einen  beliebigeu  Werth  von  u  best^hn«  Man  vertausche  «  mit 
u  +  ApE  und  mit  u  +2p  KU,  wo  p   eine  ganze  Zahl  bedeutet 


i 


Bin  am 
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m  smtan(u  +  ApÄ'yk)  =  ßmam(ujk),  ümsLm(u  +  2pICUyk)  = 
n9m(uyk)y  80  leitet  man  aus  der  Gleichung  5)  die  beiden  fol- 
Bnden  ab: 

6)  r[smsm(^'^^^,l\  8inam^tt,^)1  ='ü, 

7)  /  flinamf""^ -^ — i,/j,  sinamfw,Arj    =  0. 

Die  Gleichungen  5),  0)  und  7)  zeigen  nun,  dass  der  algebraischen 

BUehimg  /(y,a;)  =  0  fUr  a:  =  8inam(w,/r)  die  Werthe 

/u    \      .         /u  +  ApK  \     .        /u  +  2pICU  \ 
IS'V'  8mam(^— ^,/j,  8mam(^— j^,/j 

tn  y  entsprechen.  Wegen  der  Unbestimmtheit  der  Zahl  p  ist  die 
lUahl  dieser  Werthe  unendlich  gross,  da  aber  die  Anzahl  der 
Berthe  von  y  eine  endliche  sein  soll,  so  muss  dieses  auch  mit 
m  obigen  Werthen  der  Fall  sein,  d.  h.  dieselben  können  nicht 
le  unter  einander  yerschieden  sein.  Sind  fi,  ^\  Vy  v'  ganze  Zahlen, 
I  erfordert  die  aufgestellte  Bedingung  die  Gleichungen : 

/w  +  VZ  A  fu+4fiK  \ 

g,nam(^ M '7  =  ^^^^^\M — 'V' 

br: 

Jl^^^^  +  4gL  +  2g^LUy-^^      .--+AhL+2h^L% 

»  ^,  h,  g^y  Vy  ganze  Zahlen  bedeuten  und  Z,  Uy  durch  die  Gleichungen 
definirt  sind.    Setzt  man  einfacher  ^' — (i  =  p  und  v' — ^  =  p', 
i  also  p  und  p'  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  gehn  die  Gleichungen 
aber  in: 

9)        ^  -  AgL  +  2JiLiy    ?2^  =  4^Z+2Ä'Z'i, 


smam 


if       pK^2pK'    M       p'K'rp'K'' 
Der  doppelte  Werth  von  M  giebt: 


/r/ 


Nimmt  man  zuerst  mit  ^fre/  an,  dass  Ar  und  /  ächte,  positive 

las«p«r,  «Ulpt»  PaaottoMn.  16 
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Brttche  sind,  aJs«  K,  K',  L  und  L'  reelle,  positive  Quantitttea  ^ 

deuten,  so  giebt  die  Gleiehung  11)  durch  Trenuung  dei  reelln 

und  imaginären  Theile: 

gj^        h'L'      hU^ yz 

pK  ^  YE"    2pK  ~       p'K' 
oder: 

hK'L'  _       V 


.      gEf  _h^ 


Diese  Grleiebungen  bestehen  entweder  gleichzeitige  oder 

derselben  verschwindet  identisch^  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungei; 

auf  eine  redueiren.    Es  werde  zuerat  dieser  zweite  FaD  betrachteL 

Dwa  ist  /  =  0,  Ä  =  0  oder  ^  =  i),  ä'  —  0.    Für  ^  =  0,  K^h 

giebt  die  erste  Gleichung  9)  in  Verbindung   mit  der  ersten  61» 

cbung  1?): 

gl        gEf 


^^^     M-  pK^ 


/  f/ 


A'Z 


pK  p'L' 

Ffir   den    vorstehenden  Werth  von  M  wird  die  Differential- 
gleichung 2): 

dy  gL  dx 


14) 


i/(r 


- y») (1-/1  y2)        i^Ä-  ^/(l_a;2)(l— *»a:>)* 
Die  Annahme  ^  =  0,,  V  =»•  9,  fOhrt  aus  den  zweiten  CMeichongei 


9)  und  12)  auf: 


FUr  den   vorstehenden  Werth  von  M  wird   die  Differential- 
g^eichung  2): 

'    1/(1  —  y»)  (1  -  /2  y»)  °°  P'  E'  i  |/(i  _  X»)  (1  —  A»  X»)' 
Setzt  man  in  der  Gleichung  16): 


17)    X  = 


zt 


so  geht  dieselbe  über  in: 

dy 


/r 


2^'Z 


<fo.- 


t/(l  — y2)  (1>  —  /»yi)       P' K'  l/Cl—z») (!  —  *'*«')* 
Diese  Gleichung- untersoheidet  f<icb- vo»  der  Gleichung  14)  nur 
citticjbk  /V^rtttMBohqng  von  k  mit  /K,  durch  diesaUMVaiteBBalmnggät ; 
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die  zweite  Gleichung  13)  in  die  zweite  Gleichung  15)  über.  Der 
Fmll  ^  «*  0,  V  »=  0  läsgt  Bich  also  mittelst  der  Gleichung  17)  auf 
den  Fall  ^  *»  0,  A  >»  0  reduciren. 

Bestehn  die  Gleichungen  12)  gleichzeitig,  so  ergeben  sich  f&r 

y  oDd-^  eonstante  Werthe^  mithin  auch  für  die  Moduli  k  imd  /, 

welche  niebt  mehr  ganz  beliebig  sein  k^hmen.    Man  findet  leicht: 


18^     ^~  =2^1/-^ 

wo  g^  oder  h  negativ  sein  tHus^.  Wenn  dieser  Fall  nicht  die  Be- 
deutung der  Yorhergehenden  Fälle  hat,  so  ist  doch  die  von  Abel 
angewandte  Behandlung  von  grossem  Interesse.    Nach  10)  ist: 


da  nun  nach  12): 


m  ist  auch: 


M       pK'^  2pK' 


2p  Ä^"      p'Ef 


1         gL  ,    Ig'L 


M       pK  '  p'KH' 

Setzt  man  dieeen  Werth  von  M  in  die  Differentialgleichung 
2),  8a  ist: 

*         1/(1  — y»)(l— /«y»)  ^^^  VE^i)  1/(1— a;»)(l— Ä^^p»)' 
Man  setze  mm  mit  jtbel: 

20)  ^      -  =  iL  ^ 

'    l/(t  — r*)(f— /«t^«)        M(/(i_a*2)(l— i^io:»)' 

2j\  <fay  ^   2/Z  ^£ 

1/(1— ir«^(l— P,^«)         it)'^'iY(i_a:2)(i_^2^2y 

djum  wird  die  Glicichung  19): 

1/(1— y»)(i-^r^  ~  l/(illv«)(i— /2t;2)    i/(i:=r«,2)(i_/2^2)- 

Hiemua  folgt  nach  dem  Additionstheoreme  yon  Euler: 

ns  ts  -  «^»^a-^)<i-/>^^)  +  ^l/(i-t^^)(i-Pt>^) 

16' 
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Lassen  sich  v  und  w  aus  den  Gleichungen  20)  und  21)  in 
Function  von  x  ausdrücken ,  so  giebt  die  Oleichung  22)  y  in 
Function  von  x.  Die  Gleichungen  20)  und  21)  fallen  mit  den 
Gleichungen  14)  und  16)  zusammen. 

Sind  k  und  /  positive,  ächte  BrUche,  so  hängt  die  Transfor- 
mation wesentlich  von  der  Integration  der  Differentialgleichung 
14)  ab,  mit  der  Bedingung  nach  13): 

Da  nun  /,  1%  L  auf  dieselbe  Art  von  e  abhängen,    wie 

A-,  /f'  K  von: 

g  =  e 


und  nach  23): 


e  =  ^  =  ^    j 


so  folgt,  dass  der  Werth  von  /  sich  aus  dem  Werthe  von  k  ergiebt, 

wenn  in  demselben  q  ersetzt  wird  durch  ^  ^ ,  wo  fi  und  i»  positive» 
ganze  Zahlen  sind.  Dieses  ist  das  Resultat,  zu  welchem  Abel  in 
der  bemerkten  Abhandlung  gelaugt.  Dass  die  Bedingung,  enthalten 
in  der  Gleichung  23),  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hin- 
reichend ist,  beweist  Abel  auf  eine  sehr  schöne  Art  durch  Anwendung 
des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Factoren  der  unendlichen  Producte, 
welche  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  bilden. 
Die  hierbei  nöthigen  Betrachtungen  sind  im  folgenden  §  ausfUhrlich 
behandelt. 

Um  von  vorneherein  eine  unnöthige  Complication  der  Rech< 
nungen  zu  vermeiden,  sollen  einige  Vereinfachungen  bei  der  Be- 
handlung des  Transformationsproblems  angemerkt  werden,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  in  23)  enthaltene  Bedingung,  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  14)  hinreicht. 

Dem  Modul  /^  und  seinem  Complemente  //  mögen  die  Integrale 
Li  und  Lx*  entsprechen.  Man  ersetze  die  Gleichung  23)  80wie  die 
Gleichung  14)  durch  die  folgenden: 


26) 


27) 
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dt  gLx  dx 


|/(l_/i)(l_/,2^i)  K  |/(i_a;2)(i_/t2a;2)' 


l/(l_^)(l_/^1^2)  Z    l/(l_y2)(l_/2y2)- 

Der  Voraussetzung  nach  lässt  sich  nach  24)  in  26)  t  algebraisch 
durch  X  ausdrücken  y  und  ebenso  ist  nach  25)  aus  27)  t  eine  alge- 
braische Function  von  y.  Die  Gleichsetzung  beider  Werthe  von  / 
fthrt  auf  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Die  Gleichung 
14)  folgt  aus  der  Gleichung  26)  ttir  l  =  i^  und  p  ^  1.  Es  soll 
im  Folgenden  der  Einfachheit  halber  p  =  i  genommen  werden. 

An  Stelle  der  Gleichungen  12)  und  14)  treten  dann  die  fol- 
genden : 

dy  ^L  dx 

I  Z' 

wo  ^  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Ist  g  ein  Product  von 

Factoren,  so  sei: 

ff  ■=  ni .  n2 .  W3 . . .  n^, 

"WO  niyn^...n    Primzahlen  sind. 

Die  Integrale,  welche  einer  Reihe  von  Moduln  /, /i, /s,../y_| 
and  deren  Complementen  entsprechen,  seien :  L,  Li,  Li...  L^^__^  und 

Die  Gleichimgen  28)  ersetze  man  durch  die  folgenden: 


^ L   dx 

\/(i-yi)jr—l*^  "  ^^l/(l-x»)(l— *»^'»)' 
X'  IT- 


^/(l_y»)(l  _/iyl)  ••  Z:,  l/(l_y,J)(lI--/,2y,2)' 

L'  L\ 

l/(i-yi')(i- /.* yi')         A  i/(i  -  j/,»)  (1  - /a'yjO' 

Z 1  ^2 

Zi  Zj 


•         •         • 
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l/(i-yV_i)(i-^^,y^_i)       "   ^  i/(i-x«)(i-A«x«)' 

'-'v-v  Ef 

L     ,  ^  K 

Lassen  sich  diese  Dififerentialgleichimgen  alg^braiBch  integriren, 
so  reducirt  sich  di^  Herstellung  der  (rleiehung  f{y^x)  »>  0  auf  die 
Elimination  der  Quantitäten  yxjy^j>..y  _.  zwischen  einem  Systeme 
von  V  algebraischen  Gleichungen.  Der  einfachste  Fall  der  Gleidmog 
28)  setzt  also  g  als  Primzahl  voraus;  da  sich  alle  andern  Annabrnn 
auf  diesen  Fall  reduciren  lassen,  so  bleiben  nur  die  beiden  Vorui- 
Setzungen  übrig  ^  »=  n,  wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist^  und  ^  d 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  28/  x  und  y^  ferner  k   , 

und  ^  so  folgt: 

dy_^  JL ^ 

^  —  ML 

L        gK' 

Es  ist  also  ^  in  —  ttbergegangen.    Für  die  einfachsten  reell^^ 
Transformationen  geht  also  q  über  in: 

wo  n  eine  ungrade  Primzahl  bedeutet. 
Die  von  Abel  gefundene  Belation: 

U         K' 

findet  sich  auch  bei  Legendre  auf  anderem  Wege  dargestellt  (Fon^ 
eil.  Supplement,  p.  17, 19.  u.  f.) 

%  37.    Die  Theta-FunGtionen^  fOr  welche  q  durch  9"  ersets-« 

ist.     Die  erste  reelle  Transformation  Ton  Jacobi. 

Uebergang  vom  grosseren  zum  kleineren  Modul. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

7/(1-«") -»>(«), 
»—1 


S47 
ist: 

In  dieser  Gleichung  werde  x  durch  nx  und  q  durch  q*^  Ersetzt. 
ist  dann: 

2)     ^  {nx,  g»)  =  9)  (^)  //  <1  —  V^**~^^«os  2«^  +  ^*"2) ). 

5—1 

Der  Einfachheit  halber   sei   n  eine   ungrade  Primzahl.     Bei 

eser  Darstellung  drängt  sich  fast  von  selbst  der  Gedanke  auf, 

den  Factor  des  unendMchen  Products  auf  der  rechten  Seite  der 

rleichung  2),   mit  Hülfe  des  Theorems   von   Cot  es   zu   zerlegen. 

y^  Ausführung  dieser^  geistreichen  Idee  hat  zuerst  Abel  gegeben, 

fid  ungemeine  Leichtigkeit  auf  diesem  Wege    das  Problem    der 

'fraüBformation  zu  behandeln,  hat  Jacobi  schon  sehr  frühe  erkannt, 

^  ein  Brief  desselben  vom  Jahre  1828  an  Grelle  zeigt,  welcher 

■•er  dem  Titel:  „Suite  des  notioes   sur  les  fonotions  elliptk|ues'' 

^dritten  Bande  (p.  303  —  310)  vom  Journal  für  Mathematik  ab- 

*^ckt  ist 

^Vach  dem  Theorem  Ton  Cotes  ist  bekanntlich: 

3)  1  —2p^  cos2na;  +p«»  = 


n  [l-2j,co82(a;  +  ^)+/»»] 


r-=0 
t 


n  1^1  _2^cos2(x4-'-j) +;>']. 


r-    '^^ 


Duir^h  einige  einfache  Transformationen  lässt  sich  auch  fol- 
de  ^^ppelgleichung  aufstellen: 

4)  1— 2p»cos2na:+;>*"  = 

II — 1 


t 


k  . 
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Wendet  man  die  Gleichung    3)    auf  die   Gleichung   2)   m, 
so  folgt:  ^ 


»--1 


9^(9")  /7_^  ^  [l -2^»  cos  2  (x  +  ^)  4- «*-«]. 


r , 


Man  erhält  hieraus  unmittelbar: 

5)       Hnx,<r)  =  |gi.Zr*(^  +  -^,*) 
und: 


Ist  n  nun  eine  ungrade  Zahl,  setzt  man  ^  +  -»  statt  x  in  deft 
Gleichungen  5)  und  6),  so  gehn  dieselben  über  in: 

» — 1 

Es  ist  allgemein: 

9)      ^3  (z  +  ylogp,  p)  =  p-*^'>2  (2^,/^). 
Für  2  =  na;  und  g  =  q"  folgt: 

10)     ^3  («^  +  ^  log  g",  ^«  j   =   ^3  f  wx  +  y  logp,  qA  = 

} 
In  der  Gleichung  7)  setze  man  a; +  -x- log  ^  statt  .r.     Das  rechts 

stehende  Produet  der  Functionen  ^3  geht  in  das  analoge  Prodact 
der  Functionen  ^2  ^ber  mit  dem  folgenden  Factor  multiplieirt: 
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fi  n — 1 


3 


7tt 


n 1 

Da  nun  n  ungrade,  also      ^      ganzzahlig,  so  ist 

w — 1       .  n— 1 

.""'  =  (- 1)"^. 

Mit  Rttcksicht   auf  die  Gleichung  10)   erhält   man   aus   der 
Gleichung  3): 

Auf  ganz  analoge  Weise  leitet  man  aus  der  Gleichung  8)  die 
folgende  ab: 


2 


12)    M«x,^)  =  ?g)//*,(.  +  'J,,) 


»-1 

2 


Es  iBt^Jz+^^^^x)  =  — (— l)*^iW,  oder  2m  +  l  =  n 

gesetzt: 

»—1 

*»(^+y)^ (-l)~*,(z). 


jt 


In  den  Gleichungen  11)  und  12)  lasse  man  x  um  -^zunehmen. 

Da   nun  n  ungrade,  so  ist  ( — 1)*  =  — 1.    Es  ergeben  sich   so 
aimiittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

13)  *.(„.,^)»Ä)^^.  (.+-,), 

14)  *.(„^,.)=|g)/7*.(.  +  ^^,*)- 


mr-l 
2 


Aus  den  Gleichungen  5),  7),  11)  und  13)  erhält  man  durch 
Division: 
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»ijn^,  g')  _   "-'  *' 


-II 


0         » 


I  »"^     "I 


15)    . 


*p+f^' 


1  ''^     1 


Zu  einem  analogen  Systeme  geben  die  Gleichungen  6),  8),  12] 
und  14)  VeranlasBnng,  nämlich  zn  den  folgenden: 

«^1    —  ^iP+— ,  q\ 


16) 


&(nx,  q") 


Geht  q  in  q'  Ober,  so  mögen  k,  kf,  K  respectire  in  l,  V  l 
ttbergehn.  Diese  Quantitäten  sind  dann  durch  folgende  Gleichun 
gen  definirt: 

*2(«,  «")    ./j,  „    »(0.  g")    1  lÜ  ^ 
'  ^  *»(0,«")'  1/  ^ 


17)    l// 


♦»(«,  <r). 


In  den  Gleichungen  15)  ersetze  man  die  Quotienten  der  Theta 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen,  also: 

^(^  =  l/78inamr?ü^,  /], 
*(na;,  g«)  L    ^        J 


»t(i»a;,  g») 
*(na^«") 


^f 


COS  am 


r 


2»Z^ 


L   ^ 


■']• 
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Mttx,  f" ) 


..„p^, ,] 


Der  Einfaehbeit  halber  «oll  der  Modul  k  nicht  mit  angemerkt 
werden.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  nun  schreiben: 

V2nLx     .1        !  /' 
smam 


18) 


cos  am 


VtnLx     1        I  /*•    jr  .         ^KV    ,  rael 

2AIr 
Nimmt  man  zur  Vereinfachung  —  =  u  und  setzt  mit  Jacobi: 

19%    «^  _  1 

nehmen  die  Gleichongwa  18)  folgende  Femen  an: 
8inam|^-J,  /J  =  (/ j  JJ «aAm^  +  -^J, 


») 


Aaf  ganz  analoge  Weise  erhält  man  aus  den  Gleichungen  16): 


4  'zl 

«—1         /— -      n 


») 


>n>  an>  ft,  ']  *=  (-  0  *    I/7  fl  «n  a™  [«  +  ^-]> 


0M»m 


Es  lasien  sich  ohne  Schwierigkeit  Gleichungen  aufstellen,  in 
weldieii  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  in  etwas 
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anderen  Formen  auftreten.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  m 
den  Satz  von  Cotes  auf  das  unendliche  Produet  fllr  ^(nXff) 
Anwendung  bringt,  in  der  Form,  wie  derselbe  in  der  Gleichung 
enthalten  ist.  Es  soll  nur  ein  System  hier  angemerkt  und  dii 
abgeleitet  werden. 

Unterscheidet  man  je  nachdem  r  grade  oder  ungrade  ist, 
folgt  leicht: 

//smamlu+-^l  = 

0  •-  -■ 

I«— 1  «— 1 

//Bin  am  1^«+  -— J//m°»'"["+  »  J 

Da  sinam(it;  +  2Af)  =  — sin  am»;,  so  kann  man  auch  sets 

»—1 

2 


'     .         r     .  2(2r  — 1)A--| 
//8inam|^«+   '      „    '    J 


»— 1 

n — 1     ~^~ 


i     x\—    TT  ^          r     .  2(n  +  2r— 1)A^"1 
(—1)       //sinam   w+-^ jj ^—    . 

Nun  nimmt  n+2r — 1  die  graden  Werthe  von  n+\  bis  2(«- 

an,  wenn  r  die  Werthe  von  1  bis  — ^   durchläuft     Ya  ist  i 
auch: 

*  .     r  .2(2r— i)Ar"i    ,  ,.^-  i^  .     r  ^^^" 

Jf  sin  am   w  +  -^^ — — ^—  =  ( —  1)       //  »m  am   m  H 1 

2 

und  folglich: 


-1  ^        ^ .  »—1     n—\ 


7/sinamL  +  -^J  =  (— 1)  *    //sinami  w+-^J- 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  beiden  übrigen  6k 
ohungen  20)  an,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  die  folge 
den  ersetzen: 


25» 


n— 1         / —     «— 1 
I   tt      -  I 

Bin  am 


[s.']-(-5i/T//"-""h^- 

[»• '] -  VW- i7«""°[«+?]' 


^am 


[».']-^^//-"h^1 


Nach   19)  ist  —  =»  nZ.    Man  hat  ferner  sinam[(2m+l)Z,  /] 

( — !)•",  also  2m+l   =  n  gesetzt,  sin  am  (/iZ, /)  =  ( — 1)  *  . 
Rfieksiclit  hierauf  giebt  die  erste  Gleichung  22),  u^=  K  gesetzt : 


i/f  //  - 


ArK 

-'     .  ArK         \/k'  -1«««»™-T 

«ncoam—  =   \/ -  [J ——^^. 

0       Jam  — 
n 


erste  Gleichung  22)  diifereutiire  man  nach  u,  setze  darauf 
B  O.  Zur  Bestimmung  von  M  crgiebt  sich  hieraus  folgende 
iehung : 


^)  i-^^-o'^Vy//« 


smam 

n 


Die    beiden   letzten  Gleichungen  22)  endlich   geben,   u  =  0 
letzt: 


%     .  I  /**^'    n  ^rK    ,  I  /  /'     r-'    .       4ri 


r  ^am 

0  0 


In  den  Gleichungen  23)  und  25)  kann  die  Multiplication  in 
exiehung  auf  r  von  r  =  1  beginnen,  da  dem  Werthe  r  <==  0  nur 
ie  Einheit  als  Factor  entspricht. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren,  welches  amr  Herstellung  der 
^leiehimgen  23),  24)  und  25)  diente,  auf  die  Gleichungen  21)  an. 
^  findrt  man  leicht: 


2M 


26) 


n— 1  »; 

1  1 


co8»m 


2rjr 


Jam 


2rr 


1 


i-l/T//""--^' 


fi—i 


1 


//co8^am— ,  1  =(/. 


/^ 


J^am 


2rir 


Diese  GHeichungen  geben  unmittelbar: 


27) 


/  =  k' 


1K  \K  n— 1  ,,\* 

cos  am  —  cos  am  — cos  am  K 

n  n  n 


J  am  —  J  am  — ....  J  am IC 

n  n  n 


1K  ^        AK        .       n— 1  ..\*' 
n  am  — . . . .  /J  mn 
n 


— 1    V 


2jr  .         AK  ,         n— 1  ^ 

sin  am  —  sm  am  — sm  am K 

n  n  n 


1K    .  AK  .  n—\  ^ 

sin  coam  —  sm  coam  — ....  sm  ooam  — K 

n  n  n 

Durch  diese  Gleichungen  sind  /,  y  und  M  in  Funetiim  ton  I 

bestimmt    Trennt  man  in  den  Gleichungen  21)  die  positiven  nod 

negativen  Werthe  von  r,  so  lassen  sich  dteselben-  mittldst  der  GM- 

chungen  26)  auf  folgende  Art  schreiben: 

28) 


smam 


(-^') 


sin  am  2^ 


1»— 1 

—  sin  am 


n 


ßrir,    \   .         /2rK     \ 


sin' am 


irJK 


CO»'«"  fe'  7 


008  am  u 


-g-cosaml ujcosami 1-»; 


ff 


1 

»— 1 


coB^am 


JrK 

n 


^^"•"(ä'^)  =  ^«"»«7/ 


/t&m 


J^am 


2riP 


n 


2M^ 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleiehungen:  luesen  Mck  mMetet  der 
Fermeln  de»S24älr  Binam(a+ti).8inan)(ti( — u)  etc.  transformiren. 
Seilt  man  zur  Yereinihehung^: 

y  =  sinamf  —  ,/j,    o:  =  sin  am  (t*,  Ar), 
oder: 


J     1/(1  _/.)(!  _/.«.)        M^  J      I 


folglich: 

'^>  ^  1/(1-/»)  (i-w*)  °"  ^jf    l/(i-<*)(i-*v)' 

so  geben-  die  Clleieiiungen  28)i  zwischen  x  und  y  folgende.  Refautto* 
■eDy  in  denm  swisehen  l^t^j  My  k  und  A:^  dio'  Gleichungen'  VI)  statt- 
finden: 

1 £!_ 

T  sm'ain  — 

^  '~  M  II  .      . ,  ,   .  ,       2rir' 

n 


34Q 


t— 


o;» 


«•-1             .  ,           irK 
~i~  sin?  coam 

l/TITyl  =  i/i_^,  yj ^ 1_, 

1     1  —  /r^a:^  sm^am 

n 

nr  1  —  Khi^  sm^  coam 


yi—py«  ^  ]/\^ic%x!^Jj 


n 


Diese  Beziehungen  zwischen  den  Yariabeln  x  und  y  hat  zu- 
erst Jacobi  aufgestellt  in  einer  seiner  frühesten  Publicationen  tiber 
die  Theorie  der  eUiptischen  Functionen:,  in  der  0chon  erwAhnten' 
Abhandlung  „Demonstratio  theoremat  ad  theor.  funct  ellipt.  spec- 
Untis«  (Astron.  Nachr.  t VI.  1828  p.  r33).    Da: 
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für  wachBende  n  abnimmt ,  also  /  gegen  Null  convergirty  so  wird 
durch  die  Transformation  der  Modul  verkleinert,  wie  auch  aus  der 
ersten  Gleichung  27)  hervorgeht  Aus  diesem  Grunde  nennt  Jacabi 
den  Uebergang  von  g  zu  9"  die  Transformation  des  grösseren 
Moduls  in  den  kleineren  (Fund.  p.  56).  Aus  allgemeineren  Unter- 
suchungen hat  Abel  die  eleganten  Resultate  von  Jacobi  hergeleitet 
in  einem  Zusatz  zu  den  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiqoes" 
(Grelle.  Journal  t3  p.l87.  Oeuvr.  tl  p.a49).  Weitere  Betrach- 
tungen und  Anwendungen  der  Gleichungen  30)  findet  m^n  bei 
Legendre.  (Supplement  p.3  u.  f.).  Die  obige  Art  der  Herleitung 
der  Gleichungen  27)  und  30)  aus  der  Theorie  der  Theta-Functionen 
verleiht  denselben,  in  Folge  der  £nt Wickelungen  des  §  21,  eine  be- 
deutend grössere  Allgemeinheit,  hinsichtlich  des  Werthes  des  Moduk» 
als  dieselben  nach  den  Untersuchungen  von  Abel  haben.  In  den 
Theta-Functionen  hat  q  nur  der  Bedingung  ftlr  die  Gonvergenz  der 
Reihen  zu  genügen,  kann  also  auch  einen  complexen  Werth  haboi. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  27)  und  30)  nicht  noth wendig 
für  k  einen  reellen  Werth  voraussetzen.  Es  soll  fbr  das  Folgende 
angenommen  werden,  dass  der  Werth  von  q  nicht  nothwendig  reell 
ist  und  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  lim^  =  0,  wenn  n 
unbegränzt  zunimmt  Diese  Annahme  gestattet,  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  Transformationen  beziehn,  sehr  zu  vereinfachen 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  30)  lassen 
sich  in  Beziehung  auf  o;^  «=  sin^amu  in  Partialbrüche  zerlegen. 
Da  eine  directe  Rechnung  sehr  beschwerlich  ausfallen  würde,  so 
soll  ein  einfaches  Verfahren  angegeben  werden,  die  bemerkte  Ze^ 
legung  mit  Leichtigkeit  ausführen  zu  können. 

Die  beiden  Gleichungen: 

q^  e       "",    «r«  —  e 
und  die  Gleichung  19),  nämlich: 

^  =  1 

geben: 
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Fflr  «  «—  A^  ist  also  ^  =»  V,    In  den  Gleichungen  30)  setze 
m  wieder: 

x»=>8inamtty     y  »«  sinamf  r^,  /]• 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  durch  Zerlegung  in  Partialbrttche: 

sin^amu 


*=1  ^      .  .      IrK 


3fsinam(~, /]  »  sin^am 


«)      .^.r  ^  -  // 


1     1 — Ar^sin^amu  sin' am 

n 


1    1  —  Ar-  sin*  am  u  sin*  am — 

n 

Um  ii-  zu  finden  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

^       ,•    •  •  .  •       2rjr       .  sin'amv 

1  — Ar*  sm*amtt  sm*am  —  — =  1 


n  .  «      /2r  ir 


8m»am(^+tA^) 


2rÄ^                                                               2rÄ^ 
4  setee  «  »« h  tiT^    Man  nehme  zuerst  u  —  e  H ViK\ 

10  nach  31): 

J—  J+2rZ+tZ:'. 
Man  erhftlt  dann,  £  «-*  0  gesetzt,: 

if  sin  am  ^^+  2rZ  +  iZ',  A 

sinamuH hiiT'j 

Tl— it*sin*am^£+?^+iÄ^)sin*am?^l 

er  einfacher: 

,     .^   ,  ,*       sm'amleH 1  — sm*am  — 

.     ^  lim        (-t)''^^ V        ^  / !L. 

/sinamUH I  ^^^^Vm^  ] 

Nach  leichter  Rechnung  folgt: 

33)    4r  —  2(— l)'— 7-cosam — Jam  —  • 

KBB«f «r»  «UlpU  PmMttoMB«  17 


i5S 

Mttltiplicirt  mau  in  der  Gleichung  32)  auf  betden  Seiten 

JI \A — Ar^sin^amw  sin^am — j, 

und  vergleieht  die  Coef&denten  von  (sinaBiti)^*^,  so  fi4gt  11 

die  Gleichung: 

»— 1  »— I 

1    sin^am  —  * 

n 

oder: 

1 


4oÄ^* 


21^ .      4r 

sin  am  —  smam  — ... .  sm 
n  n 


"-^'] 


In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist  einfacher: 

Setst  man  diesen  Werth  von  A^  und  den  Werth  ron  A, 
33)  in  die  Gleichung  32),  multiplicirt  mit: 


j^smamw, 


so  erh&it  man  schliesslich: 


35)  ^sio,m(j,/) 


2  sm^mucosam — Jam  — 

sinamw  +  22(— ly  ^  ^ 


1  1  — A:^  sin^amu  sin'am 

n 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende 
noch  etwas  transfonniren.    Man  »etze  zur  Abkarzong: 

•z?  2rl^-       2rJr 

s  smamticosam — Jam  — 

35)    S  —  22(— 1)^  **  * 


1  1  — k^  sin^  amu  sin>  am 


M 


In  dieser  Gleichung  setze  man  r  ^^  n — s^  dann  ist: 


.1 


2&9 


«— 1  smamuco8am[2i' ]Jam[2A!' J 

■  ■ 


^  1  — *»  siniamu  »in« am  f  2ir— —  ) 

Da  n  ungrade,  so  ist  (—  1)»-*  -=  (— !)»+•  =  —  (—  1)'.    Setzt 
rechts  in  36)  wieder  r  statt  s,  so  ist  auch: 

I*— 1  ainamwcosam  —  /Jam  — 


-  2rK 

}  1  — k^  gin^amu  sin^am  — 

»  n 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  35)  addirt^  dann  durch  2  divi- 

dirt,  giehi: 

«—1  srnainu  cosam — Jam — 

37)  s^^(-\y ?- ^. 

1  1  — k^  sin^amu  sin^am 

n 

Trennt  man  in  der  vorstehenden  Summe  die  graden  und  un- 

graden  Werthe  von  r,  so  ist  auch: 

nr  sinamu  cosam — zfam  — 

*-S = — j^ 

1     1 — Ar^sin^amv  sin^am  — 

n 

•=!   .  2(2r— 1)Ä^   .       2(2r  — l)ir 

•  Bin  am  ti  cos  am -^ ^— zlam-^ '^ 

n n 

1  I      f*   •  4  •  n      2(2r— 1)Ä^ 

^  1  — A*  sm*  amu  sin*  am  -^ ^— 

n 

In    der    zweiten  Summe   setze   man:   cos  am   ^  <     »= 

->^am(2ir-^^:rLLlf),  _cosam"<"-^+^)^"«ndana- 

lo^     transformire    man    die    Argumente    von    J  am  -^ —       ^   > 

n 

ibh  mo  .i —      «^    ,    Es  nimmt  dann  n — 2r+  1  alle  gradzahligjen 

Weribe  an  von  2  bis  n — 1 ;  die  zweite  Summe  ist  also  gleich  der 
ond  mithin: 

»  sin amu  cosam  —  Jam  — 
38)   5  -  22  "  " 


4rA^ 

1     1  — k^  sin'  amu  sin*  am  — 

n 


17 
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Wegen  der  Gleichungen  35),  37)  und  3S)  läBst  sich  die 
chung  34)  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 

«—1  Bin  amu  cos  am  —  Jam  — 

sin  amu  +  2  (—  1)'' ^ , 

1  1 — /r^  sin>  amti  sin^  am  — 

n 

40)    ^sinam(^,/)  = 

üzi    .  ArK  .       ArK 

»    smamticosam — Jam  — 

sinamii+2JJ^ 1^- 

t     1 — Ar^  sin^amu  sin^am 

n 

Es  ist: 

.    .     ^,    .         .         V         28inamu  cosama  Jam 

8mam(u  +  a)  +  Binam(ti — a)  =  j ,^   .  , r-r — 

^        "^  ^        ^        1 — A^sin^amu  sin^am 

Nimmt  man  a  «=  — ,  so  giebt  die  Gleichung  40): 


41)    ^8inam(|,/)  = 
Da  nun  sin  am  (n;  +  4i^)  -»  sinamir,  so  ist  auch: 


'1  ^ 

%  -  2 


^sinam  tt =  2^^*^ h*  +  *^ \^ 


^sinam  w  +  4 k\  =  ^V  sin  am  «H • 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende 
bringen: 

42)    4»*""»[^'']  =  21«i«*"»[«+^]- 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  30)  lassen  sich  ganz  auf  die- 
selbe Art  wie  die  erste  transformiren ;  da  eine  Ausführung  der 
Torkommenden  Beehnungen  eine  fortwährende  Wiederholung  der 
Dpemtionen  sein  wttrde,  welche  zur  Herstellung  der  Gleichungen 
^X  3^)»  ^)  ^^^  ^0  dienten,  so  sollen  die  betreffenden  Gleichun- 
leoy  in  Verbindung  mit  den  bemerkten  Gleichungen,  ohne  weitere 
Lbleitting  aufgestellt  werden« 


0 


kM 


smam 


m 


2-1 


Binamit  +  2^(— ly 


2rK  .       2rK 
sin  amu  cos  am  —  Jam  — 

n  n 


1  —  k^  sin^  amu  sin^  am 


^K 


kM 


cos  am 


&.'] 


n 


eoß  am  tt  +  2  2  (—  * )' 


cosamti  cosam 


2rK 

n 


1  —  k^  sin^  am  u  sin^  am 


i^""[l''] 


2rK 
n 


Jamt<  +  22 


Jamuzfam 


2rX 


n 


1 — A^sin^amu  sin^am 


2rK  • 

n 


Der  Gleichung  42)  entsprechen  folgende  Gleichungen: 


44) 


smam 


ijam[|,/]-2Jam[u+^]. 


kM 


cosam 


Vacb  31)  ist  t^  ~  nL\  lässt  man  in  der  Gleichung  40)  ti  um 
JfC  aimebmen,  so  geht  die  linke  Seite  über  in: 
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r»  , 


^sin»m[j+nX,/]  -  (-1)  *  j^ 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  ArgomentB  eigiebt  ndi 
aus  der  Gleichung  40)  diQ  folgende: 


2 


( — 1)     /COS  am 
45)    - 


Ar^am[j,/] 


»     cosamu  Jamti  sincoam 

AT  cosamu     q/^V^  5_ 

^  Jamu  ^   .      ,0  •  %  •  *  ^^ 

^  11  — *^  sin^amti  sm'  coam  — 

n 

Nun  ist  aber: 

d\     ^  +^fl"iamu 
Ar  cosamu         1       ^1 — Arsinamu 
Jamu  2  du  ' 

folglich : 


n~-\  ^  _  ''— ©  „_1 


1 +(-!)• /sin  amf^,!] 


(-l)'/cogain[^,/]       ^  1  -  (- 1)  '  /  Bin  am  1"-^, /] 

^Jam[^^,/J 

Durch  Integration  und  Uebergang  von  den  Logarithmes  zu  dei 

Zahlen  erhält  man  aus  45): 

_ 


1/ 


l+(— 1)*  /Binamr^,/! 

!-(-!)"*  /Bin am [^,/] 

.   .  ,    .  «      1  +  Ar  sin  amu  sin  coam  — 

l  +  Xrsmamu    rj  n 

1  —  Arsinamu  ^f-     .      ,    .  ^k 

1      1 — Arsinamti  smcoam  — 

n 


Man  bilde   das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung,  laM  « 
um  xK'j  also  -r^  um  tZ^^  zunehmen.    £s  folgt  dann: 
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iiiam[^,l]-(-l)"* 


sinamu+  1 


smämtf 


*       1 


ginamu  +  Bincoam 


ArK\ 
n 


sinamti  —  sincoam 


\rK 


kuch: 


1-K-l)'  rinam[^,/] 
l-(-l)'^8iiiam[^,/] 


1  -Hriiiainii 
1 — fidnamti 


n 


ArK 

Bin  coam h  nn  Amu 

n 


4rJ^ 

sm  coam Bin  amti 

n 


ireh  AoBziehung  der  Quadratwurzel  folgt; 


47) 


1  +( — 1)  *  Binam 


M 


l-(-l)*  rinamr^,/] 


V  1 — Bmamu  •*:* 


—                 4rjf 
t     Bineoam hsinamu 


n 


Bmamu "  4rK 

1     Bmcoam Bmamti 

n 


dem  Vorstehenden  sind  die  wesentllohBten  Resultate  enthal- 
ddie  Jaeobi  unter  dem  Titel  „Formulae  pro  trangformatione 
rima''  (Fund.  p.  51)  angestellt  hat.  Ausser  den  von  Jaeobi 
Ben  Gleichungen  sind  noch  weitere  hinzugefügt,  deren  Anzahl 
ittrist  der  Entwickelungen  des  §  24  ohne  Schwierigkeit  yer- 
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$  38.    Die  Theta-Funetionen^  für  welehe  q  dureh  o^*  ersetit 

Ist,  wo  a*  =  1. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Theta-Funetionen  mit  reeDen 
und  imaginären  Argumenten,  enthalten  in  den  Gleichungen  18)yob 
§17,  gestatten  mit  einer  bemerkenswerthen  Leichtigkeit  die  in 
vorhergehenden  §  enthaltenen  Resultate  zu  weiteren  Untersaehin- 
gen  zu  Terwenden.    Wird  die  Gleichung  7)  des  §  17  nämlich: 

1)    log^.log^  =  Jl^ 
mit  n  multiplicirt  und  durch  n  dividirt,   so   lässt  sieh   diesctte 
schreiben: 


2)    log^.log^'"  =  x\ 


Geht  also  q  in  9"  flber,  so  geht  q^  in  q^  flber.  Fflhrt  rnank 
die  Gleichungen  des  §  37  imaginäre  Argumente  ein,  so  ist  da 
zweite  Argument  der  vorkommenden  Theta -Functionen  respectifD 

q^  **  und  q^.    Setzt  man  darauf  wieder  q  statt  ^,  so  folgte  dass  mA 

^(x,  q^)  durch  ein  Product  von  Factoren  von  der  Form  S-(x+ayq) 
ausdrücken  lässt,  wo  a  unabhängig  von  x  ist    Diese  BehanptnDK 
lässt  sich  auf  folgende  Art  sehr  einfach  darthun  und  erweitern. 
Es  ist: 


3)    »2(x,  q)  = 


JtXt 


logl 


,9' 


Setzt  man  nx  statt  x  iind  q'  statt  q,  also  q"'  statt  g*,  so  f(Jgt: 


4)    »i(nx,q-)=       /^ 


V    "»»«T 


}ogg 


^ 


jrxi 


logj 


,9' 


1 

n 


rx 


log^ 


In  der  Gleichung  3)  werde  x  mit  x-\ vertauscht. 

=  log^  in  Folge  der  Gleichung  1),  so  ist: 


Dl 


M5 


r*    «*    .  irnx 


»^x+?J, ,]  =     /-iL-j  ^^%>^?'''^^  *| 


xxt      ir,      .    . 

«in 
log- 

Mit  HtUfe  dieser  Oleichongen  lasBen  sich  die  Gleichnngen  11) 
and  12)  des  §  17)  auf  folgende  Formen  bringen: 


*,(««,«•)  — (-1) 


«   9HO   rr 


9{4y 


1 


n— 1 


*  Jogy'^nlog^ 


7-— -log^',  g' 

I        1  7t 


9-iinx,  «•) 


n 

n— 1 
3 


logi 


8 


77* 


:»ari       ir  log  flf'     . 


log— 


n 


oder: 


*2(na:,  ^-)  = 


I»— 1 


(n— 1)(2«— t)   nx^-^jn^xynx 


X    \IL 


«   ^ 


6n 


log^ 


»(g') 


*»(»«,  «r«)  = 

»—1 

2 

xxi       irlog^'  ^ 
,      1           n     '^ 

log-T 

beiden  Werthe  von  d-iipxj  q^)  vergleiche  man  mit  dem 
entsprechenden  Werthe  aus  der  Gleichung  4).  Setzt  man  zur  Ver- 
einfSachong: 


SOo 


5) 


»•«  -  ^ 


«PI 


|log- 


.J/JT, 


tp(^) 


_  y(g*) 

9(& 


log— 


Toi7 


den  folgenden  <S(IeielniBgeii 

1  n— 1  (n— l)3ur 

6)    »(J^     "^  ' 

fl— 1 


1 


7)       ♦ 


log— 


*  Vi9)II(^ 


xxi       ir 


II— 1 


^^«7 


\—n^^^'^ 


Die  beiden  Gonstanten  ^  (q)  und  ^  (^)  lassen  sich  aof  Fonnoi 
bringen  y  welche  ftlr  die  folgenden  Untersuchungen  ttbendehflich«^ 
wie  die  in  5)  aufgestellten  Definitionen  sind.  Die  Tierte  der  Gtai- 
chungen  18)  von  §  17,  nämlich: 


V 


log— 


werde  nach  x  differ^ntiirt  und  dann  x»^  0  geseilt.     Hierdurdi 
folgt: 


8)      ♦'i  (0,  q) 


log 


1 


♦'1(0,0. 


Es  ist  nun  nach  §20,  oder  auch  in  Folge  der.QItiehiuigeii 
10)  von  §  15  und  2)  von  §  16): 


OD 


♦'i(0,«)-2(r*/7O-(r'')», 

1 


oder  da: 


967 


9)    Pi9)  -  77^(1-«*), 


«pM: 


Die  Gleichung  8)  nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 

I 


gig>{gy  - 


:^^j 


9^if>(S^\ 


Durch  AoBziehang  der  Gabikwnrzel  folgt: 

10)       g^g>{9)  -  /^\V"g>(*0. 

In   dieser  Gleichung  ersetze  man  q  durch  ^,  also  q^  durch 
Ea  ist  dann: 


11)      q^9>ir) 


VnlQg--/ 


Die  Gleichung  10)  zur  nten  Potenz  erhoben  giebt: 


m 


«'>(*)•  - 


(h^ 


n       n 


^"9>(^. 


Ana  der  Tonrtehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  leitet 
II  durch  Diyirion  die  folgende  ab: 


'^i)^) 


Kaeh  5)  ist  die  Hnke  Seite  dieser  Gleichung  tp(q)f  folglich: 
IHe  Gleichnngen  5)  dividirt  geben: 

M9) 

Mh  Bflekiieht  «nf  12)  iit  «Im: 


9"  *•   * 
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i3)      tM-/^^. 


Die  Werthe  von  y>i(q)  und  y>(q)  aus  13)  und  42)  Bubstitnire 
man  in  die  Oleichungen  6)  und  7);  ferner  werde  einfach  x  itatt 

— 7-  9  also  xi  statt . gesetzt    In  den  vorkommenden  TMir 

log-  "^^ 

Functionen  ist  q^  das  zweite  Argument.    Vertauscht  man  ^  mit 
qy  so  nehmen  die  Gleichungen  6)  und  7)  folgende  Formen  an: 


JL.      . 


0 

•1 


15)      *(x,«-)=-||^^j^^*(x-^logft«). 
Die  Gleichung  15)  gilt  auch  fttr  die  Functionen  9'%y  ^i  und  ^ 

mm 

Setzt  man  o;  +  ^  statt  x^  so  erscheint  auf  beiden  Seiten  die  Flm^ 
tion  #3. 

Aus  den  Gleichungen  8)  des  §  16  folgt  fllr  n  -»  2m  +  l: 

»(x  +  ^loeq,q)-{-iyq     ^e     »,{x,q\ 

oder  q  »  statt  q  gesetzt: 


1  _J!_        .  ± 


»{x  +  ^\ogq,q'^)~{-iYq     'e'^M^Q'^y 

Lässt  man  in  der  Gleichung  15)  x  um  -x-  log  q  zunehmoii  w 
folgt  9  dass  9"  durch  ^i  ersetzt  werden  kann.  Durch  AendenDf 
des  Arguments  um  -^  erhält  man  dann  weiter  die  Gleichung  fb 

^2  (^9  9" )-   ^^  di^se  vier  Gleichungen  besondere  F&lle  attgemeinerfir 
Gleichungen  sind,  so  soll  ihre  weitere  Ausführung  unterbldben. 

Die  Gleichung  15)  schreibe  man  auf  folgende  Art,  welche  aiBO 
directe  Yerification  dieser  Gleichung  gestattet 
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i  -     ^ 

16)       »(x^q-^)  -  ^)  JJ^»(x-irlogqtq). 

Die8e  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  erweitern.  Es  sei 
nne  positive  oder  negative ,  ganze  Zahl,  welche  nicht  durch  n 
oQbar  ist    Nimmt  man: 

2.         ^*  ± 

1  A^  4 

ist  log^  ""  —  — —  + — logp  und  q^p*    In  der  Gleichung  16) 

rtausdie  man  q*   mit  e  "  q^^  dann  ist: 

»—1 

17)      *(x,f  »  q-)  =  ft  IlHx  +  rZ^'^.qh 


8 

0  zur  Abktlrzung  gesetzt  ist: 

2ini  1 

Nach  der  obigen  Bemerkung  gilt  die  Gleichung  17)  Ar  jede 
r  vier  Theta-Functionen.  Hierdurch  ergiebt  sich  folgendes  System 
n  Gleichungen: 


) 


-i  « 


Uni 


3PCT     j  AI 

ie  Hwitellung  dieser  Gleichungen  basirt  auf  der  einfachen 
strachtung,  dass  bei  dem  Uebergange  von  q  ixt  q^    die  letztere 


4T0 


Quantität  n  verBchiedene  Werthe  hat,  welche  Bftmmtlieh  mtfaillai 
sind  in: 

e  **  ^•'  für  r  —  0,  1,  2,  ...n— 1. 
Die  Gleichungen   19)  lassen  sich  direet  beYireiaeii,  wem  dta 
rechts  stehenden  Theta- Functionen  in  Form  unendlicher  Prodicli 
daigestellt  werden.    Sowohl  mit  Sttcksicht  auf  die  grosse  Bedeotmj 
der  Gleichungen  19),    wie   auch  einer  allgemeinem 
derselben  I  soll  der  Beweis  auf  die  angegebene  Art   ai 
wer4oQ«    D^  anzuwendende  Verfahr^  ist  von  Jacobi 
worden.    Die  erste  gedruckte  Notiz  hierttber  findet  sieh  bei  SMuA 
Aequationes  modulares  pro  transfonofttioiie  Functionum  FiHiptisWP^j 
(Grelle.  Joum.  1 16  p.  104  u.  £). 

Mit  Rücksiehi  auf  die  in  9)  gebrauchte  Bezeiehnung  ^(g)  iti\ 

OD 

Man  setze  hierin: 

.  ^/^Jg— <logg 

n 

wo  fi  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  durch  n  theObirii^ 
dasselbe  finde  ftlr  die  Zahl  t  statt    Es  ist  dann: 


^         ^                  n 

—  >*;  — 

00 
1 

2.    l+^^'^'^+ixi 
-q           *e   »           )(1- 

•q            *  e 

Es  ist  nun: 

-l)±2r 

9 

oder: 

„        .  Sr           itni   i    ,. 

.x»,^  :T^rim 

-l)±2r    1     ^ 

> 


'-1 


Ir^' 


da  ««(''-»)'"■  -.  1.    Die  TOTBtehende  Gleichung  mit  e*  "    »•"*■ 
plioirt  Riebt: 


M)      , 


j,_l±^  ±?SßZ!        ^  ?5!!  iKJ'-lttar  - 


-  (e  "  ««•) 


Xi  liirt  «idfai  fttar  ein  gtgehenes  fi  immer  l  so  beirtuiimeiii  dass 
— fi  dnreh  n  tKeübar  ist^  also: 

22)       2t  =  ^(modn). 

liftn  kAim  z.B.  2/ »=s ^  +  n/u  »«  (n  +  l)/tf  nehmen.    In  diesem 
ilto  ist: 

e         ^         =1. 
Hierdoreh  wird  die  Gleichung  21)  einfacher: 

^  »e      *•     »=  (f  "  ^*) 

Setst  jpan  i^jur  Yereinfitchung: 

H3)      i^*»    -o, 
»  iat: 

2r      truni  1 

q  "e     »•     —  (<ij") 

Di«  CHeidittBg  20)  ItaBt  dp^   hierdurch   «uf  Iblgnide  Form 
(ingen: 

OD  J^  1. 

I 

lit  ,ji  eipe  ungrade  Zahl,  nimmt  s  alle  gamixf^hUgeni  poaitiTen 


2 

-^9 10  durchlauft  jed^r  der  AusdrQcke  n{2s — l)±2r  alle  un- 

^^4l^f  jfm&ypß  2aU^  Man  findet  diefles  leicht»  wenn  in 
[!l)r— r ]i) -f- 2r  «u^peMire  x  —  1^2^...  geeeti^t  ?^  ufid  in  jedem 
^  10  ytaltenen  Auadrflcke   r   die  ganuahligen  Werthe  yon 

— r—  Iris  -T^  anqimint«    Auf  die«e^  ^rgiobt  sieh  folgendes 

diema: 

Werthe  von  n(2x— l)  +  2r. 

»rr-l     ^     »ir-T-l 


r  «^ 


•  •0,.,-«j- 


2    ' 
M  mm  \^    n^^r  mm        1    ,       3       ....2n—\, 

^  p-  2,  3iik+?r  -^  »1  + J,>  +  3,  ....  4n— 1, 

#  ».  3,  6fi  +  2r  —  4n+l,  4n  +  3,  ....  ^-t,1, 
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Legt  man  in  der  Gleichung  24)  r  alle  ganoKahligen  Weithe 

w—  1  n— -1 

von 5—  bis  — s—   bei,  bildet  das   Product    der    erhaltenen 

Gleichungen^  so  ist: 


5—1 
3 


nH^+r'^^^^^,a) 


»-1  W 


(TiBOO  1  1 

j_ 
Abgesehn  vom  Factor  9(aq^)  ist  das  unendliche  Prodaet  auf 

der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ^(x,  o^*).  Hierdurch  eigieM 
sich  folgende  Gleichung: 

Diese  Gleichung  wird  mit  der  ersten  Gleichung  19)  identiflcb, 
wenn  links  der  Werth  von  a  aus  23)  substituirt  wird  und  man  ib 
Lösung  der  Gongruenz  22)  einfach  (i^^lt  nimmt  Ganx  anabv 
lassen  sich  die  übrigen  in  19)  enthaltenen  Gleichungen  darstelko, 
oder  ein&cher,  durch  Aenderung  des  Arguments  x  aus  der  GlddunV 
25).    Um  Wiederholungmi  zu  vermeiden,  sollen  die  Gleichungen  (b 

J-  L  L 

»^{x,aq^)y    d'i(x,aq*^)^    ^•^{x^  aq^) 

weiter  unten  aufgestellt  werden,  da  die  rechte  Seite  der  Gleichnnf 
25)' sich  mit  Hfllfe  sehr  einfacher  Betrachtungen  auf  eine  allgemein«^ 
Form  bringen  Iftsst  Es  sei  g  eine  ganze  Zahl,  welche  nicht  dnreb 
n  theilbar  ist  Zur  Yerein&chung  werde  n  •«■  2m  + 1  genornntfo* 
Das  Product  P  definirt  durch  die  Gleichung: 

26)    P=     JJ  ^i^  +  .r'i^^^,,) 

ist  gleich  dem  Producte  der  Theta-Functionen  auf  der  recU0>^ 
Seite  der  Gleichung  25),  multiplicirt  mit  einem  Factor,  welcher  tob 
X  unabhängig  ist 
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Die  kleinsten  Reste  der  Moltipla  in  Beziehung  auf  im+\ 
i  zwischen  — m  und  m  enthalten.  Bezeichnet  man  diese  Beste 
^h  ±Ci>  ±Ci>  •'••  ±(><»,  so  kann  man  setzen: 

g  =  {2m+l)JH  +  Qi,        — ^  = —(2»i  + !)*,—(»,, 
2g  ^  (%n  +  l)hi  +  (>i,       —2g (2»i  + l)Aj— pi, 

M     ■■ 

^  mg  =  (2m  +  1) Am  +  pm,     —mg  =  — (2iw  +  1)ä«— pm. 

In  diesen  Gleichungen  sind  hi,  h^, . .  hm  ganze,  positive  oder 
^ative  Zahlen.  Es  stellen  (>,,  q^j  ..(>«,  die  Zahlen  1,  2,  ...  m  in 
iliebiger  Reihenfolge  dar. 

Wegen  der  Gleichungen  27)  ist: 

Kan  bilde  das  Product  dieser  beiden  Gleichungen.    Da  nun: 
0  folgt: 

^'     ^2m-fl       *  2m+l  _, 

^(X    I    D   ^  — *'^^gg     ^N   /^f^        ^   f^JT  — tlOg^        , 

^^^^^'^    2m+l    '^^  n^-Pi^    2m+l     '  ^^- 

Der  Ausdruck  für  /^  in  der  Gleichung  26)  lässt  sich  hierdurch 
^  eine  Form  bringen,  welche  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
0  analog  ist  Da  in  der  Gleichung  28)  Qp  die  Werthe  1,  2, ...  m 
^idnunt,  so  nehme  man  einfach  r  statt  Qp.    Femer  werde: 

*  + V  +  .-.  +  h^m  =  -T^S  •  .  Pl  Äi  +  P2Ä2  +  ....+Qmhm  =  -TpÄ, 

^txt.    Die  Gleichung  26)  wird  dann: 

■■»•p«r,  «llipt.  FniutloMn»  IS 
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=  9  e  yj^  i^(j,+^(tl_^,j). 


Q^ 


31)    2 


h^  + 


r  =a — m 
Es  ist  nun: 

30)    4A.  +  --2Ml  =  ^^[M^±li+£i^_:,^ 
^        |_        2m  +  1 J  (2w  +  1)^  (2m  +  1)* 

In  Folge  der  Gleichungen  28)  ist: 
Es  ist  ferner: 

Die  Gleichung  30)  wird  hierdurch: 

2Ä£__]  _  (^'^— l)(m  +  l)m 
2m+lJ  6(2m+l) 

Die  Gleichungen  27)  quadrirt  und  addirt  geben: 
^2(12  +  22  +  . .  +m2)  =  (2m  +  1)2  sr-  +  2(2m  +  1)  2:hQ  +  Ip^. 

Da  nun  Sq^  ==  12  +  22  +  . .  +  m2,  so  folgt: 
(^2_i)(2,^+l);n(m  +  l)  _  (2;^+i)2^^Ä2  +  2(2m+l)JÄp. 

Diese  Gleichung  giebt: 

o  V.     ^P      _  (gr2— l)m(m+l) 
^^2m+l  6(2;/*  +  !)  ^'^ ' 

Mit  Kücksicht  hierauf  ist: 

32)    e        ''"+*  =e         '^■''"+'>         , 

da    g-^^"*'''*  =  1.    Wegen  der  Gleichungen  31)  und  32)nimB' 
die  Gleichung  29)  folgende  Form  au: 

uni  1        -m(M+l)Gy'-l)     „ 

P={e  q  )  //»(x  +  r'^  "',«> 

Substituirt  man  fttr  />  seinen  Werth  aus  26),  nimmt  wieder 
2m  +  1  =  w,  also  m  =  — ^ ,  so  folgt :  t 


il6 


/>^(.  +  ,,(ff[zÄ^,) 


^1 
8 


f^   1  -(n'-l)(^«-l)  ti 


«— 1 


3 

Diese   Gleichung   endlich  in  Verbindung   mit  der  Gleichung 
giebt : 


I  »— 1 


33)    »{^,09")  =  QjJ^ix  +  gr'^^^^^,  q), 


fJS  1  (n»-l)(g'-l)  ^ 

Nun  ist  2t  =  fi  (mod  n);  also  nach  23)  * 

fjini  2im 

n  ,       n 

«        =  ±«        =  ±0- 

Hit  Ausnahme  der  Zahl  3  ist  jede  ungrade  Primzahl  in  der 
i  6a+l  oder  6a — 1  enthalten.    Es  ist: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  offenbar  eine  grade  Zahl 
«  =  3  ist: 

(n»-l)(^^-l)    _2(^>-l) 
12  3 

Da  nun  g  nicht  durch  3  thellbar  ist^  so  lässt  g  einen  der 
)  1  oder  2y  in  beiden  Fällen  ist  dann  g^  —  1  durch  3  theilbar, 

^  ^ — '  eine  grade  Zahl    Für  eine  ungrade  Primzahl  n  und 

nicht  durch  n  theilbare  Zahl  g  ist  also  immer  ^ ^.^       ^ 

grade  Zahl    Nimmt  man  folglich  in  34): 

e       =  ±a 
Igt: 

18* 
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Da  g  und  f£  nicht  durch  n  theilbar  sind,  so  kann  man  g(i  = 
vn  +  m  setzen,  wo  w  <  n  ist    Mit  Beziehung  hierauf  folgt  : 

d^{x  +  gr^ -—^j  q)  =  H^+vjt  +  r ^ ^,  q)  = 

Die  Gleichungen  21  =  //  (modn),  ^/m  =  iw  +  ^i  zeigen,  da» 
2gt  ~  m  (modn)  ist.  Der  Symmetrie  halber  bezeichne  man  g 
durch  m',  so  dass  also  2mU  =  m  (mod  n)  ist  und: 

Die  Zusammenstellung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichung^ 
23),  33)  und  35)  giebt: 

,  n— 1 

36)     *(a:,a^')=Ö.      //      ^(a:  +  r jj^ —jQ)^ 

1 

!J^   (w«— l)(m^— 1)  —  2£jn 

2zw'^  =  fw  (mod  n). 

Die  Gleichung  36)  lässt  sich  noch  auf  verschiedene  Formen 
bringen,  von  denen  die  beiden  folgenden  erwähnt  werden  moges. 
In  der  Gleichung: 

d'(z,q)  =  ( — l)     q      e         ^(z  +  wjt — m'ilog^,  q) 

setze  man  z  =  x — r — — — — —,  lege  r  die  Werthe  1,  2, . ,  ^^^ 

n  '    '        2 

bei  und  bilde  das  Product  aller  so  erhaltenen  Gleichungen.    Eine 
leichte  Rechnung  führt  dann  auf  folgende  Relation: 
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-1 


2 

m^(n— 1)  m^(n— ly       mm^(n^— l)7rt 

=  (—1)  C     ^         ^     g  e  X 


3 


1 

Da  nun  allgemein  fttr  eine  beliebige  Function  ^(r)  von  t: 

,     JJ^in-r)  ^''jj^ir), 
1  »+1 

2 

>  läset  sich  die  Gleichung  36)  auch  schreiben: 

5)     »ixy  aq    )  =  /'(^)c  11^  iP^  +  r —^  q). 

0  ^ 

m^(n— 1)   m^(n— ly        mm^(n«— l)m 

39)      /'(^)  =  (-l)      '      ^      *"       e  ''•         .^. 

In  dem  Produet  auf  der  rechten  Seite  der  Gleicbung  39)  trenne 
\n  die  ^aden  Wertbe  und  die  ungraden  Wertbe  von  r.  Es  ist 
no,    auf  beiden  Seiten  mit  ^— »*'(n— l)ari  multiplicirt, : 

40)    d^{Xyaq    ).e  ^= 

«/  \  yV«/     .  «  ^^  —  m'ilog^      V 
F{q)IJH^  +  ^r s^,  ^)X 

0 

//»[.  +  (2r-l)"'"-";'^^g^g]. 

0 

In   der  Gleichung: 

^(^,  ^)  =  (— l)"«'g»»''^-2m'zi  ^(^_m:^  +  m'ilog^,  ^) 

hme  man  z  =  a:  +  (2r-l)^!^^^=^^5^^-^,    lege  r   die   Werthe 
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1,  2,  . .            bei  und  bilde  das  Product  der  so  erhaltenen  öri- 

chungen.    Hierdurch  folgt: 

»— 1 

/Tat     I  /o  4\  »>Jg — m^tlogy 

1  ^ 

m'(n— 1)  m'^Cn— 1)  — min'(n— l)%i 


(— 1)      2       ^-m'(ii-l>rt^      2«       ^  2n  ^ 


»— 1 

8 


Mit  Rtlcksicht  auf  die  Gleichung 

n — 1  »— 1  n — 1 

geht  die  Gleichung  40)  in  folgende  flber: 

41)    *(x,«A  =  /(,)  JjHx  +  2r'!^^^^=^^^^,g), 


wo: 


TW 


Für  F(q)  werde  der  Werth  ans  39)  substituirt    Da  n — 1  c 

grade  Zahl,  also: 

(_l)w'(n— 1)  „  ^ 

ist,  so  folgt: 

42)      r(q)  =  Qq      ^^       e  •-    ^n  4ii  J 

Nun  ist  identisch: 

2n      "^     4n      ""       2n      "*"     2n  4n     ~  '^  4 

also,  da  n  —  1  grade: 

n»  — 1     . 
mm*—. —  nt 
^  An 


In  Folge  der  Gleichung  37)  ist  aber  m  =  2m'/  (raodw),  ferner 
18t  — —  eine  grade  Zahl,  wenn  n  ungrade  ist.    Hieraus  erhält  man : 


2n  4«    J        _  ^  4«  


*  » 

Der  Werth  von  f{q)  aus  42)  lässt  sich  nun  einfacher  sehreiben : 

1  m"(w'— 1) 

d.  L  nach  37) : 

1  (n'-l)(4m'^-l)  ^ 

43)      /(.)  =  («.«)  '2  •^^. 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung 
36)  ableiten,  wenn  man  m  und  mf  nicht  ohne  gemeinschaftlichen 
Factor  annimt.  Setzt  man  2m  und  2m^  statt  m  und  m',  so  wird 
die  Congruenz  2mU  =  m  (modn)  nicht  geändert.  Die  Constante 
0  in  37)  nimmt  dann  die  Form  /'(q),  bestimmt  durch  43)  an, 
während  in  dem  Producte  der  Theta- Functionen  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  36)  r  in  2r  übergeht. 

Man  kann  die  Gleichungen  36)  und  41)  in  Formen  darstellen, 
w^elche  etwas  einfacher  wie  die  angegebenen  sind  und  zu  ähnlichen 
eiii£Eu;hen  Betrachtungen  Veranlassung  geben,  wie  die  Unter- 
suchangen  von  §  37. 

Es  ist  nach  37)  m  =  2m^  /  (mod  ;i) ,  also  wenn  h  eine   ganze 

Zahl  bedeutet:  m  =  2m^  t  +  hn,  mithin: 

m^— m^tlogg  2t^t—ilogq 

n  n 

2i7ti    i^ 

Ä;r-m'il5£i±2££i  =  hjt  +  mUlog(e  ^   q^), 

n 

oder  da: 

2tni 
e  ^     =  a, 

BO  folgt: 

mjr — m'ilogg         ,  /i     /      n"\ 

2-1  =  h:jt — m' I  log  (a  flr '^ ). 

n 
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Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

j_ 
44)       aq"^   =  q^, 
80  ist: 

45)       2^  =  hx  —  mH\ogqx. 

In  die  Gleichung  41)  fUhre  man  aus  44)  ^i  statt  q  ein,  so  das» 
qm=i  q*^^  wegen  der  Gleichung  45)  ist  dann : 

46)    *  (x,  «i)  ==  riq)  JI  »ix—2r  m'  i  log  g^,  g^'). 

n— 1 


Zu  einer  analogen  Gleichung  giebt  die  Gleichung  36)  Veran- 
lassung, welche  auch  direct  aus  46)  durch  Vertauschung  von  /'{q) 
mit  Q  und  2r  mit  r  folgt^  nämlich: 


»—1 

"2 


47)       »(x,qi)  ==  Q  JJ  »(x—rm'i log 3,  »ft«). 


II— 1 


In  41)  x  +  -^  statt  o:  gesetzt  giebt: 

1  -2 


48)      M^aq")  =  r{g)  ]J  »3  (x  + 2r  "»^"f '^^^  ,). 


«-1  « 


Es  ist: 

I  11 

*3(a:  +  ylogg,a«r'»)  =  *s(a;+  Ylog«''»,«^^'»)  = 

1  1 

Da  nun  a  =  e  ^  ,  also  k)ga  =  ,  so  ist  allgemein 

»z(z  —  ^loga)  =  ^3(2:), 


mithin: 
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{aq'')     ^  e^^*»2(x,aq''). 
Wegen  o"  >->  1  folgt  Bchliesslich : 

it  Rflcksicht  auf  die  yorstehende  Oleichung  giebt  die  Glei- 
48)  durch  Zunahme  von  o;  um  -x-  logg: 

49)     *,(x,  Off")  =  A«)  jj  »,(a:  +  2r'^~^^'^^g^  «). 

2 

Ltost   man  hierin  a:  um  -^  wachsen,  so  folgt,  da  ( — 1)**""^ 


h 


2 


öt)     M^  ««")  -  /(^)  77  *.(a=  +  2r"^-f^"gg,  g). 


Analog  der  Gleichung  36)  kann  man  die  rechten  Seiten  der 
Behmigen  48),  49)  und  50)  ausdrücken,  wenn  /"(q)  mit  Q  yer- 
it  wird  und  r  an  die  Stelle  von  2r  unter  dem  Producten- 
len  tritt 


89.    Die  n  Transformationsgleichnngen  der  elliptischen 

lonen^  welche  dem  Uebergange  Ton  ^  in  a^'^  der  Theta- 
lonen  entsprechen.    Die  zweite  reelle  Transformation 
Jacobi.    Uebergang  Tom  kleinern  znm  grosseren  HoduL 

Die  Resultate  des   vorhergehenden   §   geben   zu   allgemeinen 

rormationsgleichungen  der  elliptischen  Functionen  Veranlas- 

wenn  man  die  unnöthige  Beschränkung,  dass  der  Modul  einer 

Quantität  sei,  wegfallen  lässt.    Die  Begründung  der  Lehre 

den  elliptischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Theta-Functionen, 

Dar  voraus,  dass  die  in  der  Bechnuug  auftretenten  Reihen 
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convergent  sind«    In  Folge  der  Bemerkungen  auf  pag.  80  ist  üe 

hinreichende  und  '  ndthige  Bedingung  der  Convergenz  von  ^(x,  9), 

dass  f&r  einen  complexen  Werth  von  q^  der  reelle  Theil  deeselbeft 

kleiner  wie  die  Einheit  ist    Die  allgemeine '  Transformation  der 

elliptischen  Functionen  beruht  auf  der  Gleichung  11)  von  §  36,  wem 

man  nicht,  wie  es  Abel  thut,  diese  Gleichung  durch  Trennung  der 

reellen  und  imaginären  Theile  in  zwei  Gleichungen  zerlegt   Ueb» 

gens  hat  Abel  in  andern  Arbeiten  die  sämmflichen  Transformatioi 

betrachtet,  welche  den  Formeln  des  §  38  entsprechen. 

Es  bedeute  n  eine  ungrade  Primzahl,  ferner  sei  a  eine  Wnnel 

der  Gleichung: 

1)    a»  =  1. 

Den  Gleichungen: 


entsprechend  setze  man: 

OD  1    /25— 1\« 


2) 


OD  t 

a 


*»(0,ag«)  Sc««")' 


— 00 
1 


-  _  »(0,  «g»)  _  StiDlifü!^', 


3) 


/2  dw  ^  /*2  dw,  ^ 

l/l— r^sin^«;  ~     '  J      l/i - n sin« w 


0  ^0 

Jeder  Wurzel  a  der  Gleichung  1)  entsprechen  nach  2)  bc 
stimmte  Werthe  von  /  und  ^,  und  wiederum  diesen  Wertben  bc 
stimmte  Werthe  von  L  imd  r  aus  3). 

Die  Gleichungen  50)  und  41)  des  vorhergehenden  §  gebe 
durch  Division: 


28& 


n— 1 

1      *(2r ^     ^^  +  a:,  g)  *(2r j^^ ^ — ^,  q) 

Wendet  man  auf  diese  Gleichung  die  Principien  des  §  16  an, 
»wie  die  in  2)  und  3)  enthaltenen  Bezeichnungen^  so  folgt: 


4)    l/78inam(?^, /) 


n — 1  -y- 


-1)   ^     l//:*8mam — yy  jaipamUrA"; ^^4 jx 


II  sin  am  UrA" -2^ ). 

i  \  «  ^  / 

In  dieser  Gleichung  setze  man  log^  =  — jtj-,  also: 

^mx — mfi  log  q        mK  +  m'i  A' 
nx  n 

Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

0)       =   CO. 

n 

Setzt  man  weiter =  ti,  bo  nimmt  die  Gleichung  4)  die 

•/• 

fächere  Form  an: 


6>    l//sinam^^,  l\  = 


»^1 

n — !  2 


( —  1)   ^    ^/A*  sin  SLxnu  JJ  sin  am(4ro>  +  u)  sin  am  (4rci> — u). 

1 

Ifünmt  man  statt  der  Gleichung  41)  die  Gl^chung  36)  von 
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§  38  und  die  entsprechende  Gleichung  fllr  ^t  (^  ^9  "  )y  ^  ^^^^^ 
man  analog  wie  die  Gleichung  6): 


7)    /r8inam(^,  /)  = 


n— 1 


( — 0   ^  i/a*  sinamwyy  sinam(2rco  +  M)  ßinam(2rco — u). 

1 

Ebenso  wie  für  Sinus  Amplitudinis  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen 41),  49)  und  48)  des  vorhergehenden  §  die  entsprechend«! 
Gleichungen  für  Cosinus  und  J  Amplitudinis  herleiten.  Man  er- 
hält so  ohne  die  geringste  Schwierigheit: 


^)i/i 


(Lu 
cos  am  I 


n— 1 
2 


1/  v^  ^^®  ^^^  U  ^^^  *™  ^^^^  "*"  ^  ^^^  *™  (^^® — ^'^^ 


Jam 


A9kmu 


9) 

»— 1 
2 


(f. ') 


^^? 


,=-  //  J  am  (4rG>  +  w)  J  am  (4rco — w). 

I/A"»      1 

In  dieser  Gleichung  kann  man  ähnlich  wie  in  der  Oleiehung 
7)  unter  dem  Productenzeichen  auf  den  rechten  Seiten  2r  durch  r 
ersetzen.  Mit  Rücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  8)  und  9), 
wenn  m  =  0  gesetzt  wird: 


10) 


n— 1  »— 1 

2  /-r—       2 


7=  l/;fM//co8^am4rcö  =   |/ ;fr» // eoB«  am  2rai, 


1 


Jr  =  -tL  TT  A'^^m^rm  =  -7L  /A  J2 


l/^        \/k' 


\Jk 


am  2ro>. 


Die  Gleichungen  6)  und  7)  diyidire   man   auf  beiden   Seiten 
durch  sin  am u  und  setze  u  =  0.    Für: 
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11)    ^  =  1 

^ebt  sich  dano  folgende  Doppelgieichung : 
n— 1 

12)  (~  ^)^     ^^  =  l/Ä=7/'8in«am4ra)  =  \/T' JJ  «ia-^fm1rca. 
Durch  Combination  der  Gleichung  10)  und  12)  folgt: 


13) 


l/^-/>( 


2 

COS  am  4rco\2  mr  /cos  am  2rco\' 

J  am  4ra> 


')    ~  -^f  \  Jam2ra>/ 


l/Z=  // ^ =  //-__L_ 

( — 1)  ^     ^    yj  /  sin  am  ArcD   V  _   rj  (  8inam2rcp   y 
^  -* -^  \  sin  coam  Arco  )  ~  -*  ^  \  sin  coam  2rco  / 

In   der    letzten  Gleichung    ist  zur  Vereinfachung    sin  coam  u 

cos  Rm  f/ 

KatI    —j gesetzt    Die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  lassen  sich 

itielst  der  Gleichungen   10),  11)  und  12)  auf  folgende  Formen 
ingen : 


Hr-l 

, -,     ,, _  sinam(4rco+u)sinam(4ra> — u) 

smam  I  ~,  /l  =  — - —  ## >-  — 7^^    . ^ ^ 

8m^am4ra> 


(ti     \  sin  am  u  /ysii 


) 


/  w    _\  y-w-  cos  am  (Arco+u)  cos  am  (4rc»— «) 

oosam  -;^,  /)  =cosamw//  ^ ^h^^ — ^ ^ =^, 

\ilf'  /  -«-Ä  cos^am4ro7  ' 

^       (u    \         .  ]r#  Jam(4rco  +  tt)  2lam(4rcö^ — u) 

\ilf    /  -*^  J^am4rco 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  r 
tt  2r  nehmen.  Fttr  einige  Entwickelungen  scheinen  indessen  die 
nchuDgen  14)  sich  am  einfachsten  verwenden  zu  lassen.  Die 
^icliungen  7),  8)  und  9)  von  §  24  auf  die  Gleichungen  14)  ange- 
ndt  geben: 

15)     sinamf  — ,  /]  =  y,    sinamt«  =  x 
setxt: 


286 


16) 


*~i  x" 


2"  1 , 


X  Yj sin*  am  4rco 


1 


a:2 


8m^coam4roD 


•^         ^  *^  -*^     1 — XAr*  »m^  am  4rcö  ' 

1  —  k^x*^  ßin*  coam  4rcD 


Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Öl^^ 
chungen  lassen  sieh  in  Beziehung  auf  x'^  in  Partialbrttehe  zerleg 
Statt  hierbei  ein   ähnliches  Verfahren  anzuwenden   wie  bei  dfli 
Gleichungen  28)  von  §  37  um  schliesslich  auf  die  dort  erhalteiMi 
Gleichungen  44)  zu  kommen,  möge  der  umgekehrte  Weg  ange- 
schlagen werden.    Es  werden  bei  diesem  umgekehrten  Yerfahm 
einige  difficile  Betrachtungen  vermieden,  deteln  directe  Anwendoni 
in  diesem  Falle  die  Rechnungsoperationen  zu  weitläufig  maeken 
würde. 

Da  nach  h)  ruo  =  mK+mfiK%  so  ist  8inam(z  +  4mo)  =» 
sinamz,  also  auch: 

2  2 

J[f  Bisitan(u  —  Areal)  «=  //^sinam[tt  +  4(n — r)ca\ 
1  1 

oder  «infadi: 

2  n — 1 

17)    Jj[  sin  am  (u  —  4rcö)  =  JJ  sinam(u  +  Arcoi). 

1  iHzl 

Die  Gleichung  6)  wird  hierdurch: 

. .—  11 — 1 

YP  sin  am  ^^,  /j  =  |/~  sin  am  ^^,  Ij  =  7/sinam(u+4rai> 

Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  durch 
die  folgenden  ersetzen: 
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^in  am  f  ^,  /j  =  \J -r  JJ[  ßi^aro  ("  +  4rcö), 
^8  am  \^,  /^  =  |/|^j  7/  cos  am  {u  +  4rcö), 

^^n  ncö  =  mK+mfiK'  bleiben  die  rec}iten  Seiten  dieser 
flekhungen  ungeändert^  wenn  \i  ersetzt  wird  durch: 
ti  +  4a>,  w  +  8cö,  ...,  u  +  4(n — l)co. 

Aus  den  Qleichi^igen  13)  folgt: 

IH-l  »--1 

Hierdurch    lässt    sich    die    erste    Gleichung    Iß)    für    y  «-» 
im|  ^,  /]  wie  folgt  darstellen: 

19)     X  JJ {pc^ — 8in^am4ra>) — —  sinamf  ~,  /Jx 

17(^^2 i ^  =  0 

Diese   Gleichung  wird  identisch  für  o;  =  sin  am  t/.    Da  nun 

mf-^y/j  unverändert   bleibt,   wenn  u  +  Agco  statt  u  gesetzt 

y  -wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite  von 
auch  identisch  fllr  die  n  vArsehiedenen  tWertbe  v'on  x 

sinamti,  sinam(u  +  4a>),  . .  sinam[tt  + 4(n  —  l)col. 

Man  kann  demgemäes  setzen: 


»—1 

3 


X  77  (^* — si^^  *^  ^^®) "~  Tjj^^"^  ***  (^'  0  ^ 


'\  »--1 


i^(^'-;i^8m4in4ra>)  ^  /r[^-«na'n(«  +  4r«>)l. 
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Die  Vergleichung  der  Factoren  von  af^^  giebt: 

20)     r^sin  am  f  — ,  / 1  =   V^  sin  am  {u  +  4rcö). 

^  0 

Behandelt  man  die  beiden  andern  Gleichungen  16)  aaf  ähnMo 
Art,  80  folgt: 

n — l 


21) 


^    j/j^      cosam  ^^,  / j  =  2  cos  am  (u  +  4ra>),  j 


0 
n—  1 


ü 

Es  ist: 
n— -1  a 

22)     2  8man.(«  +  4ra>)  =  Bmam«  + 28inam(«  + 4ra,) 

0  1 

n— 1 

+  V  sin  am(w  +  4rc»). 

2 

Wegen  der  Gleichung  sin  am (z  —  Anco)  =  sin  am z,  ist  auch 

»-1  n—\ 

^.  8inam(M  +  4ra>)  =  ^^  sinam[w  +  4(M — r)a>\  = 

n-f-l  «4-1 

%  a" 

n— 1 
2 

^^  sin  am  {u  —  4rcö). 
1 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

n— 1 

^^  sin  am  (u  +  4rco)  =» 

0 

sin  amw  +  ^^  [sin  am  (m  -f-  4rcö)  +  sin  am  {u  —  4rcö)] , 

1 

oder,  wenn  man  rechts  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Fai 
tionen  anwendet: 


28^ 


n— 1 

^2^  sin  am  (u  +  4rco)  = 


0 


Binamu 


sin  amti  cos  am  4ra>  J  am  Aroo 
sin^amu  sin2am4r€9 


^  -^  sin  amti  c 


\ 


Setzt  man  die  links  stehende  Sunmie  auf  die  rechte  Seite  dei 

Gleichung  20),  so  erhält  man  sin  am  fri^, /]  rational  durch  sin  am  u 

«ugedrackt  Diese  Methode  ist  von  Jacobi  (Fund.  p.  47  u.  48)  an- 
gegeben  worden.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  21)  ganz  ähnlich  transformiren  kann.  Auf  diesem 
Wege  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  welche  der  angedeu- 
teten Zerlegung  in  Partialbrttche  der  rechten  Seiten  der  Gleichun- 
gen 16)  entsprechen: 


23) 


/ 


kM^ 


mam 


(*')- 


smam 


q  V^  sin  am  t<  cos  am  4r  CO  J  am  4ra) 
^  i  —  /f^  sin^  am  u  sin^  am  4r  €9  ' 


(-1)'/ 


kM 


cos  am 


eosam 


V       cos« 
^    '^l—kHi 


cos  am  «cos am 4r CO 
A:^8iii2amu8iii'am4r<»' 


(= 


^HP)  - 


JamM  +  22^j— ^ 


Jamu  Jam4ra> 


sin^  am  i<  sin^  am  4r  CO ' 


Aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht 
eme  neue  Gleichung  ableiten,  welche  der  Relation  46)  des  §  37 


entepricht    Nach  11)  ist 


M 


•p,  nimmt  also  u  um  A"  zu,  so  geht 


•^  Aber  in  -^-{-L    Durch  Zunahme  von  u  xim  K  geht  die  erste 

M  m 

Gleielimig  23)  über  in: 

Baaeptr»  tllipt.  Fonotionen.  19 


^90 


cos  am 


(^') 


^       A 


&') 


Areoflanm     ^  '^   co8amMi4amuBineo>ni4r<o 
Jana  u  -^  1  —  k^  sin*  am  u  sin*  coam  4r  co' 

Beide  Seiten  dieser  Gleichung  sind  yoUstftndige  Difierential: 
quotienten  in  Beziehung  auf  u.  Durch  Integration  folgt  ähiüick 
wie  in  §  37: 

/l+/sinamf~,/j 
1/     l-Zsinam^^,/) 


24) 


\j 


5-1 

3 


l+Xrsinamti  rr  1 +/:8inamu8incoani4rcD 


l  —  /:  sin  amu    j    1  — Ar  sin  am  usin  coam  \rxo  " 

Für  einen  gegebenen  Modul  k  entsprechen  nach  2)  den  % 
Wurzeln  yon  a**  =>  1  eine  gleich  grosse  AnzaU  Ton  Werthei  vot 
/  und  V.  Es  ergeben  sich  also  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Glei- 
chung 16)  n  verschiedene  Werthe  von  y  in  Form  rationaler ,  ge- 
brochener Functionen  Ton  x^  welche  gleichzeitig  mit  x  verschwinden 
und  der  Differentialgleichung  genügen: 

25)  ^y  =  ^      

i/o— y*)(i— /^y^)      M\J{\—x^){\—k^x^S 

Diese  n  Werthe  von  y  entsprechen  den  verschiedenen  WertiMi 
von  CO  enthalten  in: 

26)      a>  =  , 

Es  haben  m  und  m'  weder  unter  einander  noch  mit  n  einen 
gemeinschaftlichen  Factor.  In  Folge  der  Betrachtungen  in  §  38 
(z.  B.  Gleichung  26)  kann  m  verschwinden,  aber  nicht  m\  Ninunl 
man  mf  =  1,  so  kann  in  26)  m  die  Werthe  0, 1,  2, ...  n — 1  tn- 
nehmen.  Die  verschiedenen  Werthe  von  a>  sind  dann  in  folgender 
Reihe  enthalten: 

%K'     K+iK'     2K+iK'         (n— l)A^+fjr 

9  9  9      ■   •    '  • 

«  '         n      '  «       '  n 


^1 

Die  letzten  — ?—  dieser  Argumente  in  umgekehrter  Ordnung 
trieben  sind: 

n  '  n  '■•  n  ' 

^     Ä'— lA"       „      IK—iK'  ^         2 


n       '  n  n 

Nt  nun  allgemein  8m^am(4A^ — t;)  =  sin^amv,  so  lassen  sich 
ler  letzten  ~  Werthe  von  a>  der  obigen  Reihe  in  den 
ungen  2)  und  16)  die  folgenden  annehmen: 

A^— fjg^     2ir— t'A^^  2 

ie  n  Werthe  des  Arguments  co  sind  also  auch  in  folgender 
.enthalt€(n: 

n  n      ^  n        ^  n 

[an  kann  die  Werthe  von  <»  auch  nooh  auf  andere  Art  dar- 
{j  welche  natürlich  zu  denselben  Functionalwerthen  der  vor- 
enden  elliptischen  Functionen  führen,  wie  die  eben  bemerkten. 
)  nehme  man  m  =  1  und  m^  =>  1,  2^  ..  n — 1.  Hierzu  tritt 
ier  Werth  ftr  m  =  0.  Die  Reihe  der  Werthe  von  co  ist  dann 
de: 

urch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  lassen  sich  statt 

ti—  1 
teten      ^     Werthe  die  folgenden  nehmen: 

9         ■  9   ••  • 

B  ifrt  dann  die  [Gtesammtheit  der  n  Werthe  von  a>  der  Glei- 
)|i  2)  jipd  lö), in  folgender  Bei|ie  enth^ten: 

19* 
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lA*      K±iK'     K±7iK'  ^2 

Die  elliptischen  Functionen,  welche  Multipla  dieser  Wer 
von  CD  zu  Argumenten  haben,  sind  mit  einer  Ausnahme  compl 
Grössen.  Nur  in  einem  Falle  geben  die  Gleichungen  2)  für  / 1 
l\  also  auch  f&r  L  und  Z^  reelle  Werthe,  wenn  nämlich  a  =  i 

Dann  ist  a>  =*  — ,  wie  z.  B.  aus  den  Gleichungen  19)  ron  § 

für  ^  =  0  folgt    Mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichungen  7)  yon 

geben  die  Gleichungen  13)  und  16),  wenn  cd  «=«  —  gesetzt  wi 

,       /4rA"  ,  A                      ,       /2rf  J 
/-TT  cos^sml J(f\  cos^aml ./fj 

l/Ü  =  /y  \  w   '  y        77  \  «  '  / 

,  sm*  am  | ,  A/ )  Bin*  am  | .r) 

1         7/ \  «       /    ^   jTT \  »      / 

Bin*  coam  I ,  k  j  sin*  coam  ( ,ir  I 

H-a:*cot*am(^^,*'} 
y  =  £/T V  »        /     . 

^        l  +  **x»tang*am(^,A') 

Die  vorstehenden  Oleichungen  constitairen  nach  /detf^ 
zweite  reelle  Transformation.    Nach  Gleichung  4)  des  §  2i  i^ 

Nimmt  man  9**  statt  g,  so  folgt: 

1  +  g    " 

Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass  fUr  ein  waehflOi^ 
der  Complementärmodul  V  unbegränzt  abnimmt,  mithin  der  iM 


1  die  Einheit  convergirt.     Aus  öieaem  Grunde  bezeichnet 

die   Transformation   als    diejenige  des   kleineren    in   den 

Kren  Modul,  im  Gegensatz  zu  der  in  §  37  behandelten  Trans- 


Die  Vereinigung  der  Resultate  des  vorstehenden  §  und  des 
'  zeigt,  dass  flir  eine  ungrade  Primzahl  n,  der  Differential- 
fieichung  2ä)  durch  n  +  1  Werthe  von  </  in  Form  rationaler,  ge- 
Inehener  Functionen  von  x  genügt  wird.     Die  k  -|-  1  Werthe  von 

ten  aus  k  erhalten,  wenn  ;  ersetzt  wird  durch: 
eine  Wurzel  von  «"  ^  1  ist. 
leeee  schöne  Resultat  findet  sich  zuerst  in  einem  Briefe  ron 
AeeW  HD  Crelle  vom  Jahre  1828,  welcher  unter  dem  Titel:  „Kote 
rar  Iw  fouctions  elliptiques"  im  dritten  Bande  von  Crelle's  Journal 
'l>  193)  abgedruckt  ist  In  demselben  Bande  befindet  sich,  mit 
:  /iiliung  auf  die  Mittheilungen  von  Jacobi,  der  Aufsatz  von  Abel: 
^|^  le  nonibre  des  transformations  diff^rentes ,  qu'on  peut  faire 
■uhji  ä  une  fonction  elliptique  pav  la  Substitution  d'une  fonction 
fiütnelle  dont  le  degr^  est  un  nombre  premier  douu&  (p.  39 j  — 
Wl.  Oeuvr.  t.  I.  p.  309—316).  Abel  giebt  Beweise  der  von  Jacobi 
finfach  aufgestellten  Theoreme,  wobei  die  schon  froher  erwähnten 
meisterhaften  Untersuchungen  in  Nr.  138  der  „Astr,  Nachr."  (Band 
*>-p,  ;(65  —  388,  OeuY.  t.  i.  p.  253 — 274)  zur  Anwendung  kommen. 
Eine  spfitere  Arbeit  von  Abel:  „Note  sur  quelques  formules  eilip- 
tiqueg"  (Crelle  J.  t.  4  p.  91,  Oeuv.  1. 1.  p.  305)  behandelt  deneelben 
''ffeDEtand,  fUr  den  Fall,  dass  der  durch  /  bezeichnete,  transfor- 
Kirte  Modul  k  eine  reelle  Grösse  ist. 

lu  der  Abhandlung  ,De  functionibus  ellipticis  commentatio 
»ller»"  (Crelle  J.  t,  6.  p.  397  —  403)  hat  Jacobi  eine  neue  Herleitung 
'Ipr  IQ  den  Gleichungen  16)  enthaltenen  Transformationsformeln 
fegebeu,  welche  auf  Betrachtuug  der  drei  Reihen  basirt  ist,  welche 
<Üe  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  bilden.  Auch  in 
diewm  Falle  enthalten  die  Untersuchungen,  wie  die  „  Fundatnenta" 
nur  eise  N'erification  der  aufgestellten  Formeln.    Die  beiden  reellen 


Transformationen  Jacohfs  hat   Legendre  im   ersten  and  sweiteB 
Supplement  zum  Gegenstande   sehr   eing;ehender   Untersaehungtt 
gemacht.     Die   Substitutionsgleichungen   werden   &bnlieh  wie  M 
Jacobi  verificirt.     Ungeachtet  einer  Menge  sehr  nOtzlicher  DetlS* 
Untersuchungen  bleiben  die  Resultate  innerhalb  der  Oränioi  der 
,,Fundamenta^     Auf  pag.  32  des  „Premier  Supplement*'  wird  & 
Relation  zwischen  k  und  /  durch  die  ganzen  elliptisdien  Intepth: 
gegeben,  davon  aber  keine  Anwendung  auf  die  Transfomiate^ 
selbst  gemacht    Nur  auf  pag.  127  (Deuxiäme  SuppMment)  wU 
eine  sehr  kurze  Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  gemacht,  nf 
welche  schon  früher  Jacobi  hingewiesen  hatte.    (Grelle  J.  t  3.  p.  305). 
Die  grosse  Allgemeinheit  der  von  Jacobi  gefundenen  Transfonur 
tionsgleichungen  veranlasste  bald  nach  ihrer  Publication  mehrere 
Beweise  und  Darstellungen  derselben,  von  denen   die   folgendei 
angemerkt  werden  mögen,  welche  die  ersten  Versuche  sind,  üb 
Wichtigkeit  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen  in  yersehiedeBeB 
Ländern  hervorzuheben. 

Plana:  Methode  616mentaire  pour  d^couvrir   et   dömontrer  1» 
possibilitö   des   nouveaux   thtorömes   sur   la  thtorie  deft 
transcendantes  elliptiques  p.  p.  Mr.  Jacobi  daus  le  Nr.  1S3 
du  Journal  allemand  intitul6   „Astronomische  Nachidikm^^ 
(Memorie  della  reale  Academia  delle  scienze  di  Toriftc». 
1829.  t  XXXn  p.  333  —  356). 
Als  Fortsetzung  dieser  Abhandlung,  welche  nur  reelle  Tram«^ 
formationen   in  Betracht   zieht,  enthalten  die   „Memorie  d.  r. 
d.  s.  di  Torino.    Serie  seconda.    Toms  XX.  1863.  (p.  207  u.  f.)  t< 
demselben  Verfasser  „Memoire  sur  la  throne  des  transoendsafc^'* 
elliptiques". 
Poisson:  Rapport  sur  un  ouvrage  de  Mr.  Jacobi,  intitoI6:  FoiA^^' 
menta  nova  functionum  ellipticarum.    (M^moires  de  PAuiJi* ' 
d^mie.  1830  t.  X.  p.  73— 117.) 
Ivory  On  the  Theory  of  Elliptic  Transcendentes.    (PhilosopWt^*  ' 
Transactions.  1831.  p.  349— 377). 
Diese  Abhandlung,  welche   nur   reelle   Transformatioiieii   ^^ 
Orunde  legt,  zeichnet  sich  durch  Untersuchungen  der  Transfoimatioift^» 
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ter   Ordnung  aus.     Ee   ergiebt   Bich,   dasB    in   dem  bemerkten 
e  der  Differentialgleichung  25)  durch  einen  Werth  von  y  genügt 
werden  kann,  welcher  iu  Beziehung  auf  .t  nicht  rational  iet, 

Die  DarBtellung  der  Fundamenia  findet  flieh  ziemlich  volbtändig 
ejirDdiicirt  in  dem  Artikel  „Elliptische  Functionen"  von  Sohnke, 
Bnlbalten  in  dem  Werke;  Allgemeine  Encjclopaedie  der  Wiesen- 
ehaften  und  Künste  herausg.  v.  Ersck  u.  Gntber.  Erste  Section 
-G.  Vierzigster  Theil.  Nachträge.    Leipzig  1844.  (p.  77—135). 


|4U.   Die  Theta-Fnnctionen,  In  welchen  q  durch  q^oAvr\/~q 
jetst  ist  and  die  entsprechenden  elliptischen  Fanetiooen, 
Die  Theta-Fanctionen  mit  dem  zweiten  Argamente 

Aehnlich  wie  in  den  §  37)   und   38)   lassen   sich   mittelst   dea 
«  von  Coles  die  Theta-Functionen,  in  denen  das  zweite  Argument 
1  //'  oder  ]/g  ersetzt  ist,  duich  die  ursj)rünglichen  Functionen 
"drucken.     Man   kann    hierbei    verschiedene   Wege    einschlagen 
!.  sich  der  Glcicliungen  14)  und  ItiJ  des  §  18  bedienen,  welche 
farstelluug  der  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Produete 
"it  voraussetzen.     Dieses   Verfahren   bietet   indessen  keine   Vor- 
Ue  ge§*o   die  Anwendung   unendlicher   Produete.     Für   die   fol- 
Untersuchungen    mögen    einige    Gleichungen    vorangesetzt 
4eD,  welche  auch  in  weiterer  Beziehung  sich  als  sehr  nützlich 
1  werden. 
In  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  auf  pag.  104  nehme  man 
mx  =  y  ^  z,  also  m'  =  %c,  j^  =»  y'  =  z'  =  0.     Man  verbinde 
fauf  die  Gleichungen    1)   und   2)   durch   Addition  und   Subtrac- 
'*^*i,  ebenso  verfahre  man  mit  den  Gleichungen  3)  und  4).   Hierdurch 

1)      4»,(i)'  —  »,(0)"I>j(2j;)  +  »,(0)"»,(2x)  +  »(0)>«(1i!), 

[  5)      2»,  (xY  —  »,  (0)5  9,  (2j:)  +  »,  (0)>  »s  (ic)  —  » (0)' » (2*) , 

2»  (i)<  —  »j(ü)>», (2.1:)  — »,(«)' »,(2j:)  +  »(0)"»(2.t:), 

4)      2»,(jr)'  —  »,(ü)>»,(2j)  — »j(0)»»,(ic)  — »(0)'»(2.t), 
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5) 


Fttr  x  *=  -j  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

2*3(5)*= ^*(fy  ==  *3(o)»*(o)+*(o)»*,(o), 

2*i(fy  =  2*j(jy  =  *,(0)3*(0)-*(0)»*,(0), 
Ninunt  man  hierin  *(0)  =  ^sCO)!/*',  so  folgt: 

».(?)* -»(?)'-H^^».(«)', 

Für  X  =  \\^%q^  ^2(0)  =  ^3(0)1/^  leitet  man  aus  den  Glei- 
chungen 1)  —  4)  die  folgenden  ab: 

*3(|iög^y = ^2(4ioggy = ^*'^^  1/^*3  (o)s 

In  den  Gleichungen  5)  sind  die  vorkommenden  Theta-Fonctionen 
sämmtlich  reell  und  positiv,  dasselbe  ist  mit  den  Functionen  ^^^ 
^2  und  ^  in  den  Gleichungen  6)  der  Fall.  Was  die  Function  ^1 
betrifft^  so  ist  dieselbe  imaginär  fUr  imaginäre  Argumente.  Die 
Gleichung  (§  17  GL  18): 


a:^ 


log-  Mog-^ 


giebt  X  =  —  log^  gesetzt: 


WO  log ^ log 5^  =  n\    Da  ^1  (— ,/]  positiv,  so  ist  in  dem  Werthe 
^i  (t''^S^)  *^^  ^)  ^'®  vierte  Wurzel  der  Einheit  gleich  — i 


von 

zu  nehmen. 
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Die  Gleichungen  10)  von  §  22  geben: 
H^Q^)  =  17(1— ^0JI(1— V^''^^^co84a;+^(«^i)). 
Man  wende  rechts  auf  jeden  Factor  die  Relation: 

1 — 2p2coB4a:+P*  =  (1  — 2pco8  2a;+J»^)(l +  2pcoB2aj+J»*) 
OL    Mit  ROcksicht  auf  die  Bedeutungen  von  d^l^x)  und  #3(0;)  läsBt 
oeh  die  obige  Gleichung  schreiben: 

Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

o  ist^  wenn  rechts  das  zweite  Argument  ^  der  Einfachheit  halber 
ieht  angemerkt  wird: 

9)     »(2x,  q^)  =  Q^{x)  »^{x)  =  0^(a:)  ^(a:  +  f  )• 

Oanz  auf  dieselbe  Weise  folgt: 

10)     *i(2a;,  q^)  =  ß*t(x)  »^{x)  =  0(^i(x)  ^,(0:  + 1), 

ro  P  wieder  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist    In  den  Glei- 
hmigeii  9)  und  10)  lasse  man  o;  um  ~  zunehmen.    Nun  ist: 

l^lich: 

*s(2x,^»)  =  0*(~+a:)  ^(f-o:). 

*,(ic,g»)  -  0*i(f +0:)  *i(f-^)- 

Auf  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  wende  man  die  auf 
108    unter  6)  und  8)  aufgestellten  Relationen  an,  nämlich  die 
landen: 

'^    \  Hoy  »i{x  +  y)  M^-y)  =  ^i(^)^  Hyy-H^y  Hyy- 

Die  Gleichungen  11)  lassen  sich  dann  auf  nachstehende  For- 
en bringen: 


908 


Setzt  man  hierin  »(0)  —  »s(^)\/P,  ferner  Ar  ^j)^ 
#i(-j]  ihre  Werthe  aus  5),  so  erhält  man  schliesdieh : 


Geht  g  in  9*  tlber,  so  mOgen  k,  k*,  K  and  K*  respectin  ii 
l,V  L  und  U  tibergehen.    Es  ist  dann  also : 

Aus  den  Gleichungen  13)  folgt  ftlr  x  =  0: 

Durch  Division  folgt  hieraus,  mit  Bttcksicht  auf  14): 


16)    \/l  -  [/|— I  oder  / 


\—k' 


+  Ä' l+A' 

In  der  ersten  Gleichung  15)  nehme  man  wieder  *(0)»  —  Ac-'M' 

"=  —  k.    Dann  ist : 

X  

17)    ^,(0,  g«)  -=  p^  (/l±*^l/Ä^. 

Die  letzte  Gleichung  6)  auf  pag.  121  giebt: 
cLL  nach  b): 


29» 
Man  setie  hieraus  Q  in  He  Gleichung  17),  feiner  nach  16) 
[0,  «»)  -  \/^.    Es  folgt  so: 

1/f  -  l/f  l/^^ 

nr  einfiEU^her: 

*^>    ^^ 2-' 

Die  Gldchongen  9)  und  10)  diridirt  geben: 


l/7smamf — ,  /]  «=  A: 


2irx         2irx 

sin  am cos  am 


u  geeetet: 

smamucosamu 


4t\\    1/7  •         /2itt   A        ,Bi] 
19)    ^/Z  an  am  f -TT- ,  /]  —  Ar  — 


/famu 

Snbfitituirt  man  noch  links  Ar  /  und  L  die  Werthe  aus  16) 
18),  so  folgt: 

[/4    I   f^\      ^ — ^        (1 +ArO«inÄmwcoBamu 

Auf  dieselbe  Art  leitet  man  aus  den  Gleichungen  9),  11)  und 
die  folgenden  ab: 

— AH        (1  +Ar^  sin  smu  cos  amu 


) 


sin  am  (1  +Ar')t<9 
cos  am  (1  +k^u, 


Jamu 

—k"!  _  1-  (l+AQsin^amu 
+  Ar'J  ""^  Jamu 

— ^        1— (1— A^sin^aAtt 


+  k^J  Jamu 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  die  beiden 
Igendoo  direct  herleiten,  man  muss  dann  die  Gleichung  19)  zu 

imde  legen.    Setzt  man  u  «»  -^,   so   folgt  die  Gleichung    16). 
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u 

Differentiirt  man  femer  nach  Uy  setzt  darauf  u  =»  0,  so  folgt  — 

ML 

k 
==  -p  und  hieraus  der  in  18)  gefundene  Werth  für  Z.*) 

Man  kann  sich  der  Gleichungen  20)  bedienen  um  die  Trans- 
formationsgleichungen herzuleiten,  welche  dem  Uebergange  von  q 
in  \fq  der  Theta-Functionen  entsprechen.  Wird  u  durch  tä  ersetzti 
ftthrt  man  femer  darauf  statt  der  elliptischen  Functionen  mit  ima- 
ginärem Argument  die  entsprechenden  Functionen  mit  reellem 
Argument  und  dem  Complementärmodul  ein,  so  ergeben  sieh 
schliesslich  durch  Yertauschung  von  k^  mit  k  die  in  Rede  stehen- 
den Relationen.  Für  manche  Zwecke  ist  es  besser  von  den  Theta- 
Functionen  auszugehn,  da  sich  hierbei  Gleichungen  ergeben^  die 
nicht  bei  der  Transformation  allein  ihre  Verwendung  finden. 

Die  in  den  Gleichungen  10)  von  S  22  enthaltenen  Producte 
geben : 

^{x)  ^i(a:)  =  2q^  nvLX  JI(1  — ^*0^  17(1  —  2^ cos 2«  +  ^). 

Nun  ist  aber: 

77(1— 2^cos2a;  +  ^2r)  ^  77[l —2(1/7)«'' cos 2a;  +  (l/g)*'!. 

Das  Product  der  beiden  Theta-Functionen  lässt  sich  hierdurch 
auf  folgende  Art  darstellen: 

Trennt  man  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  r,  so  ist: 
27(1—^)  =  n{\—q^^)n{\  —  q^% 
folglich : 

77(1 -g^O^       jj±ZjtL 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

22)     -/Z-^-^  =  ft, 


*)  Die  Gleichnng    Jamu  Jam(if— w)  —  Ar'  giebt  u  =  —  gesetit: 

j^  A'l k'  \  K  h 

/P9.m^  =  Ar',  hieraus  sin» am  y  =  — p-  =  j— jp,  cos^am  ^  =  ^-^. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichangen   findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  BelatioB 
zwischen  k  and  l 
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80  erfaftlt  man  aas  der  Gleichung  21): 

23)    *,(x,  \/l)  =  ft  *(«)  *i(x). 

Die  VertauBchimg  von  x  mit  -^  +  x  giebt : 

24)     »^{x,  l/^)  =  ft^3(^)  ^2(^). 
Es  ist: 

oder  X — -rlogq  Btatt  x  gesetet: 

*i(«  +  -i  log^) f>«'>(x- jlog«). 

In  der  Gleichung  23)  werde  x  mit  x  +  -^\o%q  yertauscht    Die 
rechte  Seite  lässt  sich  nach  dem  Vorstehenden  schreiben: 

—iQi  e^d-Qc  +  ^log«)  »(x—jlogq). 

Die  linke  Seite  geht  ttber  in: 

^,(x  +  ±loeq,  ]/q)  =  H^  +  jloe]/^,\/q) iq''^e^H^\/q). 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Argumentes  leitet  man 
aus  23)  folgende  Gleichung  ab: 

•  ■ 

25)  *(x,  l/j)  =  «t  Ol  »(x  +  j  log?)  *(x— ^  log«). 
Hirain  x  +  -^  statt  x  gesetzt  giebt: 

26)  »i{x,  \/q)  =.  «* Qi»iix  +  jlog«)  *j(x— jlog«). 

In   der  ersten  Gleichung   12)   nehme   man  y  ==»  -jlog^  und 

y  ^^  "K  +  T  log^>  wendet  man  die  erhaltenen  Resultate  auf  die 

Gleichungen  25)  und  26)  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende 
Formen  bringen: 

H^,]/9)  -  ^,[*(^)»*({log«)«-*i(x)**,({log«)»], 


3»2 

Nimmt  man  d'ip)  =  |/P  ^3(0),  ledueirt  die  yorstehAndei  fiUi- 
chungen  mittelst  der  Gleiobimgen  6)  und  7),  »q  ^giebt  sieh  ein&cher: 

27)  ^   _! 

Geht  g  in  |/^  Ober,  so  mögen  Jr,  A/,  A"  und  jK^  respectiye  ttber- 
gehn  in  /i,  l\y  Li  und  L\^  so  dass  also: 

In  den  Gleichungen  27)  werde  x  -=  0  gesetzt,  der  Quotient 
'der  80  «ikmltaiien  Glesdiungen  giebt  nach  28): 


^^'  -  l/r+Ä'  ^'  ^  htä' 


mithin: 

29)    /.-M. 
'      •         1  +  A 

Die  sweite  Gleichung  27)  giebt  x  —  0  and  4^((^*  -=  A'«^)' 


Da  nun 


Die  durch  22)  bestimmte  Quantität  Qi  Iftsst  sieh  in  Folge  d« 
Gleichungen  6)  Ton  §  22  auch  definiren : 

l/f  -  l/?^f^. 

oder: 

31)    f  =  1  +  *. 
Die  Quotienten  der  Gleichungen  23);  "24)  »und  27)  führen  auf 
elliptisehe  Famctionen  mit  den  Argumenten  -^,  -^.  den  lli9d<>^ 


2Kx 
imd  /f    Zur  Vereinfachung  setze  man  —  =  w,  werden  die 

Terthe  von  /i  und  Zt  aus  29)  und  31)  substituirt,  so  ei^dbt  sidi 
ilgendeB  System  Yon  Transformationsgleichung;en : 


0 


b^^>-m\-w^ 


smamu 
sinam|(l  +  A:)ii,.-^|=\      »Wamu^ 


f/^  .  ,\     2l/*n        cosamttJam« 

eosam    (1  +Ar)w,  r-7-7    =  r-r-i — =-5 > 

l^v    ^    ^^1+ArJ        1+A:sm>amu' 

^      \'/4  .  ,\      2|/X"1        1— Arsin^amu 


Aehnlieh  wie  die  Oleiehungen  20)  lassen  me\  die  vorstehenden 
feiehangen  aus  einer  derselben  herleiten,  oder  besser^  auB  dem 
aotienten  der  beiden  Oleiehungen  23)  und  24). 

Za  den  vorstehenden  Darstellungen  aber  einige  besondere 
heta- Functionen  mögen  noch  die  folgenden  Formeln  angemerkt 
erden  y  welche  sich  leicht  aus  den  bisherigen  Resultaten  ergdben. 

Trennt  man  die  graden  und  ungraden  Werthe  ron  r,  «0  iit 
I7(i;_g»r)  _  xz(l  -(T)  (1  +  (T)  = 

17(1  -  ^^  (1  -  q^')  (1  +  q^)  (1  +  q^') 
10: 

n(?-q^^)  "  27(1-«»-)  (1  +(r)  (1  +«— ^ 
L  nadi  22): 

^  -  4* i7(l _,«r)  (1  +  g*^  (1  +,ir-i). 

Gteht  g  Aber  in  9^^^  ««  — q,  so  gebt  ;r-  Ober  in: 

Vi 

in 

e^  g*  n{l—q^)  (1  +  ^)  (i  —  q^^). 
In  Folge  der  Gleichungen  10)  von  §  22  ist  dieser  Ausdruck 
eich: 

CMit«  Aber  ni  q^\  so  geht  l^«r)  ttber  in^(a;)  und  umgefcehit 
te  Fonetionen  d'x{x)  und  #2(^)  kehren  in  sich  auriok,  muhiptiüut 
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tn 


mit  e^.     Durch  diese  Aendenmg  von  q  geben  die  Gleiehimg«! 
23)  und  24): 


33) 


nt 


nt 


^  *3(0)  *.(x,  e^]/q)  =  e^  ^x)  ^x), 


m 


i* 


i^i^ 


m 
T 


7« 


In  den  Gleichungen  27)  substituire  man  den  Werth  von  Qx  u 
30),  setze   \/—=  ^3(0)  und  k"  =  \/i—k  ]/i+k.    Dann  iat: 

i/r=:^{^3(o)^3(a:,i/ö')  =  H^y—M^y- 

L&sst  man  nun  g  in  qe^^  =  —  q  Obergehn,  so  gehn  in  Folgl 

1       i 
der  Gleichungen  4)  von  §  22  /r^  und  k  respectiye  flber  in  -  nnd  p 

Es  geht  #3(0)  über  in  ^(0)  =  ]/JFd'^(0).   An  Stelle  der  Gleiehuh 
gen  34)  treten: 


1 


34) 


35) 


tn 


]/k'  +  ik»i{0)  »(x,e^'\/q)  =  *s(a;)»  +  »*i(x)», 


$  41.  Die  Transformationen  zweiter  Ordnung.  HistorlsdM 
und  literarische  Bemerkungen.  Landen^  Legendre^  la* 
grauge^  Oauss^  Jacobi.  Lineare  Relationen  zwlsehei 
elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung.  Kflpperi 

Bichelot^  Schröter. 

Die  im  vorhergehenden  §  behandelten  Transformationen  ge-  1 
hören  zu  den  sogenannten  Tremsformationen  zweiter  Ordnung.  Die- 
selben sind  die  ältesten  Resultate^  was  die  Transformation  elliptisdier 
Integrale  im  Allgemeinen  betrifit  Beinah  ein  halbes  Jahrhundert 
vor  den  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Abel  und  Jacobi  sind  diese 
ebenso  einfachen  wie  ntltzlicheu  Formeln  zuerst  entdeckt  und  bald 
darauf  Gegenstand  der  Untersuchung  der  ausgezeichneteetmi  Mathe- 
matiker geworden. 


In  den  61eiehang;en  20)  und  32)  des  yorhergehenden  §  setze 
BUB  amtt  >=  9>y 


am 


[(!+*')«,  [^  =  9u  am[(l  +*)«,  Mj  =  ^. 


Die  bemerkten  Gleichungen  lassen  sich  dann  auf  folgende  For- 
iDeii  bringen: 

.               (l+ArQsinycosy              _  1  — (1  +  A^)sin'y 
'"''''  2t^) '  *^  '^^ IJ^ ' 

lA     /l— Ä'V  •  .  1  — (1— Arpsiny 

Wo  cur  Abkflnung  J  (9))  «=  /l — Ar^sin^^)  gesetzt  ist  Die  Winkel 
f^  and  9)1  als  obere  Gränzen  elliptischer  Integrale  sind  durch  fol- 
fende  Gldchnng  yerbunden: 


s) 


Ar'sin'w 


Zwischen  den  Winkeln  y>  und  9>  finden  die  Gleichungen  statt : 
'  '  '        '»/^v«  1— *sin»9) 


^/.-(ig)'.i.> 


4> 


1  +A:sin*9* 


Wegen  *»  -  1-*^  ist  L-^  =  j^^,   -  Ar, 


Ar*sin*ir 


1+Ä'       (T+Tp  •(1+^*' 


1 ji' 

mbo  .  ,  ^  <  Ar.    £s  ist  femer: 
1  +kr 


?^  >  k  oder  2  >  |/T+Arl/T, 


da  ü:  <  1  isL  Werden  die  Winkel  q>i  und  ^  mittekt  der  Olei- 
dmngen  1)  und  3)  berechnet,  so  lässt  sieh  das  elliptische  Integral 
Mit  dem  Modul  k  auf  doppelte  Art  in  ein  ähnliches  transformiren. 
b  der  Gleiehong  2)  nimmt  der  Modul  des  transformirten  IntegralB 
wh,  dagegen  zu  in  der  Gleichung  4). 

■aa«p«r,  tlllpl.  FumUoimii.  20 
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Die  Oteichungen  1)  enthalten  die  flogenaimto  Transfonintioii 

von  Landen.    Die  erste  dieser  Gleichungen  in  etwas  anderer  Fem 

hat  zuerst  Landen  in  den  „Philosophical  Transactions"  (VoLLXV 

p.  283)  1775  aufgestellt^  das  geometrische  Theorem,  welches  zu  der 

analytischen  Rechnung  Veranlassung  giegeben,  findet  sich  indessen 

schon  in  den  „Philosph.  Transacf"  für  1771  ausgesprochen.   (Hii 

vergleiche  auch  John  Landen:  Mathematieal  Memoirs  VoLLp.  31 

London  1760).    Es  ist  wolil  wesentlich  das  Verdienst  yon  Legemitt 

in  der  kurzen  AbhandlTiDg  von  Landen  das  eigentiiche  Prindp  der 

Transformation  elliptischer  Integrale  herausgefunden  und  yeiwerthet 

mi  haben.    In  der  „Histoire  de  TAcad^mie''  (Ann6e  MDCCLXXXVL 

Paris  MDGCLXXXVIU)  hat  Legendre  unter  dem  Titel:  ^änoiii 

sur  les  intögrations  par  d'arcs  d'ellipse^  (P^-  6^6 — 643)  Unler 

suchungen  über  elliptische  Integrale  gegeben ,  welche   die  erstes 

Spuren  seiner  späteren   bedeutenden  Forschungen  enthalten.    Aä 

diese  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  (pag.  644 — 683)  eine 

weitere  an  unter  dem  Titel:  „Second  memoire  sur  les  iptögraticm 

par  d'arcs  d'ellipse^',  welche  sich  nur  mit  dem  von  Landen  gefim- 

denen  Theoreme  bescbäftigt   und  dasselbe  aus   eigenen  Formds 

herleitet.    In  dieser  zweiten  Abhandtnng  erscheint  auch  zum  ersten 

Male  bei  Legendre  der  Name  Lagnange  in  Verbandung  mit  Unter 

suchungen  über  elliptische  Integrale.    In  seinem  grosseii  „TniU(^ 

erw&hnt  Legendre  der  tiefen  und  klaren  Untersuchungen  des  jgrosstt 

Mathematikers  nur  sdfar  vorübergehend   und   in  Worten,    wdche 

mit  dem  reichen  Inhalte  der  Arbeit  von  Lagrange  in  keinem  reehten 

Verhältniss  stehn. 

„Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  mSme  carri^ 

en  donnant  une  m^thode  g^n^rale  pour  tronver  par  approximaftm 

/*Pdx 
Jes  int^rales  de  la  fovme  /  —5-.^^    (Fonct.  eil.  Introduction  p.  3). 


/¥•" 


,1 


So  sehr  auch  Legendre  die  Entdeckung  von  Landen  bewnndefti 
kann  er  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  derselbe  nur  einen  onbe- 
deutenden  Gebrauch  von  derselben  gemacht  habe.  ( —  qni  d'aiUeiini 
n'en  a  tir^  qu'un  mädiocre  parti).  Am  Schlüsse  von  Chap.  XIX 
(Fonct.  elL  1. 1.  p.  89)  bemerkt  Legendre; 
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Li^  teruiinant  c«b  obeervatiaim  uoiis  sigiialeruDä  comme  ud 
^l  iligne  de  remarque,  qu'Euler  n'ait  rien  ^crit  k  f'occasion  du 
Sd^moire  de  Liwden,  iniprimä  dans  le»  Transactioiis  philosophiquee 
de  1775,  d'od  il  Taut  conclure  que  ce  Memoire  o'est  pas  par- 
leuu  i  sa  connaisBaiiee ;  car  dans  l'hypoth^ee  coatraire,  cet  illustre 
OfonnStre  amait  saus  doute  »uivant  8on  usage,  publik  sea  propres 
ftfleiions  nur  une  d^couverle  analytique  qui  devait  particuliö- 
rement  l'iutöresser". 

fls  LlBSt  Hieb  wohl  ziemlich  sicher  auuehmeu,  das  dem  ebenso 
Indlictieu  wie  gewiesenliafteu  lAigrange  die  Arbeit  von  Landen 
Kkannt  geblieben  war,  da  sich  dieselbe  nicht  citirt  tindet  in  der 
^dluug  „Sur  une  nouvelle  m^thode  de  calcu!  integral,  pour 
difffreutiellcs  aUect^es  d'nn  radical  carrg  sous  lequel  la  variable 
paeae  [lae  le  quatri^e  degr£".  (Memoire  de  rAcad^mie  des 
Aunöes  MÜCCLXXXIV  —  JLDCCLXXXV.  Seeonde 
Turin  17S6,  p.  218  —  290.     Oeuvres  t.  U  p.  253  —  312).*) 

^7  giebt  Lagrange  folgendes  Resultat  über  die  Transformation 
'  Integrale:     Man  nehme: 

=  /'  +  ]/i>''-q\       q'  =  p-\/p''—q\ 


p"  =  p' + Vp2^^ 


=  p'  —  Vp'*—^, 
'  =p"-)/p">-^'\ 


1  ächlnsB  von  Nr.  17  finden  sich  die  Worte: 

e  celte  loechode  est  d'nn  genre  BBsez  nouvean,  et  qn'on  pourrait 

HOBDei  encure  <]uel(jueH  difficnlt^s  dans  son  nauge,  dods  allous  Tapplfqner 
il^ikil  ä  In  recti&eatioD  dee  arcs  eUiptiques  et  hfperboUqaes". 
In  der  utien  erwiUint«D  zweiten  Abbftndliiag  Ltgendre't  vom  Jabre  1T86 
er  von  Lagrange  gefundenen  Keaultate  in  der  Kinleitung  knn  gedacht 
l«n.  Hteninrch  erledigt  BJah  die  Bemerkung  von  Richeloi  im  Vorwort 
IkMft:  Die  Landen'sohe  TranatbrniatioD.  (Königsberg  IS6ä). 
•Dsae  Lagraoge  In  seiner  Abhandlung  (Turiner  Itemoiren  17SS  p.  £18), 
9  er  die  später  na«h  Gauss  genannte  l^ansformatlon  der  elliptischen 
(Tale  und  den  AlgorithmtiB  der  arithmetiBch  gwmetriBchen  HiUel  aoge- 
D  k&t,  nirgend  der  Arbeit  Littndens  erwähnt,  durfte  weniger  auffallend 
a](  du»  Legeodre  nirgend  der  Abhandlung  von  Lagrange  erwiüint, 
lieh  er  den  Zusammen  hang  der  Lagrange 'sehen  nnd  Landen'sclien  Trana> 
ulonsfurmelu  (Theorie  d.  (.  e.  p.  s9)  aogiebt." 

^tgenäre,  welcher  eigentlieh  Landen  endeckt  biit,  scheint  diesem  Uathe- 
Rg«nDber,  fast  mit  Absicht  die  Arbeit  seines  eminenten  Zeitgenossen 
t  tu  Iwben. 

2ü- 
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ferner: 


yR 


y"  = 


y'If 


WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


!/"'  = 


y"Ä" 


i±«"*y"*'' 


j?  =  1/(1  ±P'y»)(i  ±  g'y^),   z?^  =  1/(1  ±i>^y^')(i  ± g^v^ 
R"  =  i/(i±;,"V'*)(i±«"V'*),  • .  • . 

Es  finden  dann  die  folgenden  Gleichungen  statt: 


±2j»»  '    "  ±2p' 


y"2  = 


und: 


±2p 


//j 


R  "^  R'         R" 


Es  ist  q<.p  angenommen.   Die  Reihe  der  Quantitftten  p,pfyf* 
nimmt  zu,  da  p'  >p,  p"  > p'  etc.    Wegen  q  <p  ist  um  so 
q  <p'.    Nun  ist  ^'  =  ^  =s  ^.i^^   folglich  q^  <  g.     Ebenso 

man  ^'  <  ^',  ^"'  <  ^'  etc.,  so  dass  also  g,  ^',  ^"  . .  •  eine  Bcftl^ 
unbegränzt  abnehmender  Quantitäten  ist. 

Diese  Gleichungen  von  Lagrange  sind  im  Grunde  gexamam 

eine  Wiederholung  der  Gleichungen  1).    Setzt  man  nämlich  y  » -  j 
und  y'  =  -7,  so  folgt: 


dz' 


_MM/p!-i! 


£fZ 


lA 


/2 


±z")i\±y^^') 


^(' 


±Z»)(l±|jZ») 


Die  vorstehenden  Differentiale  lassen  sich  nach  der 
auf  p.  15   immer   auf  die   Normalform    elliptischer  Du 
bringen.    Nimmt  man  die  unteren  Zeichen,  so   folgen  die  6kt] 
chungen  1)  unmittelbar  für  q  ='  pky  z  =  sin^)  und  z'  '=^wk^. 

In  Nr.  11  und  12  hat  Lagrange  ein  aweites  System  Yon  Reda 
tionsgleichungen  aufgestellt,  welches  aus  dem  ersten  folgt,  inta 


I 
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die  Reihen  der  PyP^  • .  >  und  9,  ^  . .  •  über  p  und  q  hinaus  nach 
^  entgegengesetzten  Seiten  weiter  fortgesetzt  werden ,  so  dass 
dieie  Seihen  folgende  sind: 

Zar  Bestimmung  von  pi^  p%y  >  und  ^i,  ^s^**-  dienen  die 
Beiehangen  : 

P   =  P\  +  \/Pi^  —  9i\     q   =  Pi  —  \/Pi^—qi^j 

P\  —  Pi  +  l^Pi*— ^2*,    ^i  =  ;>2— l//>i'— ^2*. 

•    •   •  •   •   • 

Diese  Gleichungen  geben  umgekehrt: 

/'2   =  2 —  '      ^*   '^  V^/^l^l> 

•      •••  •••• 

Da  g  <  j9,  SO  ist  pi  <  g,  femer  ist  q^  <p,  also  p^  <  Pi«    Die 

natitftten  /?,  /^i,  p^  . .  nehmen  ab.    Da  /?  >  g,  so  ist  gi  >  q.    Es 

ferner  /?! — q^  «a^Q/J — j/^)^,   also  i>i  >  ^1,    mithin    auch 

>  ^f    Die  Quantitäten  q^  q^^  92  •  •  •  nehmen  zu. 
Man  setze  nun: 

Äi  '-i/(i±i>t'yi')(i±gi'yi»), 
Ä»  —  l/(i±j»j»yj»)(i±ft'y»'), .... 

Diew  Oldehongen  geben: 
,  _  ±gtV— 1+i?     „  ,  _  ±g2'yi»— 1+^1 

I: 

R         R\         R^ 
Üb  diew  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  und  4)  in  Ver- 
dang ID  bringen,  setze  man  y  <=—,«.===  ^  und  —  »  yl.   Es 

P  Pi  P 

mum: 


m 


Nimmt  man  in   den  Ausdrucken    tkt  R,  Ri . ..  üo  ttitn 
Zeichen,  so  folgt: 

8) 


dzi  \+k  dz 


|/(._,,[._(M)V] 


2     l/(l— a»)(l— *»:^ 


Für  z  =  singcr  igt: 

1        i  +A:Bm^y — cofly^(y) 
^1    =  2  .        t 

Wenn  z  =»  amu  genommen  wird,  so  giebt  die  Diffen 
gleichung  zwischen  z  und  zii 

z,  =  smam^-5-t.,:j^J- 

Nun  ist  aber:*) 

.  ,                1 — cosam2ii; 
sm^amw  =    ,   ,    . 5 — , 

folglich : 

1  —  cos  am  (1  +k)Uf  -j-xT  1 

H-Jam[(l+*)«,  ^] 

Setzt  man  hierin  rechts  am   (1  +/r)«,  t-^-t     =    tpj 

mittelst  der  Gleichutigen  3): 

-         1  +ksin^q> — C0S9)J(9)) 
Zi^  = 2 ' 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  flir  zi^  übereinstimmt  Die  z 
Methode  von  Lagrange  kommt  auf  eine  indirecte  Anwendung 
Gleichungen  3)  und  4)  heraus. 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  tragen  den  Namen  der  Trai 
mation  von  Gauss.    In  nur  unwesentlich  verschiedener  Darstel 


so 


*)  Die  bemerkte  Gleichung  ergiebt   sich  ohne  Schwierigkeit  m 
Gleichungen  2)  und  3)  von  $  24  flir  ti  —  v  -»  iv. 


I  Wen  sieh  dieeelben  in  der  inhaltreichen  Abhandlung:  Determinatio 

Ättpsrtionie    quam    in    punctum    quodvis    positionis   datae  exereet 

plauula  si  ejus  niae&a  per  totain  orbitam  ratione  tem|)oriH  quo  ein- 

jnilae  partes  describuntur  uuiformiter  esset  dispertita.    (Commen- 

I  totioEee  Eocietatis  regiae  ecientiariim  Gottingensis,  t.  IV,  p.  21  —  48. 

(  Öotlingae  MDCCCXVUI.     Werke  t.  UI  p.  333  ii.  f.). 

In   den   Gleichungen  3)  und   4)   setze   man     k  =  und 

m  +  n 
=  ipi.   Dieselben  gebn  dann  tiber  in: 

2m  Bin  i^i 


') 


amii>  c 


dw 


l/4ni'co8'«'  +  4n3  8in' 


{m  +  h)cos»<(Ji  +  2»jßin'  ip, " 

_    /•"''  dm 

w      J       /(ni  +  n)'cos»w  +  4 


Setzt  man  tur  Vereinfachung — s —  = 
die  Integralgleichung  auch  schreiben: 


m',  \Jmn  =  n',  80  I&ast 


1   /      /m^cos'fi'+n^Binäw        / 


lA,^ 


n+« 


In  der  Form  der  Gleichungen  7)  und  S)  bat  Garns  seine  be- 
kmte  Reduction  elliptischer  Integrale  gegeben,  Ober  welche  in 
.  16  «ich  folgende  Bemerkung  findet: 

^LecloriliuH  anlem  gratutn  fore  »peramus,  si    hacce    occasione 

*  delermiDatidDem   banmi   aliarumque    tranecendentium    per   algo- 

rtlhnium  peculiarem  espedilissimum  explicemus,  quo  per  multos 

jam  ahhinc  annos  frequenler  usi  eumus,  et  de  quo  alio  loeo   co- 

^L     piosiUH  agere  propositum  eßt."     (Werke  III.  p.  352.) 

^^L         Bildet  man  die  Reihe  der  Quantitäten: 

■  2-  ' 

^^p  ist   m^'+'J   das  arithmetische,   n"~l~"  dan  geometriecho  Mittel  der 
«ütspreebwideD  rorhergehenden  Quantitäten  m"'>  und  i 


■  ==  \/m'n', 


312 


Es  ist  m'-n'  =  fl^ZÜ^,  „«_„«  =  ^!l+!L'  _  ^ü^ 


mf-^nf 


oder  m"—n"  —  ^-y^—(l/m'—l/nOl/n^.   ffieraus  folgt  m" —»" 

<  ^ilz^i',  d.  i.  m"— n"  <(t^~l^^  Ebenso  findet  man  »i'"— «"' 

^m" — n"      ....  ,       ...       i//^(l/»» — l/^*     11 

<  — r — ,  mithin  um  so  mehr  w'" — n'"  <  ^*^^ — ft      ^  allgemem: 

Für  wachsende  r  ißt  folglich  lim  (m<''>  — n<''>)  =  0  d.  h.  «(') 
und  n^*")  convergiren  gegen  eine  gemeinschaftliche  Gränze  /ei,  welche 
^ou«^  das  arithmetisch' geometrische  Mittel  der  beiden  Quantitäten 
m  und  n  nennt  lieber  dieses  arithmetisch  -  geometrische  Mittd 
enthält  der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  p.  361  — 404  aus 
dem  Nachlasse  des  grossen  Mathematikers  eine  Reihe  ungemein 
scharfsinniger  und  interessanter  kleiner  Aufsätze  und  Notix^i. 
Durch  fortgesetzte  Transformation  wird  die  Integralgleichung  her- 
gestellt: 

dw ^ 

l/m^  cos*  w  +  n*  sin*» 
dw ^' 


l/jM*cos*w  +  fiHin^nf        fi ' 

wo  ff/  der  Werth  ist  gegen  welchen  der  Winkel  ^r  convergirt, 

wenn: 

.    ^  msintpi  m'sin«?« 

^        w'  cos*  tpi  +  w  sin*  tpi '         ^  *        w"  cos*^ + m'  sm^ ' 
Zu  der  Methode  ron  Gauss  hat  /acoftt  auf  pag.  96  und  97  der 
„Fundamental  folgende  weitere  Ausführungen  gegeben. 

In  den  Gleichungen  3)  setze  man  q>  =  ip^  und  k  »=      ~  ,  also 

2m  sin  y)^ 

%mtp  —  (^^^^  cos*  v^i  +  2m8in*  Vi ' 

cos  yi  t/(m  +  n)*  cos*  y i  +  4m  n  sin*  tpi 

^  /  (m  +  n)co8ßtpi  +  2msin*^i         * 

,/-ö 5 — ; — ,  .  ,  m  +  «  —  (»» — n)sin*fpi 

^^m* cos* V?  +  n* sm* «>  =»  m— f — tA (  -  ^     * 


J 
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Aus  der  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 
ohne  Schwierigkeit: 

,  m  +  n  m  —  l/w^  cos^  tp  +  n^  sin'  tp 

m.tang'Vi  =  -0— '77  /  2.  ^\  -  ^.        > 

oder  auch: 

.       ,  m+»A      o     n  +  l/m' cos' tp  +  n' sin' tp 

m.tang'^i  —  -^tang'y      /  JZ.-  J' 

^  m  +  yrn^  cos'  v^  +  n'  sm'  tp 

Ftlr      T^     =  m'  und  |/m cos'^  +  w' sin' ^  =  J  ist  einfacher: 
Setzt  man  mit  Jacohi: 


«" 


-  ^^, »"  - 1/^.  ^'  -  i/»'""S^. 


•     •     • 


ferner: 

tangv.  =.  *2^JS  tangv».  ==  *-^J"  .  .  .  , 

00  giebt  das  Product  dieser  Gleichungen: 

10)      tang tpr  =  — ,    "\^  ,,tangtp. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  9)  für  ein  unbegränzt  zuneh- 
mendes r:  lim^r  *»  ^^    Setzt  man: 


/i 


=  *, 


l/m'  cos'  g)  +  n'  sin'  9) 

7) 

BO  ^ebt  die  Gleichung  9)  tp^  =  ^^.    Nimmt  r  in  der  Gleichung 
10)  unbegränzt  zu,  so  dass  V'r  «=  V'^  ^  ^^bt  dieselbe: 

JM'M'".... 


tang/£^  «=  tangtp. 


mmfwf\... 


die  Yon  /ocoM  gegebene  Gleichung  ist. 


8H 

Für  ^  »B  ^  igt  in  Folge  von  7)  auch  ^i  »=  -^.    Man  findet 

so,  dasB  allgemein  tpr  ^^  o^^  also  au/eh  V'^  =»  -^y  wenn  ^  =»  -^. 
Für  diesen  Werth  von  ^  geht  die  Gleichung  9)  ftber  in: 


/ 


n 


dtv  jt 


l/m^cos'gp  +  n'sin^?)        2^ 

durch  welche  Gleichung  das  arithmetisch-geometriBche  Mittel  der 
Quantitäten  m  und  n  allgemein  definirt  ist 

Im  Ghapitre  XVII  seines  „Traitö  d.  F.  e."  hat  Legendre  die 
beiden  von  Lagrange  angegebenen  Methoden  in  etwas  einfacherer 
Form  auf  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattim 
angewandt.    Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  zi  »»  %\n.^\  so  folgt: 

11)      2sin»g)'  =«  \  +  k%itflq> — w%(pA(<p) 
und  hieraus: 

I2cos^g)'  =  1  — kÄv^tp  +  eo%q>A{q>)y 
2sin9)^cos9)^  =  sin2g)'  =  sing)[A:cos9)  + ^(flp)], 
cos^g)' — sin^gp'  -=  cos2gp'  =  — Ar  sin^  9  + 0089)^(9)). 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

13)      %m{^q/ — <p)  =  A:  sin  9p. 

Für  z  =s  sin^)  und  zi  =»  sin^)^  wird  die  Gleichung  5): 

Da  nach  11)  9)'=  0,  wenn  9)  =  0»  so  folgt  durch  IntegTmti<m: 

wo  wieder   durch  F(ff)y  k)  nach  Legendre  das  elliptische  Integnd 
erster  Gattung  bezeichnet  ist    Für  9)'  »s  ^    giebt  die  Gleichung 

13)  9  =»  JT.    Da  nun  F{jt,  k)  «=  ^^('ö'  ^)>  ^  erhält  man  aus 
der  Gleichung  14): 

'*)  '•(i.i5)-('+*)''(f*> 


i/.-e^ 


3t5- 
Die  Gldchungen  1)  und  2)  geben: 

16)    tang(y,-<p)  =  A/tangy,    F(q>i , \^^  =  (1  +  *0^(9>,*)- 
Setzt  man  nach  dem  Vorgänge  von  Legendr e: 


17) 


1 Ic' 


kr  —  i\J~'\    img(g>r~q>r-i)  =  ArVitang  9)^-1, 


•  •  •  I 


m  giebt  die  wiederholte  Anwendnng  der  Gleichungen  16): 

18)      Fi<p,  k)  =  .j-_F(?>„*i),  HVi, *i)  =  Y+k\  ^^^'  *»^ 
MgHdi: 

Id)        F(9>,k)  ~  (l+^(t+;^^\....(l+;^^^)ny.>*r)- 

Nimmt   r  zu,   so  ist  lim/rr  =*  0,  also  lim  F{g)ri  kr)  »*  ^'r* 
Fflr  ein  wachsendes  r  ist  mithin  aus  19): 

20)      /'(9^,A:)  =  ^r(j^^)(^^^y      (^_^^^^). 

In  Folge  der  Gleichung  18)  von  §  40  war  L  =  ^-^^ä;  d.h. 

1  +Ä' 

geht  q  über  in  ^2,  so  geht  K  über  in  — —-  K  und  A:  über   in 

1 ^ 

r— p-p.    In  dM  Oleichungeii  1)  und  2)  ist  also  g),  =  jr,  wenn  9) 

-B  -^.    Sind  Ai,  A29  ifs . . . .  die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster 

Chittmig,  welche  den  Moduln  Ari,  Ar2,  ^3, ,  definirt  durch  die 

Gleichungen  17),  entsprechen,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  diesen 
Gleichungen  und  den  Gleichungen  18): 


•    •    .    • 


Da  nun  limAV  «^  -o>  so  ist: 
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op  2  2  2 

T  "  T+PTTFlTTVr-  "  0+W  +  W +*,)--. 

Diese  Gleichung  mit  20)  combinirt  giebt: 

wo  rechts  r  unbegrftnzt  zunimmt 

Von    den    Transformationsgleichungen    zweiter  Ordnung  hft^ 
Legendre  sehr  ausgedehnte  Anwendungen  in  den  Chap.  XIX  — ZX2/ 
auf  die  numerische   Berechnung  der   elliptischen  Integrale  alter 
drei  Gattungen  gemacht    Bemerkenswerth  ist  das  Problem^  (TraitJ 
des  fonct  eil.  t  1.  p.  92),  welches  sich  Legendre  stellt  und  doid 
Approximation  behandelt,  aus  dem  gegebenen  Werthe  des  Integnb 
FifPy  k)  die  Amplitude  g)  zu   berechnen.     Bei    Anwendung  der 
Gleichungen  12)  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung,  gelangt 
Legendre  zu  einer  sehr  bemerkenswerthen  einfachen  Relation.    Die 
Gleichungen  12)  geben: 

f2]/Jy  .  2   ,  _  — Ar^^+2(1— ^^sin»y)+2^cosyt/r=J^Sgn>y 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

dg>^  \  +k  dg> 


integrirt  darauf,  so  folgt: 


2      i/i_A»8iii>9' 


A'» 


] 


**^  ^rT+ÄJ TT* • 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  F{fp^  k)  lässt  sich  mittelst 
der  vorstehenden  Gleichung  durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter 
Gattung  ausdrücken.    Setzt  man: 

22)      S  =  tangg)  A  {<p)  —  £(%  k)  +  k"^  F{g>,  Ar), 

so  lässt  sich  S  durch  Substitution  des  Werthes  von  F(q>y  Ar)  aus 
21)  auf  die  Form  bringen: 

23)      S  ==  iAngg>A{^)  +  £(%  k)  +  2kBinq> 


-2(l+^)^(g.',|^). 
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Es  sind  die  beiden  Gleichungen  22)  und  23),    welche  das 
T\ieorem  von  Landen  enthalten,  welches  bei  dieser  Darstellung  sich 
&uf  eine  einfache  Anwendung  der  von  Legenäre  gegebenen  Gleichung 
il)  reducirt 

Sind  die  Winkel  %  ^'  und  ^'^  durch   die  Gleichungen  ver- 
bonden: 

8in(29^ — fp)  =  A:8in9),  sin(29" — 9')  =  Arising)' 
wo;  _ 

srtit  man  femer  k^  »»  .  ;  /  ,  so  hat  man  analog  wie  die  Glei- 
dmng  21)  die  beiden  folgenden: 

(1  +  *)^(9)',ä0  -  -^/'(9),/:)  +  ^(g),Ar)  +  Arsing), 
14) 

(1  +  *i)i?(9)",  *2) ¥^(^''  ^^^  +  ^(^''  ^'^  +  ^^  ^^^'• 

Mittelst  der  Gleichung  14): 

ULsst  sich  F{ipy  k)  zwischen  den  Gleichungen  24)  eliminiren,  es 
ergiebt  sich  dann: 

±^^E{ip,k)-l^  +  \^E{ipuk,)  +  2{\+^^^ 

Y ]^ 

+  Ar>         v^siny  — 2/rtSiny^  =  0. 

Diese  Relation  zwischen  drei  elliptischen  Integralen  zweiter 
Gattung  findet  sich  auf  pag.  85.  t  1  des  „Traitö  des  F.  elL'' 
Mittelst  der  Gleichungen  1)  —  4)  lassen  sich  der  von  Legendre  auf- 
gestellten  Gleichung  21)  die  folgenden  an  die  Seite  stellen: 

tÄng(9>i— 9>)  =  Ar'tangg). 

(1+ Ar)  sing) 
^         i+kmi^q> 
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Bei  der  zweiten  RelatioB  zwisehea  dliptiteheu  Intogndn  üt 
die  Beduotionsformd : 

anzuwenden,  welche  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  9)  auf 
pag.  152  ergiebt  Durch  Einfilhrung  elliptischer  Functionen  und 
der  auf  pag.  163  unter  Gleictung  16)  aufgestellten  Definition  Yon 

i^l  am ]  lassen  sich  die  Gleichungen  25)  und  26)  auf  andere 

Formen  bringen.  Die  etwas  weitläufigen  Bechnungen  sollen  nicht 
weiter  ausgeführt  werden ,  nur  sei  bemerkt ,  dass  bei  diesem  Ver- 
fahren in  beiden  Gleichungen  die  Variabein  verechwinden;  ein 
Umstand^  der  sich  a  priori  erwarten  lässt  Die  Belationen  zwiseliei 
Constanten,  welche  übrig  bleiben,  feigen  direct  aus  den  'Gleichungen 

25)  und  26)  für  9)  =  ^,  9)1  =  :t  und  ^  =  ^. 

Eine  kurze  geonetrisohe  Ableitung  der  Transformation  Ton 
Landen  findet  sich  in  einem  Briefe  von  Jacohi  an  Hermte  (Grelle 
J.  t  32  p.  178  und  Jacohi s  Werke  t  1.  p.  359).  Das  von  J(U^ 
angewandte  Verfahren  findet  sich  weiter  ausgedehnt  bei: 

Küpper :  Demonstration  g^om^trique  (ie  cette  propositioi\,  igqe  ^nte 
fonction  elliptique  de  premiöre  esp^ee  peut  Stre  remplacie 
par  deux  fonctions  elliptiques  de  seconde  espöce,  et  D^ve- 
loppement  d'une  formule  relative  k  la  reetifiealion  de 
rhyperbole  (Borchardt  Journal,  t  55.  p.  89 — 98). 

Die  vollständigste  Arbeit  Über  die  sogenannten  Transforma- 
tionen zweiter  Ordnung  ist: 

BichelQt:   Die   Landen'sche   Transformation   in   ihrer   An?ronduiK 

auf  die  Entwickelui^g  der  elliptischen  Functionen.   Aus  einer 

Gorrespondenz  mit  Herrn  Professor  Schröter.    (Königsberg 

1868). 

In  dieser  Schrift,  detren  Tit^l  d^n  ebenso  werthvollen  wie  reichen 

Inhalt  nicht  ganz  errathen  lässt,  hat  Richelot  die  Transformation 


) 


») 
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I  Landen  auch  daou  aagewanlt  die  elliptiichen  FoBctioiien  in 
m  unendlicher  Reihen  darzuBtßUen.  Eine  analoge  interessante 
(Sendung  der  Tranaformation  yo|i  GatLSs  hat  Schröter  auf  sehr 
Ewche  Art  ausgeführt 

I  48.    Die  HultipUfatioii  der  alUptiBcben  Fnnetioiieii. 
Tlieorem  toh  Jiieobl.    LlterarMehe  Notizen. 

Nimmt  man  in  den  Oleichungen  1),  V)  und  3)  von  1 24  u  =  Wy 
an  successive  v  ^^  w,  ^tr,..,  setzt  zur  Abkürzung  sinamic^ »»  x, 
folgt: 

A8inam2w  ^  2x]/\—x^\/\—k^x^y 
Acosam^  —  \—2x^  +  k^x^y 
=  i  —  2k^x^  +  k^x^y 

Jt^tbinmim  —  x[i—A{l  +  k^)x^  +  6k^x^—k^afi)^ 
/>3COsam3ii;  =  {l—Ax^  +  6fflx^—4k^x^  +  k^x^]\/i—x^^ 
AJarnSw  —  1 1  —  *k^x^  +  6k^a^—4k^x^  +  k^  x^]]/\  ^k^x^ 

Eine  weitere  Fortsetzong  dieser  Formeln  ist  nicht  wohl  thfmlich, 
^  der  ungemein  raschen  Zunahme  der  jSdizahl  der  Terme. 
M  «Ml  aHgeoMBi: 

3)     sinamnir  —  — ,  cosamnir  =  -^^  Jamnir  =  ^, 

erhüt  man  leicht  4my^  InduqMon  folgende- Resultate.  Bezeichnet 
§tmAu  J^f/n)  ein  Polynom  yqu  x  vom  Orade  m,  so  finden  f)ir 
i  gsadee  n  folgende  Olsichungen  statt: 

4,  =  \/{i—x^){\—k^x^)  P{n^—S),    Bn  =  />(«?), 

Fflr  ein  ungrades.  n  hai  man: 

4i  -  />(»«),    Bn  =/>(n^-l)l/n^, 

C;.  —  ^(»«—1)1/1—^2x2,    />.  -.  />(n«— 1). 
£•  igt  selbstverständlich  y    dass  die  symbolisch  angedeuteten 
yaome  1^^)  eto.  für  die  Tersebiedenen  Ausdrücke  An^  B^y  Cn 
1  Dn  Terscliieden  sind.    Die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4) 
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und  5)  läBBt  sich  leicht  darthun  durch  Bildung  der  Ausdrillte  ftr: 

-^91»  9   B%mi   GiHf  J^Stn- 
Ain^ly   Bin+if    CWfly   -^ÄnH-l- 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  U 
u  =  V  =  nwy  bildet  also  8inam2nit;,  C08am2nff'y  Jam2j|}r, m 
folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3): 

Bin  "    D^n~k^AK  '    />«•  D^n—k^A^n 

C^  _  (?nD\  —  k^A\B\ 

B^  D^n—k^A^n        ' 

oder: 

(Ain    =    "^AnBnCnBn,   B2n   =    Bn^Bn^—An^Cn^ 
M^   =    Cn^Bn^—k^An^Bn^    B^   =    Bn^  —  k'^A^^ 

In  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24  nehme  man  v  • 
nrvj  V  =  (n+l)fVj  bilde  also  sinam(2n+ l)w,  C08am(2n  +  l)t: 
und  Jam(2n+1)^-  Ganz  analog  wie  die  Gleichungen  6)  toit- 
man  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  3): 

Aftm-^-l   =   An  Bnr\-1  C^^i  2>«  +  An^i  Bn  Cn  Bf^i^ 

Bfin+l   =    BnBu^iBnBn^i An  A^t^i  Cn  Cm^\  j 

Cu^\   =    CnCnJ^iBnBi^i k'^AnAn^iBnBt^x^ 

,B%^i  =  BlBl^i  —  k^AlAl^i. 
Ist  nun  n  eine  ungrade  Zahl,  so  reduciren  sich  die  GleidnafW 
6)  nach  5)  auf: 

A^n  =   l/(l— a:2)(l_^2a;2)  />(4^2_3)^  ß^  =  />(4n2), 

Cf^  =  />(4«2),  D^  =  i>(4n«). 
Diese  Gleichungen  folgen   auch  direct  aus  4)  durch  YertiVj 
schung  von  n  mit  2n.    Zu  demselben  Resultate  gelangt  mtt 
ein  grades  n. 

Nimmt  man  wieder  n  ungrade,  so  geben  die  Gleichung^  Ql 
unter  Zuziehung  der  Gleichungen  4)  und  5): 

A^i  =  />[(2n+  1)2],  B^x  =  P{\n^  +  An)  l/r=^ 

CiH-i  =  P(4n2  +  4n)  \/i—k^x\  B^i  =  />(4n«  +  4»i> 

Diese  Gleichungen  folgen  direct  aus  5)  durch  VertaitfcWj 

von  n  mit  2n,    Zu  demselben  Resultate  führt  die  Annahme  ftf  ^? 

grades  n. 


^) 
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Fiiiiien  also  die  Gleichungen  4)  unii  5)  tUr  eine  Zahl  n  statt, 
w  bleiben  dieselben  allgemein  glUtig.  Ist  nämlich  n  =  2m,  so 
gellen  die  Gleichungen  für  2«  =  4m  und  2n  +  1  =  4m  +  1 ,  ist 
■  =  2«.  +  1,  so  ist  die  Gllltlgkeit  für  in  =  Am  +2  und  2ji  + 1  = 
4nf  3  uacbgewieHen.  Wegen  1)  und  i)  gelten  die  Gleicbuugeu 
J|  und  4)  für  n  =  2  und  n  =  3,  also  aui^h  für  4,  5,  6  und  7. 
Durch  wicderliitlto  Anwendung  ergiebt  sich  auf  diese  Art  die  All- 
^eiuheit  der  Gleichungen  4)  und  5).  Der  vorstehende  Beweis 
Imlet  »ii'h  bei  f!ohfike  (Allgemeine  Encyclopaedie.  Erste  Öectiou. 
rteil  40.  Artikel  Elliptische  Functionen). 

'}ehl  uiau  von  den  Additionsgleichungeu  der  elliptischen  Func- 
innen  aus,  so  kann  man  sinamuu  als  besondem  Fall  von 
lin am («, -1-w.j +...  +  «,)  für  «,  =  t/j  =  ...  =  !/,=  k  auffassen, 
buelbe  gilt  aucJi  fUr  cos  am»»  und  A&ianu.  Untersuchungen  Über 
riai;  derartige  Erweiterung  der  Additionsgleichungeu  von  zwei  Argu- 
oieuU-n  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Argumenten  finden  sich  bei 
Ctifry:  ,Note  sur  l'addition  des  fonctione  elliptiques "  (Grelle, 
Jamiftl  t.41  p.  57  — 05J. 
(Um  die  Ausdrücke  für  sinamn»,  cosamnu  und  ^amHu 
1  darstellen  zu  können,  oder,  was  dasselbe  ist,  um  y  als 
mi^he  Function  von  .r  auszudrücken,  wenn: 


dy 


ndx 


l/'(l-!/^K>— *■'•/=)  l/(l~J:^)(l~Ar*j:>)* 

t  die  blosse  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler  nicht 
iJie  vollständige  Lösung  des  Problems  Ijisst  sich  nur  ermög- 
bebeu  durch  Einführung  elliptischer  Fuuctioneu,  mit  besonderer 
BOcksifUl  auf  das  l'rincip  der  doppelten  PeriodicitäL  Sehr  be- 
**ieluMjud  für  das  Problem  sind  die  folgenden  Worte  tob 
^tane-Dirichlet  aus  seiner  Gedächtnis» rede  auf  Carl,  Gustav, 
►  JacQbi  tCrelle.  JournaL  t.  52  p.  199): 

Theorie,  wie  Abel  und  Jacuhi  sie  vorfanden,  bot  mehrer« 

t  r&thselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Aufklärung  die 

lal«  bekaunteu  Principieu  nicht  ansreiebten.    So  hatte  man, 
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um  nur  einer  dieser  Erscheinungen  zu  erw&hnen,  gefunden,  dass 
der  Grad  der  mit  Hülfe  des  Euler'schen  Satzes  gebildeten  Glei- 
chung^ Yon  deren  Lösung  die  Theilung  des  elliptischen  Integrals 
abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Ereistheilangy  der 
AnzaU  der  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleieh 
ist  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln  war  leicht  ersichtüeh, 
wogegen  die  zahlreichem  imaginären  ganz  unerklärlich  ersdieinen 
mussten«  Aber,  dass  hier  ein  Geheimniss  verborgen  liege^  darflber 
hatte  man  vor  Abel  und  Jacobi  kein  Bewusstsein;  und  ihnea^ 
war  es  vorbehalten,  sich  zuerst  über  diese  und  ähnliche  Erschei- 
nungen zu  wundem;  was  in  der  Mathematik,  wie  in  anderen 
Gebieten,  oft  schon  eine  halbe  Entdeckung  ist.** 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  zuerst 
in  seinen  „Recherches  sur  les  fonctions  elUptiques"  *  (Grelle.  Jörn 
t  2  p.  114—125  u.  146  —  154,  Oeuvr.  t  1  p.  154—165  u,  186  —  194) 
behandelt  Die  Untersuchungen  von  Jacobi  über  diesen  Gegenstand 
enthalten  eine  sehr  schöne  und  feine  Bemerkung,  dass  nämlich  die 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  sich  durch  Tran8fo^ 
mationen  bewerkstelligen  läset  Auf  p.60  der  „Fundamenta"  findet 
sich  folgendes  Theorem: 

„Itaque   post   transformationem   primam  abhibita   secunda  sea 
post  secundam  abhibita  prima,  Modulus  /r  in  se  redit,  seu  trans- 
formationes  prima  et  secunda  successive  adhibitae,  utro  ordine 
placet,  Multiplicationem  praebent^. 

Zur  Vereinfachung  sei  n  in  sinamni^  eine  ungrade  Primsa'^^ 
auf  diesen  einfachsten  Fall  lassen  sich  alle  andern  redueireB)  ^^ 
Verbindung,  wenn  n(Hhig,  mit  den  leicht  zu  bildenden  AuBdrflc3K.e! 
fUr  sinafm2t^  co6am2t4  und  Jam2f^ 

In  den  Gleichungen  19)  von  §  3S  setze  man  /  =»  d  ^^ 
— m'  statt  r.    Ist  zur  Abhürzung: 

so.  geben  die  bemerkten  Gleichungen : 


W==      2 
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»— 1 


9i&H^.9')-9>(.9')      n      *(^  +  ^^^^), 


In  Folge  der  Gleichung  6)  Ton  §  37  ist: 


m=   , 


r  q*  statt  9  gesetzt: 

10)     9>{9^i'»{nx,q)^q>{q)     JJ      H^+'^,9')- 

»— 1  ** 

In  der  ersten  Gleichung  9)  werde  x-\ statt  x  gesetzt ;  legt 

7» 

fl— _  1  M 1 

ui  darauf  m  alle  ganzzahligen  Werthe  von ^ —  bis  — 5— 

i,  bildet  das  Prodnet  sämmmtlicher  Gleichungen;  so  folgt: 

L  nach  10): 
Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9): 

21* 
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Wird  zur  Vereinfachung =»  u  gesetzt,  so  geben  die  drei 

letzten  Gleichungen  11)  durch  die  erste  dividirt: 

n»— 1 


12) 


inamnw  =  (—1)  ^  k    ^   JJJjBmtmkfu  +  2 '^—^^y 


sm 


cosamnw  =  (pj    ^    JJ Jjf  eoHwailu  +  2 j, 


Jamnw  =  -;;^:7- ZTZT  ^  am  fu  +  2  ^ — ^T'J' 

Um  die  rechten  Seiten   passend   zu   transformiren   hat   man 
ähnlich  wie  bei  den  Transformationsgleichungen  in  §  37  und  §  39 

zu  verfahren,  nämlich  die  factoriellen  Elemente  m  und  m^  auf  die 

ti—  1 
Gränzen  1  und  — ^—  zu  reduciren,  durch  Trennung  der  negatiyei  ^ 

und  positiven  Werthe. 

(n 1)2 

Da  n  ungrade,  so  sind  n — 1  und  ^ — ^-^  grade  Zahlen.    Die 

erste  Gleichung  12),  auf  die  angegebene  Weise  umgeformt,  wird: 

13)      sinamnu  = 

( — 1)  ^  k    ^    smamu// smami ht^jsinamf ujx 

//smaml ht<)sinam( wlx 

//  //  sm  am  (2 ■ h  u)  smam(2 • u)  x 


n                '             ^           n 
ht<)smam(2 


//  //  smam  (2 h w)  sm  am(2 «). 


In   den  beiden   einfachen   und   den  beiden  Doppelproducten 

nehmen  m  und  mf    unabhängig   von    einander   die   ganzzahligeii 

u 1 

Werthe  von  1  bis      ^     an.   Die  Gleichung  13)  nach  u  differentüii, 

darauf  u  =  0  gesetzt,  fahrt  auf  die  Relation  : 


ir-l    »*— 1 


14)      n  -  (-  \)~k~  //sin^am  ?2L*/]rsin«am  ^^lüLlF, 


X 
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Die  Gleichung  13)  werde  mittelfit  der  Gleichung  7)  in  §  24 
transformirt  Mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichung  14)  läsBt  sich  dann 
«namnii  auf  folgende  Art  als  rationale,  gebrochene  Function  von 
nnamti  darstellen: 

15)    sinamnu  = 

sin^amtt 

Bin*  am 

nfiinamu  JJ s— p X 

1 — k^  sin^am sin^amu 

n 

.         sin^amt« 
1 


// 


sm^am 

n 


1 — Ar'sin^am sin^amu 

n 


sin^amu 


8m2am2 


1  —  k^  sm'am  2 Bm^amu 

n 


Bin^amu 


nii 


Bm'am  2 

n 


1  — Ar*  Bm*am2 Bm^amu 

n 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  12)  geben  nach  einigen  leichten 
Umformungen  u  »»  0  gCBetzt: 

16)     1  —  (t;)         //  coB^am Jjco^^  am x 

// //coB*am2 ^ C0B2am2 • 

17)    *'^-/rj»ain^//j«am2?2:i*:'x 
11 II  ^am2 ■ J*am2 
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Unter  Znzieliuiig  der  Gleichungen  8)  und  9^  von  §  24,  sowk 

der  vorstellenden  Gleichungen  16) Und  17),  ergeben  sich  sasl? 

fbr  cosamnu  und  ABmnu  die  folgenden  Gleichungen: 

18)    cosamnu  «» 

sin^amu 


1— 


2mK 
sin^  coam 


costimu  JJ ^-^ X 

1 — /r^sin^am un^amu 

n 

.            sin^amu 
1 


n 


2m' i^' 

flin*  coam 

n 

1  — k^  sin^  am sin^  amw 

n 

sin^amu 
1 


Bm^coam2 

1  —  k^  sin^am  2 sm^amu 

n 

,                sin^amu 
1 


nn 


gm^  coam  2 


n 


1  —  k^  sm^  am  2 sm^  amw 

n 


19)    zjamnw  = 

1  —  k^  ßin^coam sin^amu 

Jamw  JJ[ ^— ^ X 

1  — ^2  sin^  am sin*  am« 

n 

1  —  /:*  gin2  coam sin*  am  u 

IJ JL X 

1  —  /r*  sm*  am sm*  am  u 

n 

1  — k^  sm*coam  2 sm^amu 

1 — Ä:*sin*am2 sm*amu 

n 

1  —  /r*  Bin*  coam  2 sm*  amw 

— /:*  sin*  am  2 sin*amtt 

n 
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)  reehten  Seiten  der  Gleichungen  15),  18)  und  19)  lassen 
ßh  in  Form  von  Summen  darstellen,  durch  Anwendung  des 
Theorems  von  Jacobi  auf  die  Resultate  von  §  37  und  %  39. 
Gleichungen  44)  von  §  37  setze  man  fttr  M  seinen  Werth 
nämlich : 

i        ^ 

)  bemerkten  Gleichungen  werden  dann: 


xlL 

—  cosam 

kK 


ML  .         -     '     -        '"  =  »-' 

7-=rsmam 

kK 

m  s  0 


sind  /  und  L  die  entsprechenden  Werthe  Ton  k  und  Kj 
*  an  Stelle  von  q  tritt. 

1 
rd  q  durch  q^  ersetzt,  so  mögen  k  und  K  respective  in  X 

übergehn.    In  den  Gleichungen  20)  und  21)  von  §  39  setze 

8  11)  für  ilf  seinen  Werth  ein,  femer  <o  ==  iK*  und  r  «»  m'. 

darauf  /  und  L  respective  durch  X  und  A  ersetzt,  so  las- 

t  die  bemerkten  Gleichungen  auf  folgende  Art  darstellen: 

-smam   — ,A    =      ^      gmam  u+— jj— ,  A:  L 

~  ^      O-^^^^^^IlF'    J  "  ^cosamltt+— jj— ,  Ä:J, 
-1)^    ^Jam[-,Aj  =  2^amL"+-;r-^*J- 

den  Gleichungen  20)  werde  q  mit  q^     vertauscht,  wodurch 
L  respective  übergehn  in  A,  Aj  k,  K,     Nimmt  man  noch 

t  «,  so  erhält  man: 
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22) 


yj  8inam(nM,  K) 
yj  coß  am  (nw,  Ar) 


2    «*"»'"[("+ ^F  4 


m  =  0 


Auf  die  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Gleichungen  lassea 

sich  die  Gleichungen  21)  anwenden,  wenn  in  denselben  U'\ 

an  Stelle  von  u  gesetzt  wird.    Da  auf  beiden  Seiten  derselbe  Modal 
k  vorkommt,  so  erhält  man  mit  Weglassung  desselben: 

m  =  n — 1  m*  =  n — 1 


nsinamnu=       >^  >^      smam  m+4 L 


m  =  0 


m-::::© 


23)    . 


»— 1 


( — 1)  *    neos  am nw 


=  2S^^®^™L     — '^ — } 

( — 1)  *    nzlamnw  =  >^  >^  Jam   u+A • 

Auf  p.  62  und  63  der  „Fundamental'  hat  Jacobi  ähnliche  Glä 
chungen  gegeben  wie  die  Gleichungen  22).  Die  für  einige  Zwecb 
sehr  brauchbaren  Gleichungen  23)  hat  Abel  aufgestellt  (Crelli 
Joum.  t2  p.  149,  Oeuv.  1. 1  p.  189). 

Wegen  sinam(t;— 4/ir)  =  sinamv,  sin  am  (v — AiK^)  =  sin  am 
ist: 

2     sinam   t;  +  -^     =       ^S]     sin  am   t;  —  4 ?/r    = 


tn  = 


_iH-i 


s 


n— 1 
2 

S 

1 


ein  am 


J- 


Mit  Httlfe  dieser  Gleichung  folgt: 


m  =  0 


-^k^     r  .  /     .  4w 

8mamt;+      >       sin  am  (t;H 


m=i 


j  4-  sm  am 


(.- 


^} 
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^^  KH 

Nimmt  man  hierin  v  =  w  H ,  wendet  auf  das  summi- 

n 

de  Element  m'y  wenn  mf  die  Werthe  0,  1,  2, . .  n — 1  annimmt, 
selbe  Transfoimation  wie  für  m  an,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwie- 
Lcit,  dass  die  erste  Gleichung  23)  auf  folgende  Form  gebracht 
den  kann: 

24)    nsinamnu  =  sin  am  u 

sin  am  (uH 1  +  smamlw 1 

sinam(ttH j  +  smam(w j 

>  >    smam[u  +  4 ■ j  +  smamlw — 4 j 

LiL*^^ am  (^tt  +  4 ^ j  +  sm am \u—  4 ^ j J • 

In  dieser  Gleichung  nehmen  m  imd  m'^  unabhängig  von  einan- 

n  —  1 
alle  ganzzahligen  Werthe  von  1   bis  —5—  an.     Die   rechte 

^  l&sst  sich  als  rationale  Function  von  sin  am  u  wie  folgt 
«ben : 

25)    nsinamnu  = 

AmK  .      4mK 
smamu  cosam Jam 

jnu+2  2^ j^ 

1 — k^  sin^amu  sin^am 


n 


smamu  cosam Jam 


n  n 


1  —  Ifl  sm^  am  u  sm^  am 

n 


,  mK+  m'iK*  .       j,mK+  mHP 
smamu  cosam  4 Jam  4 


+  2 


n  n 


+  2 


1  — k^  sm^amu  sm^am  4 = 

n 

^  mK—m'iK'  .       ^  mK—m'iK' 

smamu  cosam  4 Jam4 

n n 

4      10-9  •  0        ,mK+m*iK' 

1  —  k^  sm^amu  sm^am  4 

n 
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Die  beiden  Werthe  von  (— ;1)  *  n.cosammi  und  ( — 1)  •  nx 
Jamm/  aus  23)  lassen  sich  ähnlich  wie  nainamnu  ib  24)  und  25) 
darstellen.  Setzt  man  in  der  Gleichung  25)  u  +  IC  statt  u,  so  gdtt 
»sinammi  tlber  in: 

dlog  l  +  (-l)^A:»ipa»nm, 

X ,  v^^  n  cos  am nti  ^   Jl If — ( — 1)  ^  ksintannu 

^       ^         Asannu     '^  2k  du 

Es  lassen  sich  so  beide  Seiten  der  neuen  Gleichimg  alsDift- 
rentialquotienten  nach  u  von  Logarithmen  darstellen,  durch  derta 

Integration : 

' ^1 

l+( — 1)  ^  Arsinamnu 

n—l 

1 — ( — 1)  ^  k  Bmamnu 

in  Function  von  sin  am  u  folgt  Da  der  resultirende  Ausdnui 
etwas  weitläufig  ist,  seine  Darstellung  weitere  Schwierigkeiten  nieU 
darbietet,  so  soll  eine  Ausführung  desselben  unterbleiben.  Es  e^ 
geben  sich  weitere  integrabele  Ausdrücke,  wenn  in  jeder  der  Glei- 
chungen 23)  u  durch  u  +  K  oder  u  +  iK'  ersetzt  wird. 

Gombinirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  den  Gleichimgen  15)» 
18)  und  19),  oder  den  Gleichungen  23),  so  lassen  sich  allgemeine 
Relationen  für  sin  am  nu,  cosamnt^  und  zJamnu  aufisteilen,  in  deofil^ 
n  eine  beliebige  Zahl  bedeutet 

Das  Problem  der  Multiplication  involvirt  naturgemäss  dtf 
umgekehrte  Problem  der  Division,  d.h.  sin  am  u  algebraisch  dardi 
sinamnu  auszudrücken.  Die  Untersuchung  kommt  auf  die  Lösung 
der  Gleichung  15)  hinaus,  welche  in  Beziehung  auf  sinamt<  v<^ 
Grade  n»  ist  Für  den  Fall,  dass  n  =  2,  giebt  die  erste  Glei- 
chung 1): 

26)    (1  —  k'^x^)  sin  am  2w  =  ix  l/(l— o?»)  (1— Ä*a;«), 

wo  o;  «=:  sin  am  w.  Da  nun  sinam2;r  =  sin  am  (21^—2»)  ** 
sin  am  (2«  Ä^'^- 2«;)  =  sinam(2iü^'  + 2ä^— 2«^),  so  folgt,  das»  in; 

smam2ir  =  — ^-^ — 3 — iV-t ^ 

1 — k^x^ 


8»1 

ie  linke  Seite  ungeändert  bleibt,  wenn  w  durch  K — w,  HC^  +  Wy 

ST  +  IT — w  ersetzt  wird.    Sind  also  oti,  x^,  x^,  x^  Werthe  von  x, 

reiche  der  Oleichung  26)  genttgen,  so  hat  man: 

Xi  ■>■  sinamir, 

,_-       V         cosamit; 
X2  =  »inamfA^ — w)  =  -3 , 

X*  -=  ßin  am  (1^' +  w')  "*=  7-: » 

^  V       '     /        /rsinam«;' 

Xa  -=  »n  am  u/f' +  üT — tv)  = . 

Setzt  man  y  <»  8inam2;r,  so  findet  man: 

I  /l— cosam2w;  _  |/  1 — l/l— y^ 
^*  ~  1/   1+Jam2n;    "  V  i  +  ^i_^y' 

+  cosam2w;  _  l/  l  +  [/l— y^ 
+  Jam2w    ~  l^  l  +  i/i_^2y2* 

I  /l  +  cos  am2^  _  I  /  \  +  \/\  —  y^ 
^  ""  1/    1  — Jam2ii;    ~  V  i_^i_^ty2' 

\/i — C08am2w>  _  I  /  1— |/l  —  y^ 
^*  ~  1/    1— Jam2«;    ""  V  i_|/i_^2y2* 

Za  ähnlichen  Betrachtungen  giebt  die  Gleichung  15)  Veran- 
iMmg.    Ist  sinamnt^  »^  sinamrtM,  so  hat  man  allgemein: 

nv  =  m  +  AmE  +  2m' lA", 
oder: 

^  =  «*  + Z y 

w«  m  und  m'  ganze  Zahlen  sind.    Die  linke  Seite  der  Gleichung 
15)  bleibt  ungeändert,  wenn  u  durch  u  -\ ^  '      ersetzt 

^^    Ist  also  smamnu  gegeben,  setzt  man  x  statt  sin  am u,  so 
^  die  verschiedenen  Werthe  von  x  in  der  Gleichung  enthalten : 


--i/^ 


27)    a:  =  smam  mH ■ 


Legt  man  m  und  m^  alle  ganzzahligen  Werthe  bei,  so  kann 
^  rechte  Seite  der  Gleichung  27)  nur  n^  Werthe  annehmen,  wel- 
cken  die  n'  Werthe  von  x  entsprechen.     Was  die  algebraische 
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Lösung  der  Gleichung  15)  in  Beziehung  auf  sin  am  u  betrifft,  eo 
würde  eine  Ausführung  dieses  Gegenstandes  zu  weit  führen.  Die 
ersten  und  einfachsten  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  ellip- 
tischen Functionen  hat  Abel  in  seinen  „Becherches  sur  les  fonctions 
elliptiques"  gegeben  (Grelle.  Joum.  t2  p.  125 — 146,  Oeuvr.  tl 
p.  165 — 186).  Das  Resultat,  zu  welchem  Abel  unter  Nr.  20  seines 
Aufsatzes  gelangt,  besteht  darin,  dass  sich  sin  am  u  ausdrücken  Itat 

durch  sinamnu,  sin  am —  und  sin  am .    Die  Bestimmung  dieser 

letzten  Ausdrücke  ist   aber  abhängig  von  einer  Gleichung  Ton 

fi 1 

Grade  n+  1  und  n  + 1  Gleichungen  vom  Grade     ^    .    Die  »+1 

Gleichungen  vom  Grade  — ^ —  lassen  sich  algebraisch  lösen,  nü 

Hülfe  eines  Verfahrens,  welches  dem  analog  ist,  dessen  sich  Gmi 
zur  Lösung  der  Gleichung  ö»  — 1  =  0  bedient  hat.  Die  Gleidmn 
vom  Grade  n  + 1,  von  welcher  schliesslich  das  Problem  der  Thei- 
lung abhängt,  ist  aber  nicht  allgemein  algebraisch  lösbar,  einUiD- 
stand,  welcher  sich  wohl  voraussehn  Hess.     Für    den  besonderes 

Fall,  dass  der  Modul  k  bestimmt  ist  durch  /:  =  Ar'  =  -7=:  hat  iW 
'  1/2 

in  §VIII  seiner  „Becherches"  (Grelle.  J.  t.3  p.  160— 168,  0«m. 
1. 1  p.  221 — 229)  eine  Untersuchimg  durchgeführt,  von  wdchff 
Gauss  (man  vergleiche  p.  5)  eine  kurze  Andeutung  gegeben  katt> 

Abel  findet,  dass  für  den  bemerkten  Modul  sin  am sich  ixsA  \ 

Quadratwurzeln  ausdrücken  lässt,  wenn  n  eine  Potenz  von  2,  odff 

eine  Primzahl  von  der  Form  2^*  + 1   ist     Bei  dieser  Gelegaihflit 

wendet  Abel  ein  neues  und  sehr  merkwürdiges  Verfahren  znrMd- 

tiplication  und  Division  der  elliptischen  Functionen  an,  für  to 

1 
Fall,  dass  k  =  -p..    Lässt  sich  eine  Zahl  g.  wie  dieses  bei  de» 

1/2 

Primzahlen  von  der  Form  4ä  + 1  der  Fall  ist,  als  Summe  xwei» 
Quadrate  darstellen,  so  dass  ^  =  a^  +  j9«  =  ^a  +  ßi)(a—ß\)i^ 
lässt  sich  sin  am^u  auf  folgende  Art  darstellen.  Man  bilde  vas^ 
sin  am  (a  +  j3/)7t;  und  setze  darauf  w  =  (a  —  ßi)u.    Für  die  Tlrti- 

lung  bilde  man  sin  am  (a  +  ßi)tVj  nehme  dann  tv  =         ^.,  wodnrA 
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eh  eine  Gleichling  für  sin  am — —-^,  erdebt.     Lässt   sich   diese 

a  +  ßt 

pantitftt  bestimmen,  so  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertauschung 

»n  t  mit  — t  den  Werth  von  sin  am rr..      Die    Gombination 

a — ßt 

Bider  Werthe  giebt: 

AmaK 


smam 


\_a  +  ßt     a — ßij  w 


i^  +  ß^ 
Um  den  Werth  von: 

2p£: 

smam-r-7-30 
a^  +  ß^ 

n  bestimmen,  nehme  man  p  =  2tna — (a^  +  ß^)t.    Diese  Gleichung 

iit  in  Beziehung  aufm  pnd  /  immer  lösbar,  wenn  a^  +  ß^  eine 

Piinisahl  ist,  da  dann  2a  und  ä^  +  ß^  keine  gemeinschaftlichen 

Iktoren  haben. 

Im  „Pröds  d'une  th6orie  des  fonctions  elliptiques^  hat  Abel 
pt  Ghap.  I  §  4  und  Chap.  IV  §  9  und  §  10  sowohl  die  Multiplica- 
'in,  wie  die  Division  der  elliptischen  Functionen  in  etwas  anderer 
Alt,  wie  in  dem  vorhin  erwähnten  Aufsatze  behandelt  (Grelle.  J. 
14  p.  256  —  260  u.  337  f.  Oeuv.  1 1  p.  346  — 350  u.  396—402). 

Werden  in  der  Gleichung  15)  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
^ia  sin  am t«  entwickelt,  so  hat  Jacobi  ein  Verfahren  angekündigt 
tfo  Faetoren  dieser  Potenzen  in  Functionen  von  k  darzustellen. 
PnDe.  Jonrn.  t3  p.  403 — 405).  In  der  kurzen,  sehr  bemerkens- 
v«itiien  Abhandlung  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques^ 
jCteDe.  J.  t4  p.  185 — 193)  hat  Jacobiy  angeregt  durch  die  Unter- 
üdumgen  von  Abel^  die  Lösung  der  Probleme  gegeben  sinamt< 

hmh  sinamf-^, /j  und  sinamf-^, /j  durch  sinamnt«  auszudrük- 

Ettiy  wo  sinamf  r^,  n  sich  auf  die  in  §  37  und  §  39  behandelten 

EVmnsformationen  bezieht  Jacobi  scheint  seinen  Resultaten  mit 
ledit  einen  hohen  Werth  beigelegt  zu  haben,  wie  man  aus  den 
NTorten  von  Lejeune- Dirichlet  folgern  muss: 

„Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in  einer  kurzen  Notiz 
bekannt  machte,  hofile  er  Abel  durch  die  VervoUkommnong  des 
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Theilproblems  in  VerwunderaDg  zu  setzen;  aber  diese  Hoffinmg 
blieb  unerfllUt  —  Abel  war  eben  gestorben,  kaum  27  Jahre  att, 
weniger  als  zwei  Jahre  nach  der  Bekanntmachung  seiner  erstiBB 
Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen.^ 
Die  von  Abel  und  Jacobi  (Grelle.  J.  t.  3  p.  181  u.  195)  bemerkte 
complexe  Multiplication,  in  Verbindung  mit  der  TheUung  des  Um- 
fangs  der  Lemniscate,  haben  zu  einer  Reihe  von  Untersuehungen 
Veranlassung  gegeben ,  von  welchen  die  folgenden  angeführt  werden 
mögen. 
Liouville:  Sur  la  division  du  p^rim^tre  de  (la  lemniscate,  le  diTi- 
seur  ätant  un  nombre  entier,  r^el  ou  complexe  queleonqoe. 
(Comptes  Rendus  1843  t  XVII  p.  635). 
Ckmsen:  Die  Construction  des  Siebenzehnecks  der  LemniseaSi. 

(Astron.  Nachr.  1842  1. 19  p.  243). 
Eisenstein:  Beiträge    zur    Theorie    der   elliptischen   Functiona 
I.  Ableitung    des    biquadratischen    Fundamentaltheorem 
aus  der  Theorie  der  Lemniscatenfimctioneny  nebst  Bemer- 
kungen zu  den  Multiplications-  und  Transformationsfoimdii 
(Grelle.  Joum.  t.  30  p.  185  —  210). 
Weitere  Untersuchungen,  im  Anschluss  an  den  vorhergehenden 
Aufsatz,  finden  sich  bei: 
Eisenstein  i  Ueber  die  Irreductibilität  und  einige  andere  Eigtt* 
Schäften  der  Gleichung,  von  welcher  die  Theflung  dergauü 
Lemniscate    abhängt     (Grelle.  Joum.  t  39  p.  160—17^ 
224  —  274,  275—287). 
Kronecker:  Ueber  die  elliptischen  Functionen,  fftr  welehe  cwt* 
plexe  Multiplication  stattfindet   (Monatsberichte  d.  Aeadeoi» 
d.  Wissenschaften  zu  Berlin.     Aus   dem  Jahre  1857  p^ 
456  —  460,  Journal  de  Mathöm.  2^  sirie  t  3  p.  265— 270> 
Kronecker:  Ueber  die  complexe  Multiplication  der  elliptiflekflt 
Functionen.    (Monatsb.  A.  d.  J.  1862  p.  363-— 372). 
Die  bemerkten  Abhandlungen   von  Eisenstein  und  ürmed» 
enthalten  sehr  tiefe  zahlentheoretische  Betrachtungen,  ihrem  Inhalte 
nach  muss  die  Zahlentheorie  gegenttber  dem  ursprünglich  bebas- 
delten  Gegenstand  in  den  Vordergrund  treten« 
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An  ilie  Notiz  von  Clausen  scblieBsen  äiclt,  ihrem  luhalt«  tiacb, 
y^de  Ablutndlungen  att:*) 
W\che)-t:  Die  Fünf-  u.  Biebzentheilung  der  LemniBoate.    Conit?. 

1846  (Programm  d.  GymiiDBÜ). 
ikffmitiM :  MultiplicatiouK-Formelii  ftlr  die  eUiptisehen  FunctioneD 
mpleseii  Vielfachen  de»  Argument»  und   dem  Modul 
■  (Cretle.  Jourii.  t.  48  p.  332  —  347). 

Kiepert;  Siebzehntheilung  des  LemniECatenumfangs  durch  alleinige 

Anwendung    ron   Lineal  und    Cirkel   (Borchanlt.  Jouru.  t, 

75  p.  255  — 263,  p.  34S). 

k'iepfrt:  Ueber  eine  geometrische  Anwendung  der  complesen  Mul- 

tiplication    der    elUptiRcben    Functionen    (Borchardt  Joum. 

t74p.  305  — 314). 

Die  letzte    Abhandlung    bezieht    sich  auf  die  Theilung  dea 

■  r'cD«  der  Curve  bestimmt  durch  die  Polai-gleichung  r"  ^  cos3rp. 


I/I' 


')  Die  Unter« nchungeii  Über  die  TbeiluDg  der  Lemniscat«  basirea  aümoit- 
1^  nf  d«Q  Arbeiten  von  AbtI.  Die  iUteete  Benerkuiig  über  diesen  Uegen- 
'tud  entliftiten  die  ,J>ieqnisitioiieB  arithmaticae"  vom  Jahr  tS(lt{6(iii«t  Werke 
tl.p.tH). 

..Coterum  prhtcäpla  theoriae,  quam  oxponere  aggredimur,  multo  btins 
Mttat,  qiuLiD  hio  exDeDduntnr.  Namque  non  aolum  ad  fanctionet)  ciri^ulares. 
*til  pari  »aoeeedn  ad  luullns  alias   Tuuctione«  tranacendenteB  npplicari  poa- 

■mt,  e.g.  m1  eas,  quae  ab  integrali  J  .  ■.-  -  peudent;  pr&eleriiaaiue  etiam 
V  oria  cuDgriieDliarum  genera:  sod  (luunj&ui  de  illiä  funutiouibaa  tranaeen- 
d«jiii)iDa  aiaplam  opDH  peculiarc  paramns,  de  congmentJis  auten  in  conii- 
KaKbaa  diiqni«ilionum  urithmetic«nun  copioae  Uactal^itur,  boc  looo  aolas 
fectionea  cireularea  coosiderare  viBum  est." 

Der  driric  Band  der  Werke  von  Giiusg  euthült  nur  Brochstücke  ip. -170 
*[|,  «eiche  «w  Erlilntornug  des  voratehendcn  Satzes  dienen  können.  Es 
•düui,  d^a  andere  Arbeiten  deu  groaacn  Mathematiker  gehindert  haben, 
4u  „uiiphini  Opas"  auezufuluen.  Der  Herausgeber  dea  Naehiaasea,  Schering, 
^  K'hi>D  den  relativ  geringen  Umfang  der  Arbeiten  über  die  Tlieiinng  dea 
nbogeaii  hervorgehoben  {Gauss  W.  l  3.  p.  496). 
r  die  hlnterlassenen  Arbeiten  von  Gauss  vergleiche  man: 
.*  lJeb«r  den  III.  Band  vun  Ganas  Werken  (Hathematiache  Anualen 
UL  p.13«— 140J. 

Untersnchnogen  über  die  Theilwerthe  der  Jacobi'achen  Tbeta- 
fanotlorien  nnd  die  im  Gaaas'aoben  Nachlaaae  mltgethellten  Berie- 
bDBfBD  d«tB«lbeii  (Hatheiuatiache  Annaleu  Bd.  7.  p.3n— »S«> 
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I 

Algebraische  Untersuchungen  über  die  Multiplieation  der  ellip- 
tischen Functionen,  unter  Zuziehung  des  Algorithmen  der  Detenni- 
nanten,  enthalten  folgende  Abhandlungen: 
Brioschi:    Sur    quelques    formules    pour   la   multiplieation  des 
fonctions    elliptiques     (Comptes  Rendus   1864  t  LIX.  p. 
999—1004). 
Kiepert:  Wirkliche  Ausführung  der  ganzzahligen  Multiplieation 
der  elliptischen  Functionen  (Borehardt  J.  t  76  p.  21  —33). 
Kiepert :  Auflösung  der  Transformationsgleichungen  und  DiTisk» 
der  elliptischen  Functionen  (ibid.  p.  34  —  44). 

Ausser  diesen  angeführten  besondern  Abhandlungen,  von  denei 
eine  vollständige  Zusammenstellung  dem  Zwecke  dieser  konoi 
Notiz  nicht  entsprechen  würde,  ist  das  Problem  der  MultiplieatioB 
in  Verbindung  mit  der  Transformation  in  speciellen  Schriften  it 
handelt;  von  denen  die  folgenden  hier  angemerkt  sein  m(fgen. 
Betti:  La  teorica  delle  funzioni  ellitiche  (Annali  di  Matematiau 

Roma  1861.  Tomo  IV.  p.  29  f.). 
Mansion:  Theorie  de  la  multiplieation  et  de  la  transformatki 

des  fonctions  elliptiques.    Gand  1870. 
Königsberger:  Die    Transformation,   die  Multiplieation  und  die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.    Leqnv 
1868. 
Königsberger :  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Tm- 
tionen.    Zweiter  Theil.    Leipzig  1874. 

Namentlich  das  erstgenannte,  ausgezeichnete  Werk  von  KMfi- 
berger  enthält  die  vollständigste  Zusammenstellung,  nebst  eigenes 
Untersuchungen,  der  auf  dem  Titel  bemerkten  Gegenstände  ^ 
bildet  in  Folge  davon  eine  sehr  hervorragende  Leistung  auf  des 
Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 

Es  Hessen  sich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  mehrere  geometrisdie 
Abhandlungen  anführen ,  bei  welchen  Multiplicationen  und  Divisio- 
nen elliptischer  Integrale  und  elliptischer  Functionen  vorkommeD. 
Hierbei  scheint  es  indessen  sich  mehr  um  eine  Anwendung  der 
elliptischen  Functionen  auf  gewisse    geometrische  Probleme  n 


hsniieln,  wie  umgekehrt,  um  Erläuterung  und  LöBUUg  verwi(:kelter 
luulytiBcher  Prulileme  dureli  geometii«che  Betrachtungeu. 

{ tit.    Die  elliptischen  Fnnctioueu,  deren  Modul  groäser  wie 

die  Einheit  ist    Anwendnogeu  deraeiben  auf  verschiedene 

Transformationsgleichangen. 

Die  üntersucbuDgen  über  deu  Zusammenhaag  de»  primitiven 
Miiduls  einer  eUiptisclien  Function  mit  dem  Modul  der  trauttfor- 
iiiirtvn  Function,  weuu  die  Resultate  von  §  H7  und  §  39  zu  Gruude 
iie^B,  veranlaBSteu  Jacobi,  die  elliptischen  Functionen  zu  behandeln, 
dereo  Modul  grösuer  wie  die  Einheit  ist.  Man  findet  hierüber  auf 
im?.  7(1  der  „  Fiindamenta"  einige  Gleichungen  „quae  ad  alias  etiam 
4u»eB(iones  usui  esse  possunt".  Diese  Gleichungen,  welche  sich 
iliitd  ziemlich  weitläufige  Betrachtungen  auf  andere  Weise  her- 
sielleu  lassen,  sind  auch  von  Abel  in  etwas  anderer  Form  wie  bei 
iiKubi  aut'i^tellt  worden.  Man  vergleiche  hierüber  die  schon  frtlher 
itirten  Abhandlungen:  äur  le  nombre  des  transformatione  diff^ren- 
^  elc-,  (Crelle.  Joum.  t.  i  p.  H95,  Oeuvre»  1. 1  p.  310)  Pröeie  d'une 
liiiurie  des  fonctions  elliptiques,    (Crelle.  J.  t.  4  p.  312,  Oeuv.  p,  371). 

G«ht  der  Modul  k  über  in  —,  so  mögen  die  Integrale  K  und 
H'  Obergehn  in  &",  und  A''|.     Es  ist  dann: 


()der 

I 


1)     K 

■■  kl  gesetzt 


'-Xvi 


■r 


l/(l_/S)  (1—^2(1) 


Nimmt   man  in  deu  Gleichungen  2)  und  4)  \ 
<»  1,  80  erhält  man  anmittelbar: 


1  §  S  auf  p.  26 


2)     A, 


4> 


^  kiK—H'i). 


Der  Coniplementärmodul  vod  j  ist: 


838 


V^-h 


\f—iP^  =  ^. 


Mit  Rücksicht  hierauf  folgt: 


Die  Substitution  w  «=  [/l — fi  giebt: 


S')    K^  =  k  I  

'         J  1/(1 -^)(i- 


Jfi^») 


=  kK'. 


Für  y  =  kx  folgt: 


Alfr 


l/(i-.')(.-^) 


\/(l— a:*)(l— Ä^o:«)* 


Da  fbr  a;  =  0  auch  y  =  0^  so  folgt  durch  Integration : 


/ 


i/(. -.-)(.-© 


fr  /^ 


«)(1— **aT») 


Wird: 


1  ^^^ 


dx 


2)  (1  _^lx2) 


M 


gesetzt,  so  ist: 


=  k». 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  2;  =  sin  am  (ti,  Ar)  und 

1  1  1 

y  =  sin  am  {kUj  — ).     Da   nun    y  =  kx^    so    ist    sin  am  (Ai^  -A  =■    ; 

A  Ar 

k  sin  am  (t/^  /r).    Man  erhält  so  leicht  die  folgenden  Gleichungen : 


4) 


sm  am 


hl]- 


k  sinam(t^  k)y 


cos  am  Atm,  y    ==  Jam(f4y  k\ 


Jam 


hl] 


C08Am(t<,A:). 
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Diese  GleichnngeQ  führen  durch  Combination  mit  den  Glei- 
hiingen  8)  yon  §  8  zu  bemerkenswerthen  Transformationsgleichun- 
en.     Es  finden  nach  p.  38  die  Gleichungen  statt : 


6) 


,  .  ,.         .8mam(«,A^ 


COS  am  (lo,  k) 


1 


/lBm{uij  k) 


cosam(ti,  Ar')' 

A  am  (u,  k") 
cos  am  (tt,  Ar') ' 

Zur  Vereinfachung  soll  der  Modul  k  bei  den  elliptischen  Func- 
onen  nicht  mit  angemerkt  werden.  Vertauscht  man  in  den  Glei- 
hongen  5)  k  und  k'y  so  gehn  dieselben  über  in: 


6) 


sinam(ttt,  A/)  —  t 


.smamu 


cos  am  (uty  A:')  = 
zf  am  (ui,  Ar')  = 


cosamt< 
1 


cos  am  u 
Jamu 


cos  am  u 

In  den  Gleichungen  4)  yertausche  man  k  und  k'j  setze  ut  statt 
Mit  Bflcksicht  auf  die  Gleichungen  6)  folgt: 


7) 


smam 


cos  am 


A^m 


tVf 


smamtf 
cosamu 

Jamu 


cosamu' 
1 


cosamu 


Fflhrt  man  in  die  yorstehenden  Gleichungen  links  die  Func- 
ionen  mit   reellen  Argumenten  und  dem  Complementärmodul  p 

'an  -p  ein,  so  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herstellen: 


8) 


sin  am 


cos  am 


Jam 


hl] 


Ar'sinamu 
Jamu    ' 

cos  am  u 


1 


Jamu 


22 
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Die  Gleichungen  4)  wende  man  auf  die  Gleichungen  6)  an, 

indem  in  den  Gleichungen  6)  ku  statt  u  und  -r- statt  A:  gesetzt  wird. 

ik* 
Es  geht  dann  k'  über  in  -j.    Auf  diese  Art  folgt: 


9) 


smam 


cos  am 


Jam 


lArsinam« 
zfamu 

1 


Jamu' 

cosamu 
Jamu 


Die  Gleichungen  8)  und  9),  in  unwesentlich  Ye^schiedenerDl^ 
Stellung,  findet  man  auf  p.  71  der  ^^Fundamenta^ 

Die  Gleichungen  4) — 9)  hat  Hermite  auf  die  Substitutions^ 
chungen  von  Landen  und  Gauss  angewandt  und  ist  dabei  zu  eiMi 
Systeme  von  Formeln  gelangt,  welche  auf  die  Entwickelung  ds 
elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  eine  inteitt- 
sante  Anwendung  gestatten.  Ueber  die  nachfolgenden  von  &räli 
aufgestellten  Gleichungen  vergleiche  man: 

Hermite:  Sur  la  thöorie  des  fonctions  elliptiques,  (Gomptes  Rendo» 
1863  tLVlI  p.  613—618)  etwas  erweitert  reproducirt  unter 
dem  Titel:  Remarque  sur  le  däveloppement  de  coBmx. 
Journ.  de  Math.  2«.  s^rie.  Annöe  1864  tlX  p.  289-295). 

Richeloi:  Die  Landen'sche  Transformation  p.  44  u.  45. 
Königsherger:  Die   Transformation    der  elliptischen  FunctioneiL 
Leipzig  1868.    Siebenter  Abschnitt  p.  58 — 63. 

Die  nach  Landen  und  Gauss  benannten  Gleichungen  sind  nwl 
§  40  folgende: 

1  —  /:'!        (1  +  k')  sin  am^  cosamjf 


10) 


sin  am    (1  +ä:')m, 


cos  am 


Jam[(l+A-)«,  [^ 


0- 


Jamt« 
—{\—k')wn^mu 


A2i,mu 
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Bin  am   (1  +k)u.  rVi     =  \   .  r  .  o , 

eosamu  Jamu 
+  ABin^amu  ' 


cos  am 


Jam   (1  +k)u,  7-TT    =  4   .  I    '  o 


Die  Gleichungen  1 1)  folgen  durch  Anwendung  der  Gleichungen 
auf  die  Gleichungen  10).    Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1) 

—  Btatt  Ar,  femer  (l+k^)u  Btatt  w,  bo  kann  man  auf  die  rechten 

Bten  die  Gleichungen  10)  anwenden.    Die  sich  ergebenden  neuen 

leichungen  folgen  aber  auch  direct  aus  10)  durch  Vertauschung 

m  k'  mit  —  Ar',  wodurch  k  unverändert  bleibt.    Man  erhält  so : 

(1 — A:')  sin  am  u  cos  am  u 

A&mu  ' 


0 


smam 


[(i-*0«, 

cos  am  (1 — k')Uj 
Afim\(l—k')uy 


—  (l — ArQ  sin^amu 
Anmu 

1  —  (1  +A:0  sin^amu 
zfamu 


2\/k 
Vertauscht  man    in  den  Gleichungen  4)    k  mit      ^    ,  setzt 

+  k)u  Btatt  Uy  so  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungen  11): 

[A   i/r   1+^1         2l/Ä.Binamtt 
2i/ä  J        l+Arsm^amw' 


cos  am 


[-^*'  5^1 


1 — Arsin^amw 


2i/äJ        l  +  Arsin^amu' 

M       Fa   ./r    1+^1        cosamMJamw 

Jam  2u\/kf  —rr    =   ,   ,  ,    .  . 

L  21/^  J         l  +  Arsm^amu 

Yertanscht  man  in  den  Gleichungen  11)  A:  mit  k'  und  u  mit 
H>  geben  dieselben: 

r/4   .   ,^x    .   21/^"]        i(l  +  Ar')  sinamucosamtt 

sm am   (1  +  Ar')tti,  .   .   ,.    =  -^^; ./  .  , .x    .  ^ , 

\y  '    M+A:'J  1 — (1 +Ar')  Bm^amu     ' 

^       \iA  .   ,^N   .    21/ÄPI  Jam« 

cosam  (1  +  Ar')wi,  t-t-t;    =  . >,   .  i^\  *  ^ j 

L^  '^    M+Ar'J        1  —  (1 +Ar')sm2amM' 

Ä      f/i    .  ,^N   .    2l/^1        1— (1— ArOßin'amti 
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In  den  Gleichungen  12)  werde  u  mit  kUy  k  mit  -^^  aboi^mit 


ik' 

-T-  vertauBcht,  die  Anwendmig  der  Gleictrangen  4)  giebt  dam: 


Bin  am 


L^*  +  '*^''"'  *  +  fA'J                   cos  amu  ' 

15)    ,co8ain|_(Ar  +  ,Ä0«,;fqrjpJ=  ^3^^^^^^^ , 

A a,m\  (k  +  tk*)u.  ,   .   .,,    ==  ^ ^ • 

ik 
In  den  Gleichungen  21)  werde  k'u  statt  u  und  p  statt  i  g^ 

setzt,  mit  Bttcksicht  auf  die  Gleichungen  8)  folgt  dann: 

sin  am  ^{/C  +  tk)u,  ^^^f^j—  i^it(k— ik')  sin»  amu ' 
1R^  f/i^  ■    ,\     2l/^nn  cosamu 

16)  jcosam|_(A-  +  .A)«,/^J  =  j:::p(^-^riÄyiP^«' 

.  „    T/,^  L  i-N     2t/ilÄ>1        1— Ar(A:  +  iA;^)8in«amtt 

Die  Gleichungen  10)  endlich  geben  durch  VertauBchong  von 
k  mit  k'  und  u  mit  ui: 

Bin  am   (1  +  Ar)Mj,  -p— -      —  -^^ ^ — 3 , 

L^         ^    M+/rJ         coBamuJamu' 

F/i   .  i.\   •    ^— *1        l+Arsin^amw 
cos  am  (1  +k)uty   r— -?    =  " 
L^         ^    '   1  +  *  J        c< 


17) 


Jam[(l  +  /r)ui-,  5^]  =  ^ 


coBamuzfamu' 
— k  sin^amu 


cosamu  Jamu 

In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichBten  Anwendimgei' 
der  Gleichungen  4)  und  6)  auf  die  sogenannten  Transformationen 
zweiten  Grades  enthalten.  Durch  leichte  Aenderungen  lassen  eicli 
ohne  Mühe  weitere  Gleichungen  ableiten,  die  indessen  nieht  mate- 
riell yon  den  gegebenen  Gleichungen  verschieden  sind.  An  SteDe 
der  Gleichungen  15)  findet  man  bei  Kanigsherger  ein  System,  wd- 
ches  aus  15)  durch  Vertauschung  ron  t  mit  — i  folgt  Setzt  man 
in  den  Gleichungen  15)  {k  +  ik^u  =  {k'—ik)ui,  wendet  dann 
links  die  Gleichungen  6)  an,  so  erhält  man  ein  von  Königsberg^ 
aufgestelltes  System,  welches  den  Gleichungen  16)  entspricht. 
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1  K' 

Geht  k  über  in  — ,  so  geht  der  Aosdmck  —    in   Folge    der 

ichungen  1),  2)  und  3)  über  in: 


K—iK' 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18)    I  =  «., 

19)     q  =  ^-^% 

nw 
1  "i • 

geht  q  dnreh  Vertauschung  von  k  mit  -r-  über  in  «    *~"^.    Es 

«t  sich  umgekehrt  zeigen  ^  dass  durch  Vertauschung  von  w  mit 

— .  in  den  Gleichungen  19)  /r  seinen  redproken  Werth  annimmt. 
—  w\ 

leses  ist  nur  ein  spedeller  Fall  einer  allgemeinen  Transformation 
)r  Theta -Functionen^  welche  im  folgenden  §  weiter  ausgeführt 
erden  soll  uad  wozu  der  specielte  Fall  als  ein  einfaches  Beispiel 
ienen  möge. 

In  den  Gleichungen   18)  von  §  18  setze    man    für   q   seinen 
Terth  kus  19).    l^ach  pag. 94  ist  log^.log^j''  =  ^^,  also  log^  = 

•—  und: 

20)    q'  =  e    '^. 
Die  bemerkten  Gleichungen  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
f  ^mid  20)  folgende  Formen  an: 

n. 


]/w 

V3 

*2 

]/w 

x^ 

& 

]/w 

— ie 

0^ 

nw 

344 

In  Folge  der  Methoden,  angewandt  im  §  18^  traten  statt  q  nnd 
q^  Exponentialgrössen  wie  in  den  Gleichungen  19)  und  20)  au^ 
in  denen  der  Exponent  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  ist, 
dasB  die  Theta-Reihen  conrergent  sind.  Die  Gleichungen  20)  gelten 
also  allgemein,  es  kann  w  complex  sein,  nur  muss  dann  der  reelle 
Theil  eine  wesentlich  positive  Grösse  sein. 

Geht  w  über  in  fv±iy  so  ist: 

Die  Function  d-s(x)  geht  dann  über  in  *(a;),  umgekehrt  geht 
d'{x)  über  in  d'^(x)]  die  beiden  Functionen  d'i{x)  und  *2(^)  kehren 

in  sich  zurück,  respective  multiplicirt  mit  e    ^. 

In  der  ersten  Gleichung  21)  vertausche  man  w  und  x  respec- 

w  X 

tive  mit .  und  ^ ;,  dieselbe  wird  dann: 

1 — wt         1 — wt 

Es  ist  aber,  mit  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  21): 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

^^.,e    ^-«^1=  l/r=^/e    ^0-«^-)(^,(Ä,tf-"fii^. 

Aehnliche  Relationen  lassen  sich  aus  den  drei  andern  Glei- 
chungen hei  leiten.    Man  findet  leicht: 

ntv 


24) 


^^{r^i^  '^  '~'^)  =  ^*3(*, «-'^"0, 


m 

bildet  man  die  Quotienten  der  Gleichungen  23)  und  24),  so 
ftUt  der  Factor  M  weg,  durch  Einfährung  von  elliptischen  Fonctio- 
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I  erhält  man  wieder  die  Gleichungen  4).    In  den  Gleichungen 

w 
und  24)  werde  a?  =  0  gesetzt.    Geht  w  über  in     .,    so 

gen  Ar,  A',  X  ttbergehn  in  ki,  /r'i,  Äi.    Setzt  man  w  =  — ,  so 

- 1/^  l/?.  l/¥  - 1/^  l/?. 

Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 

m 

*.  -  p  A'i  =  ^  =  j,  Ä-,  =  ACA'-fn 
l^reinstinmiend  mit  den  Resultaten  zu  Anfang  dieses  Paragraphen. 

|4L  Die  aligemeine  Transformation  der  Theta-Fnnctionen. 

Die  Gleichungen  21)  des  vorhergehenden  §  gestatten  die  all- 
jemeinste  Transformation  der  Theta-Functioncn  auszuführen  und 
cwur  auf  eine  Weise,  welche  bei  vielen  mathematischen  Betrach- 
tungen den  Vorzug  der  Einfachheit  und  Natürlichkeit  darbietet, 
indem  man  vom  Besondem  zum  Allgemeinen  foilschreitet  Hierbei 
at  in  Beziehung  auf  die  Bezeichnung  der  Theta- Functionen  eine 
Bemerkung  zu  machen,  mit  Rücksicht  auf  eine  steigende  Gompli- 
Dirtion  der  Formeln,  welche  in  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
n  fermeiden  ist  Die  von  Jacobi  eingeführte  Quantität  q  ist  schon 
b  den  angeführten  Gleichungen  durch  eine  Exponentialgrösse  auf 
Ngende  Art  ersetzt  worden: 

g  =  e-^^. 

Nimmt  der  Exponent  w  eine  allgemeinere  Form  an,  so  ist 
^  zweite  Argument  der  Theta -Functionen  unter  dem  Functions- 
^hen  sehr  beschwerlich  anzumerken.  Um  diesem  Uebelstande 
'^  entgehen,  sollen  die  Theta- Functionen  von  Jacobi  in  der  Art 
^  Schreibweise  derselben  eine  sehr  unbedeutende  Modification 
beiden I  welche  gestattet,  die  Bezeichnung  Jacobi' s  unmittelbar 
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herstellen  zu  köonen.  Diese  Modification  bezieht  sich  nar  auf  dk 
Position  des  Index,  sie  wird  durch  folgende  Glelohung  definirt: 

wo  fi  die  Werthe  0,  1,  2  und  3  annimmt  Für  den  Fall,  diu 
fi  =  Oj  lässt  Jctcohi  den  Index  einfach  weg,  a.uf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  1)  muss  derselbe  indessen  angemerkt  werden,  im 
Verwechslung  zu  vermeiden. 

Durch  die  Verschiebung  des  Index  lässt  sieh  das   zweite  A^ 
gument  der  Thetafunctionen  einfacher  darstellen,  es   wird   dabei 
ein  ebenso  widerwärtiges  wie  leider  häufig  vorkommendes  Verfahren  ; 
umgangen,  welches  nicht  genug  getadelt  werden  kann,  mathemi- 
tische  Disciplinen  durch  unnöthige  und  fast  immer  geschmacklos 
neue  Bezeichnungen  zu  verunstalten.    Die  andere  Stellung  des  Inda, 
welche  übrigens  nur  bei  den   folgenden  Untersuchungen  zur  ii- 
Wendung  kommt,  findet  sich  schon  an   andern  Orten   angewandt, 
z.  B.  bei  Königsherger:  „Die  Transformation^der  elliptischen  Fuo* 
tionen." 

Nimmt  s  alle  ganzzahligen  Werthe  von  —  oc  bis  -f-  oc  aq,  w 
setze  man: 

»{x,w),=^e       ^      '^ 

»{x,w\=Y^{-\ye       ^       ^f 

Bedeutet  g  eine  ganze  Zahl,  so  geben  diese  Gleichungen  un- 
mittelbar: 


2) 


3) 


gni 

_gni 
»{XjW  +  %gi\   —  e       ^  »{Xy  w)^. 
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) 


ni  ni 

Die  Gleiehungen  21)  von  §  43  lassen  sich  nun  einfacher  auf 
olgende  Art  schreiben: 


5) 


9'{xjw\  = 


^[^''  ijo' 


*(a:,  w^, 


TtIV 


a?= 


Es  ist  nur  nöthig  eine  der  vier  Theta  -  Functionen  zu  transfor- 
,    da   sich   die    übrigen    durch    einfache    Aenderungen    des 
Argriun^nts  x  herleiten  lassen.    Nimmt  x  um  grade  oder  ungrade 

MnltiplA  von  -^  vn,  Wi  gelten  f&r  die  Functionen  ^■{x,  w)^  un- 
mittelbar die  auf  pag.  83  aufgeBtellten  Gleichungen  5).  An  Stelle 
ier  Gleichongen  7)  und  8)  von  pag.  85  treten  die  folgenden: 

»{x  +  mxn>t)i  ==  tf«'«*'«'-2»«««>(a;)j, 

*(        »         )i  =  ,  *(a;),(-l)-. 


6) 


) 


.*w.(-i)' 

.#(»)o(-l) 


m  + 


I 
»«+-2 
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Der  leichteren  Uebersicht  halber  Bind  die  Torstehenden  Glei- 
chungen,  welche  eigentlich  eine  Wiederholung  bekannter  Relation^ 
fllr  log^  =  — xw  bilden,  angeführt. 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  genttgt  jede  der  Theta-Funetionen 
der  partiellen  Differentialgleichung: 

^  dw  dx^ 

In  Folge  der  Gleichungen  3)  bleibt  die  linke  Seite  der  ersteo 
Gleichung  S)  ungeändert,  wenn  w  durch  w  +  2gi  ersetzt  wird,  wo 
g  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet    Es  ist  also: 

\/w+2gi     [_fv  +  lgt    w  +  lg tj^ 
Setzt  man  Xx,  Wi  und  gi  statt  x^  w  und  g^  so  folgt: 


-x' 


.0)  ,(.„„,)-^;2::£ivr-.3' ,_•  1. 


Es  sei  nun: 


xi  1 


also: 


n>+2gi  ~  ^*'    w  +  2gi  ~  "'" 

^  Xxl 1  

12)  ^        ^  ^1  ^         ^  .^^ 

^     w  +  2gi         xV  Wi  +  2^1 1         Xi% 

Die  Gleichungen  9)  und  1 0)  lassen  sich  dann  einfacher  schreibea: 


^3)  ... 


*(^i ,  «^1)3  =  1/  ^.«     "^     *(^,  «'iV 

Es  ist  leicht  ersichtlich  auf  welche  Art  sich  diese  Gleichung» 
weiterführen    lassen.      Man    führe    zu    diesem    Zwecke   folgende 
Grössen  ein: 
..^  _       xi  __       Xyi  Xm-\i 
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^  1  1  1 


In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  t3)  lassen  sich  m  Glei- 
angen  aufstellen,  deren  letzte  folgende  ist: 

Man  bilde  nun  das  Product  dieser  sämmtlichen  Gleichungen, 
srdarch  folgt: 

16)     j^(^''^)3  =  1/^^     ''^(a:«,«'m)3, 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  sind  x^^  x^,*..  Xm  gleich  x  mul- 
>licirt  mit  Faetoren,  welche  nur  w  enthalten.  Man  kann  also  in  16): 

itzen,  wo  IV  und  W^  näher  zu  bestimmende  rationale  Functionen 
m  fv  sind,  wie  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  15)  un- 
ittelbar  ergiebt    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18)     \/^-{=Cr,aiso  c.»  =  1, 

•2 

»  lässt  sich  die  erste  Gleichung  16)  in  Folge  von  17)  und  18) 
nf acher  schreiben: 

19)     &{xyfv)^  =  -%.e      ^      iK^m.lt'm)». 

Fttr  Wm  findet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  15)  fol- 
»iiden  Werth: 

1 


fVm 


2iVm-i  +  Är 


1 


+ 


2gi  +  w 
Es  ist  also: 
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_         1 
"^^  -  T^TWi' 
fv  +  2gi  2^  —  wi 

etc» 

Um  eine  leichte  Uebersicht  über  die  allgraieine  Form  yw 
Wm  zu  haben,  multiplicire  man  in  w^j  w^  etc.  Zähler  und  HeaBOr 
mit  /.    Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  allgemeii: 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ßj  y  und  d  in  Folge  der  Eettenbnek- 
entwickelang  der  Bedingung  genügen: 

21)     aö—ßy  =  L 
Die  Werthe  von  w^,  w^j  w^...  geben  femer  fUr  die  bemerkhi< 
Zahlen  die  folgenden  Beschränkungen: 

a,  d  gleichzeitig  grade  und  ß^  y  gleichzeitig  ungrade^ 
^    a,ö  gleichzeitig  ungrade  und  ßj  y  gleichzeitig  grade. 
In  der  partiellen  Differentialgleichung  8)  nehme  man  (t  *^li 
substituire  dann  flir  ^(x,  rv\   seinen  Werth  aus   19).     In  Folge 
der  Gleichungen  17),  20)  und  21)  ist: 

dXm   J_      dXm   X    dW     dWm  1 

dx    ~  W  Hv   ~  ~W^dw'  Ihi  ~  {ßw-^yif 
Man  hat  mithin  die  Gleichungen: 

d^Xn.jW^)^    ^ X    dfFd&{x„,yfVfn)s  1  d»(Xm,1Vm\ 

drv  IV^  dw'       dxn,  {Srv  +  yi^        Ar, 

Die  bemerkte  partielle  Differentialgleichung  wird  hierdurch: 

f^L    *      Wdrv]        dx^ 

X   d^&(x„,Wm)3  4  dO-{Xm,n>m)i  q 

'^  W^         dxK        "^(dw  +  rO*        *"•.         °"    * 
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Man  setze  in  die  Yorstehende  Gleichung  nach  8): 


dx^m  dw, 


> 


m 


tLuf  X  =  Oy  also  auch  Xm  ^=  0»    Es  folgt  dann: 

Da  fV  und  Wi  rationale  Functionen  von  w  sind,  dieses  aber 
i>  (Oy  fPm)  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung 
die  beiden  folgenden  zerfallen: 


5r: 


1 

1 

1 

0, 

»1 

1  ^W^ 

fF' 

'  (rfw 

+  7iT  ^ 

W  dw' 

24) 

1 

• 

t 
6w  +  ri* 

ffx 

SS 

6 

öw  +  yi' 

Für  die  vorstehenden  Werthe  von  W  und  ^i  wird  die  Glei- 

23)  ideAtiscL    Man  substituire  diese  Werthe  von  W  und  W^ 

19)  y  femer  in  dieselbe  Gleichung  fttr  Xm  und  Wm  ihre  Werthe 

IS  17)    und  20).    Statt  der  Gonstanten  cx    ans  18)  führe  man 

ne  Constante  c  ein,  bestimmt  durch: 

25)    c  =  l/~  =  ^»  also  c»  =  1. 

Zwischen  d^i  Thet»-Funclionen  ergiebt  sich  nun  folgende  all- 
naeine  Relation: 

Id  Folge  dbr  ersten  Gleichung  5)  ist: 


♦(x-,^  -  7^»[$.  ^\ 


Man  setze  hierin: 

,        yt  +  6fv      ^  X 

a^^ßfvy  a  —  ßwi 

<bum  ist: 
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{jörv  +  yi^  6w+yiJ^' 
Zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  26)  werd( 
rechts  stehende  Theta-Function  eliminirt    Da  a6 — /37  =  1,  g 


1       ^ /^li?^ill/        yi  +  6w 


zßi. 


a  —  ßwi  a — ßwi        a — ßwi 

Unter  Zuziehung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichun 
durch  folgende  ersetzen: 

ßxH 

^        ^  '    ^^  \/a---ßwi        \a—ßwi'    a—ßwij^ 

Wird  TV  mit  w  +  i  vertauscht,  so  geht  die  linke  Seite  üb 
^  (a:,  w\  An  Stelle  von  a  und  /  treten  af  und  /',  wo  «'  =  < 
und  /  =  7  +  (J.  Die  Relation  aö—ßy  =  1  giebt  afö—ßY  -- 
Wegen  der  in  22)  aufgestellten  Bedingungen  sind  nun  c^^ 
ungrade  und  6  grade,  oder  a\  ö,  Y  ungrade  und  ß  grade.  Seh 
man  einfach  a  und  /  statt  af  und  y\  so  folgt  nun: 

OCX     ..       X    _  ce^^^-^^^     (  ^  X  yi  +  &w\ 

\/a  —  ßwt        \« — P^^     ß — pW'Va 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ßj  y  und  6  die  Bedingungen  stattfin 

aö—ßy  =  \. 
a,  ßf  y  gleichzeitig  ungrade  und  6  grade^ 
y  gleichzeitig  ungrade  und  ß  grade. 

In  der  Gleichung  26)  setze  man  «i,  ft,  /j,  und  6^  statt  a, 
und  6,  wo  «i,  dl   ungrade  und  ß^  yi  grade,  oder  Oi,  di   ungi 
und  ^1,  7i   grade  sind;  femer  die  Relation  stattfindet  aid|— , 
=  1.    Es  ist  dann: 

c^W^^yiO  ^f       xi  at-ßM^ 

Lässt  man  ir  um  i  zunehmen,  so  folgt: 


29)    j"'^' 
l«,  rf, 
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30) 


^^  ^  °  7^^+W  vrf;^iM^'  rfi^M^J; 


▼0     ö'i  =  «i+A    und    /,  =  7i  +  <Ji,      also      a\6^—ßifi  = 
€iii — ßiYi  =  1.    Es  finden  die  Bedingungen  statt  a^ijßiyY\  ungrade, 

^i  grade,  oder  a^i,  öi,  Y\  ungrade  und  ß^  grade.    In  der  Gleichung 

xi  1 

30)  werde  x  mit  —  und  w  mit  —  vertauscht    Es  ist  dann : 


rfix« 


31)    »{^,  i)    =  cl/,/,     .  e^«^wVy'.in-)x 

^/       ^i  (^\fv  —  ßif\  . 

Fflr  die  links  stehende  Theta -Function  setze  man  nach  der 
dritten  Gleichung  5): 

]/we^^  d-(x,  w)^. 

.      Zur  Vereinfachung  setze  man  weiter  «',  =  dy  ßi  =  /,  y'i  =  ß 
M  dl  =«,  wo  also  wieder  ad — ßy  =  1.     Die  Gleichung  31)  , 
lihrt  dann  auf  folgende  fundamentale  Gleichung: 

ßx^ 

pro  zwischen  den  Zahlen  a,  /?,  /  und  d  die  Bedingungen  stattfinden : 

aö—ßy  =  1. 
VK\    S^f  ^^  y  gleichzeitig  ungrade  und  a  grade, 
^  ^  ^7  ß  gleichzeitig  ungrade  und  /  grade. 
Mit  den  Bedingungen  22),  29)  und  33)  sind  alle  Fälle  erschöpft, 
wdche  die  Gleichung  ad  —  ßy  =  1  darbieten  kann,  die  Gleiehun- 
K^  27),  28)  und  32)  enthalten  mithin  auf  den  linken  Seiten  die 
'^i  möglichen  Formen,  welche  die  rechts  stehende  Function  anneh- 
■^U  kann. 

Die  in  27)  vorkommende  Constante  c  genttgt  nach  25)  der 
U^iehong  c^  t«=  i.  ihr  Werth  ist  von  einer  Zahl  m  abhängig, 
'^tche  mit  den  Zahlen  a,  ß,  y  und  6  in  Verbindung  gebracht  werden 
^^UL    Da  die  Bestinmiung  dieser  Gonstanten  für  das  Folgende 

XBB«p«r»  tUlpU  Fnnetioneii.  23 


354 

nicht  erforderlich  ist  und  dieselbe  ziemlich  weitläufige  Rechnungei 
nach  sich  zieht,  so  soll  eine  Ausführung  derselben  hier  unterbleiben. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Bedeutung  von  c  in  den  Gleichungen 
27),  28)  und  32)  eine  verschiedene  ist,  da  bei  Herstellung  dies« 
Gleichungen  die  ursprünglichen  Zahlen  a,  /},  /  und  ä  ihre  Bedeu- 
tungen geändert  haben. 

Man  kann  durch  Aenderung  des  Argumentes  x  auf  den  rechtfsn 
Seiten  der  Gleichungen  27),  2S)  und  32)  jede  der  drei  übriga 
Theta- Functionen  mit  den  Indices  0,  2  und  1  hervorrufen.  Dt 
allgemein : 


JCWt 


7tW 


— xt 


71W 


JC     .    JtWt 


xt 


^(o;  +  y  +  -^,  w)3  =  ie  ^  d{xy  w)i, 

so  setze  man  in  die  bemerkten  Gleichungen  statt  x  successive: 

^  +  Y  (a—ßwi)  +  j  (ri  +  6w)i. 
Führt  man  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein: 

^   —  a—ßC  ^   ^  a—ßwi' 
so  geht  durch   die   bemerkten  Aenderungen  ^(o:^,  w%  successive 
über  in: 

nyi-\-6w         xi 
71  yi-^-ötvi         X 

Auf  die  linken  Seiten  der  bemerkten  Gleichungen  sind  die 
Gleichungen  6)  und  7)  anzuwenden.    Es  ergeben  sieh  dann,  mit  ] 
Bttcksicht  auf  die  Bedeutung  der  Zahl^i  <h  ^f  7  ^^^  ^9  ^^  ^^ 


1 
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ehungen.  In  jedem  Systeme  von  je  vier  Gleichungen  hat  die  Gon- 
stante  c  denselben  WertL  Da  bei  allen  diesen  Gleichungen  immer 
derselbe  Factor  auftritt^  so  soll  derselbe  durch  q  bezeichnet  werden, 
so  dasB: 

^  c  ' 

Zur  leichtem  Uebersicht  der  folgenden  Formeln  sei  noch  be- 
merkt, dass  wegen  ad — ßy  =  1: 

— ßx  (ji  +  öw) — xi 


a — ßtvi 


— xöiy 


X*  =  :r-.,  rv* 


jr  ßi{yi  +  6fvy      n  yi  +  6tv  jcföi     Jtdhv 

"T     a  —  ßfvi    "*"Ta— jjwi""     4    "*'"T"' 

Transformationsgleichungen. 

aö—ßr  =  1. 

X  ^  yi  +  dfv 

a — ßtvf  a — ßwi^ 

_  Va-ßwt  ^nia^ßnn)    ^g  =  i. 
^  c  ' 

L     Oj  6  grade;  ß^  y  ungrade. 

— naßi 

II.    o,  d  ungrade;  ß,  y  grade. 

— nySi 

23* 
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IIL    a,  ß,  Y  ungrade;  6  grade. 

—  naßi 
— nySi 

IV.  a,  d,  7  ungrade;  ß  grade. 

— naßi 

—  TtySi 

V.  /9,  7,  d  ungrade;  «  grade. 

/    .  r     *      yö.ni 

VI.  Oy  ß,  6  ungrade;  y  grade. 

»{xf,  w%  =  (»{^(o:,  n;)3  e"      ^^  ^  , 

aß-^-yS.ni 


(/»+y-"-^")2 


Die  Werthe  von  &(x^,  «;')i  sind  aus  den  Werthen  von  &(x'j  if') 
durch  Aenderung  von  x  um  — ö  ^  abgeleitet  Der  leichterei 
Verificatiot  halber  ist  rechts  allgemein 
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gesetzt,  68  ist  ferner  in  den  vorkommenden  Exponenten  keinerlei 
Aendening  vorgenommen  worden  um  dieselben  etwas  zu  vereinfachen. 
E^  lassen  sich  aus  den  Systemen  I — VI  die  Gleichungen 
4)  —  9)  des  vorhergehenden  §  für  besondere  Annahmen  f&r  a^  ß^y^ö 
herleiten.  Man  findet  leicht ,  dass  der  Modul  k  der  elliptischen 
Functionen  der  Reihe  nach  ersetzt  ist  durch: 

34)    k'  k^   ^   ±^  1. 

So  ergeben  sich  z.  B.  aus  dem  Systeme  VI  die  Gleicbungen 
zu  Ende  des  vorhergehenden  §  für  a  =  ^  =  <f  — >  1,  /  =  0.  Es 
ist  dann: 

35)     x'  =  :i-^-.,  «.'  "' 


1 — wi^  1 — wi 

Entspricht  der  Modul  /  und  das  Integral  L  dem  Werth  w^^  so 
geben  die  Gleichungen  VI: 

HO.  ^02  _  ^(0,  ^)3  .  .   1/7  _  JL  . 

^(07^3  ~  »{o.fv),'''''^'      l/jt 

Es  ist  femer: 

oder: 

l//8mam( >  0  "^  l//rsinam( — , /:). 

Man  setze  hierin  1/7  =  -p.,  =  u  und  nach  35)  «'  «^ 

^  ]/k      ^ 


-,  dann  ist: 


sin  am 


((r=§P'T)  =  *"°*'"^"'*)- 


Diese  Gleichung  nach  [u  differentiirt,  darauf  u  =  0  gesetzt^ 
giebt  noch: 

{\—m)K 

Man    erhält    so    wieder    die    Gleichung    sin  am  (am,  -A  = 

kfm%m{uj  Ar).    Aehnlich  lassen  sich  die  anderen  Systeme  behandebL 
Es  kommt  hierbei  weniger  darauf  an,  durch  ziemlich  umständliche 
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Rechnungen  Gleichungen  abzuleiten,  die  sich  viel  leichter  und  viel 
naturgemässer  direct  wie  im  vorhergehenden  §  ergeben,  als  der 
Nachweis,  dass  c'.en  Systemen  I — VI  nur  elliptiBche  Functionen 
entsprechen,  deren  Moduli  in  der  durch  34)  bezeichneten  Reihe 
enthalten  sind. 

Auf  die  Systeme  I — VI  lassen  sich  die  allgemeinsten  Theta 
Functionen  reduciren,  zu  deren  Aufstellung  die  allgemeine  algebrai- 
sche Transformation  der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  giebt 
Diese  Transformation,  welche  im  folgenden  S  behandelt  werden 
soll,  führt  auf  Theta-Functionen  von  der  Form: 


36)  »M-f^r.    rji+p^\ 


wo  (i  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  und  3  ist.  Es  sind  ai,  ß^,  /i,  <^ 
ganze  Zahlen,  welche  der  Bedingung  «i  rfi — j9f  7i  >  0  genttgei 
müssen.    Für  die  Convergenz  der  Theta -Reihen  muss  in: 

q  =  e'^^^ 
der  reelle  Theil  von  w  positiv  sein.    Geht  rv  nun  über  in: 

ai—ßiwi        a^^  +  ßi^w^     '^    a^^  +  ß^hv^    ' 
so  muss  fftr  ein  positives  w  die  Bedingung  aiöi  — ft/i  >  0  statt- 
finden als  Bedingung  Hir  die  Convergenz.    Setzt  man: 

37)  «idj— A/i  =  n, 
so  ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl  Die  Zahl  n  bestimmt  den  Graä 
der  Transformation,  d.h.  genügen  die  Zahlen  a,,  ft,  /i,  <Ji  der 
Gleichung  37),  so  bestimmen  dieselben  eine  Transformation  n** 
Grades.  Für  »  =  1  erhält  man  die  linearen  TransformaiiGne^ 
welche  in  den  Systemen  I — VI  vollständig  aufgestellt  sind. 

Hat  keine  der  Zahlen  a^  oder  6^  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  mit  einer  der  Zahlen  ßi  oder  /i,  so  lassen  sich  immer  zwei 
Zahlen  a  und  /  so  bestimmen,  dass: 

38)    adi— yft  =  1. 
Die  Gleichung  37)  lässt  sich  dann  ersetzen  durch: 
39)    «i  =  an  +  tßiy  /i  =  /n  +  ed,, 
wo  c  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Der  in  36)  aufgestellte  Ausdruck 
nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


& 


yi  +  <Ji  — 


35» 

w  +  cft 


^ Pl  T^ ^       ^ Pt 


n  der  Gleichung  38)  und  der  Systeme  I — VI  redudrt 
orstehende  Theta-Function,  abgesehn  von  einem  Factor, 


^«)  '[-'-¥1 


lit  z  und  w  mit vertauscht  wird.     Es   ist  iju  «— » 

n  ^ 

Ist  die  Zahl  n  gegeben,  so  lassen  sich  beliebig  viele 
on  Zahlen  «i,  /Ji,  /i,  di  finden,  welche  der  Gleichung  37) 
ind  aus  denen  sich  die  Gleichungen  38)  und  39)  herstellen 
in  kommt  schliesslich  wieder  auf  die  in  40)  aufgestellte 
zurück.  Setzt  man  jj^  »=  o,  so  ist  nach  37)  aid|  «=  n. 
i  diese  Gleichung  in  die  beiden  zerlegen  «i  =  n,  di  =  1 
B  1 ,  dl  =  72.  Diesen  Annahmen  entsprechen  nach  36) 
den  Theta-Functionen: 


^U,^   J^^\y  ^(«2,  nw+7ii)^. 


i  unbestimmt  bleibt,  so  fällt  die  erste  dieser  Functionen 
t  dem  in  40)  aufgestellten  Ausdruck  zusammen,  die  zweite 
reducirt  sich  auf  das  Product  einer  Gonstanten  in : 

d^inzy  ntv)rj 
9,  1,  2,  3.    Eine  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen 
Wiederholung  von  Ergebnissen,  die  schon  weiter  oben 
chst  einfache  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

Die  allgemeine  Transformation  der  elliptischen 
ctionen  mittelst  einer  algebraischen  Oleichnng. 
Literarische  Anmerkungen. 

36  ist  nach  Abel  die  Bedingung  entwickelt,  wann  der 
ilgleichung: 

dy ^ 
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durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  y  genttgt  werdeo 
kann.  Es  soll  nun  nachgewiesen  werden ,  dass  die  betreffende 
Bedingung  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist 
Die  Elemente  dieser  Darlegung  sind  in  den  §§  37,  38,  40,  42  und 
44  enthalten,  deren  Verbindung  den  Beweis,  gleichzeitig  mit  der 
Ausführung  der  wesentlichsten  Transformationen  giebt  Der  Ein- 
fachheit halber  soll  die  im  vorigen  §  gebrauchte  Bezeichnung  Ar 
die  Theta- Functionen,  was  die  Stellung  des  Index  und  Bezeichnoo; 
des  zweiten  Arguments  betrifft,  beibehalten  werden. 

Die    auf  p.  107  und  108    in  dem  Systeme  III   entbalteneo 
Formeln  zeigen,  wenn  z  und  a  statt  x  und  y  gesetzt  wird,  dass 

fhr  /i  =  0,  1,  2,  3  sich  ausdrücken  lässt  durch  die  Quadrate  dflr 
Theta- Functionen  mit  dem  Argumente  z,  respective  mit  ConstaulBi  ] 
multiplicirt    Da  sich  in  Folge  der  Gleichungen  V  auf  p.  1 09  immer 
zwei  dieser  Quadrate  durch  die  i>eiden  übrigen  ausdrücken  lassen^ 
so  kann  man  allgemein: 

2)    ^(z  +  a)^.^(z-a)^  =  ^^(zV  +  ^*(^V 
setzen,  wo  A  und  B  nur  ron  a  abhängig  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  führen  die  Gleichungen 
6),  8),  12)  und  14)  von  §  37  zu  dem  Resultate,  dass  für  eine 
Primzahl  n  allgemein  d^inzj  nw)^  eine  rationale  Function  m 
Theta-Functionen  ist  und  zwar  vom  Grade  n.  Setzt  man  niz, 
fii  w  statt  Zy  Wy  so  lässt  sich  jeder  Factor,  wenn  in  dem  Ausdracke 
für  * (nz,  nw)^  die  Multiplication  ausgeführt  wird,  eines  jed» 
Terms  als  rationale  Function  von  Theta-Functionen  darstellen. 
Wiederholt  man  dieses  Verfahren,  so  ergiebt  sich,  dass  «  ei» 
Product  von  ungraden  Zahlen  sein  kann.  Es  folgt  weiter,  mit 
Zuziehung  der  Gleichungen  9),  10)  und  13)  von  §  40,  dass  all- 
gemein ß-  {nzy  ntv)fj^  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n,  eine  rational 
homogene  Function  vom  Grade  n  von  Theta-Functionen  ist.         j 

Die  Gleichungen  19)  von  §  38  geben  nach  2)  d-\z, -U    -■ 

wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist,  als  rationale  Function  von  Tetta- 
Functionen.    Da  nun  n — 2t  eine  ungrade  Zahl  und 
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wieder  eine  Theta-Function  ist,  so  folgt,  dass: 

WO  s  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  sich*  als  homogene  Function  n^° 

Grades  von  Theta-Functionen  darstellen  lässt    Dieses  bleibt  auch 

gültig,  wenn  n  ein  Product  von  ungraden  Zahlen  ist,  wie  sich  leicht 

ergiebt,  wenn  w  successive  vertauscht  wird  mit 

w  +  sii     fv  +  S2i 

,     — ^— —  , , , ,  - 

wo  Hl,  »t]..,  Primzahlen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  23),  24)  und  27)  Yon  §  40    ist 

#|2,-s-      GU16  rationale  Function  zweiten  Grades  von  Theta-Func- 
tionen,    vertauscht    man    w    mit   ,   so  folgert  man,  dass 

>  z, für  ein  ganzzahliges  n  eine  homogene  Function  rf«" 

Qnides  von  Theta-Functionen  von  der  Form  ^(z,  w)^  ist 

Combinirt  man  diese  Resultate,  so  folgt,  sind  m,  m%  n,  n^  und 
f  bdiebige  ganze  Zahlen,  dass 

:r  +  si' 


mfw 


3)    ^]^ra'z,ra^!L--?\^ 


A»  homogene  Function  m**"  Grades  ist,  in  welcher  die  Factoren 
ier  einzelnen  Tenne  die  Form  haben : 


wfw 


Ein  solcher  Ausdruck  ist  aber  wieder  eine  homogene  Function 
»^  Grades  von 

*[m'z,^^r]^,    V,  =  0,1,2,3, 
'^dcher  seiner  Seit45  eine  homogene  Function  vom  Grade  mf  von 
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ist  Dieser  letzte  Ausdruck  lässt  sich  schiesdieh  als  homogene 
Function  nf^"^  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argumenten 
z  und  w  darstellen.  Der  in  3)  aufgestellte  Ausdruck  ist  also  dne 
rationale  y  homogene  Function  vom  Grade  mwfnn'  von  Theta- 
Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  z  und  w. 

Die  Gleichungen  4)  und  6)  von  §  36  geben  fbr  Xj  y  und  M 
folgende  Ausdrücke,  welche  die  Differentialgleichung  1)  identiseh 
machen : 

4)     o:  =a  sinam(tt;  /r),  y  =»  sinam  — ,  /  . 

K" 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  -=z  ^^  w^    so   geben    die    Glei- 

/[ 

chungen  5): 

„.  •  ,     P^ 

'       L  ,,  .  p'h  ,,     hip'w' 

ph'  +  ^w  h'-^  — 

^      M        ,,     hip'w  pK ' 

Man  substituire  aus  7)  den  Werth  von  M  in  die  zweite  Glei- 
chung 4),  führe  femer  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln 

z  statt  tt  mittelst  der  Gleichung  u  =  -^-^- ein.    Die  Gleichungen 

jt 

4)  werden  hierdurch: 

8)    j:  r=  smam(-^^-i- , /:]. 

2    p 

Es  sind  p  und  p^  ganze  Zahlen,  mithin  giebt  die  Gleichung 

8)  nach  §  42  die  Variabele  x  explicite  in  Form  einer  algebraischeOi 

rationalen  oder  irrationalen  Function  von  sinam .  Eis  lässt sieh 

3t 

nachweisen,  dass  dieses  auch  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

9)  der  Fall  ist,  so  dass  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  ond 
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das  Resultat  der  Elimination  von  sin  am zwischen  zwei  al- 

braischen  Gleichungen  ist    Für  den  Fall,  dass  j?  =  1 ,  p'  =  1, 
ist  sich  y  expUcite  als  algebraische  Function  von  x  darstellen. 
In  Folge  der  gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 


i^"»-(^'.*)-ii^- 


Für  den  Modul  /  geht  w  über  in  y,  definirt  durch  die  Glei- 
img  6).    Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Art  schreiben : 

10)  y\/r  =  ^i^, 

Zur  Vereinfachung  sollen  die  beiden  Fälle,  ob  h  eine  grade 
Ler  ungrade  Zahl,  ist  unterschieden  werden.  Wenn  h  ungrade 
\j  so  setze  man  in  den  Gleichungen  8),  10)  und  11)  z  =  2z'. 
e  bemerkten  Gleichungen  geben  dann: 

12)    a.  =  8inam(i^^',A 


w 


13^     ^    _  „/  gh'—g'h  _l_ll2p_ 

14)    vl/T  =  ^(^^o>^^o)t 
'^^    ^^^         H^Zo,2fv,y 

In  Folge  der  Gleichungen  9)  und  10)  von  §  40  lässt  sich  die 
leichung  14)  auch  wie  folgt  darstellen: 

15)    y\/T  =  ^(^<»  ^o)^  ^(^<»  ^o)^ 

*  (^o>  «^0)0  ^  (^o>  '«'0)8 ' 

Die  Betrachtung  dieses  Falles  kommt  auf  den  Fall,  dass  h 

tte  grade  Zahl  ist,  zurück.     Nach  12)  ist  x  eine  algebraische 

PL«  2Kz^ 

^tnetion  von  sin  am ;  dieselbe  Untersuchung,  welche  die  rechte 

'^  der  Gleichung  10)  als  algebraische  Function  von  sin  am—' 
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ergiebt^    zeigt   auch^   dass    die  rechte  Seite   der  Gleichung   15) 
eine  algebraische  Function  von  sin  am ist    Es  soll   desshalb 


3t 


in  den  Gleichungen  11)  A  gradzahlig  angenommen  werden. 

Haben  die  Zahlen  2^^,  g^  hf  und  -^  gemeinschaftUche  Factoren, 


so  sei: 


16)    2^'  =  y^sr',  g  =  Ö^ss',  h' 


«,-^,J-Ar^. 


Es  ist  hier  Yon  dem  Falle  abgesehn,  dass  die  sämmtlichen  Wer 
Zahlen  denselben  Factor  m  haben.  Nach  16)  gehn  die  Gleichungei 
11)  über  in: 


17) 


_  -/-/  «i<^i— ftyi 


Zl    =  SS"  p 


>/•/ 


«1  — PI  I  — J- 
pr 


rvx 


s    '  pr 


Da  aij  ßiy  Yi,  di,  ganze  Zahlen  sind,  so  setze  man: 

18)      «i  dl— ft  Yi  =  n. 

Wegen  der  Gleichungen  16)  ist  angenommen,  dass  keine  te 
Zahlen  ai  oder  6i  mit  einer  der  beiden  Zahlen  ßi  oder  yi  ^^ 
gemeinsamen  Factor  hat.  Es  lassen  sich  dann  zwei  Zahlen  a  qbI 
Y  mittelst  der  Gleichung: 

19)       ad,-Yßi  ==  1, 
bestimmen.    Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ßi  ^^  ß  und  di  ^  Ki 
so  kann  man  die  Gleichungen   18)  und   19)  durch  das  fol 
System  ausdrücken: 

20)    ßi  =  /S,  dl  =  d,  ai  =  an  +  sßj  Yi  =  /«+«*> 

21)    aö—ßY  =  1, 

wo  B  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Verschwindet  eine  tej 
Zahlen  a^,  ßu  Y\j  ^ij  ^^  ^^^  ßi  =  ^7  ^^^^  muBB  dann  die  ffl^j 
chungen  17)  und  18)  direct  behandeln.    Mittelst  der  Gleichuflff* 
5)  von  §  44  lassen  sich  die  Fälle,  dass  eine  der  Zahlen  cti,  7u^ 
verschwindet,  auf  ft  =  0  reduciren. 
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Die  beiden  Gleichungen  17)  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
I  folgende  Fonnen  an: 

22)    Zi  =  ss'p' 5—7-.,  »1  =  ~- 3-7-., 

p's'w  .     . 
23)     w'  =  -^'' 


Sind  die  Argumente  zi   und  w^   durch   die  Gleichungen  22) 
stimmt,  Bo  lassen  sich  in  der  Gleichung   10)  auf  der  rechten 
die  Zähler  und  Nenner  als  homogene  Functionen  von  dem  Grade 
von: 

=  0,  1,2,3, 


intellen.    Da  nun  aö — j9y=l,   so  reducirt  sich  die  in  24)  auf- 

IMtellte  Theta  -  Function  in  Folge  der  Systeme  I  —  VI  des  vorigen 

|ttf: 

QiHs'p%w%,    !>  =  0,  1,  2,  3, 

ro  pi  von  z  abhängt  Da  der  Factor  q^  in  allen  Tennen  des 
Ilhlere  und  Nenners  von  y\/l  vorkommt,  diese  Terme  aber  in 
tenehong  auf  die  Anzahl  der  vorkommenden  Theta -Functionen 
omogen  sind,  so  folgt: 

25)    y|//  =  f, 

0  N  und  D  h  omogene  Functionen  von : 

H«'p'zyW%j    1^  =  0,1,2,3, 

nd.  Setzt  man  hierin  für  rv^  seinen  Werth  aus  23),  so  zeigen  die 
otrachtungen  zu  Anfang  dieses  §,  dass  in  25)  N  und  D  homogene 
unetionen  desselben  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argu- 
MDten  z  und  w  sind.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  rechte 
Mte  der  Gleichung  25)  sich  darstellen  lässt  durch  die  elliptischen 

'«eHoBen  mit  dem  Argumente  —   und  dem  Modul  k.     Es  ist 

^  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  25)  oder  10)  eine  alge- 

iraisehe  Function  von  sin  am 

3t 
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26) 


r  «1 


Nimmt  man  /9,  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  17)  und  18): 

Diese  Gleichungen  geben  zu  ganz  analogen  Betrachtoogei 
Veranlassung  wie  die  Gleichungen  22).  Man  kann  sogar  auf  die 
einfacheren  Gleichungen  26)  die  allgemeinen  Gleichungen  11)  itdir 
ciren  und  zwar  durch  relativ  ziemlich  einfache  Rechnungen,  welche 
nur  auf  der  Vergleich  ung  der  Theta- Functionen  mit  reellen  lai 
imaginären  Argumenten  beruhn.  Es  ist  hier  ein  etwas  wdioff 
Weg  eingeschlagen,  da  die  Herstellung  der  Transformationsgleidn' 
gen  ersten  Grades  für  die  Theorie  der  Theta-Functionen  von  le* 
sonderem  Interesse  ist 

Die  Gleichungen  16)  und  18)  geben: 

27)    gh'  —  2g'^  =  nss'rr'. 

Es  soll  h  gradzahlig  angenommen  werden.  Ist  die  linke  Seite 
der  Gleichung  27)  eine  ungrade  Primzahl,  so  müssen  sich  je  vier  der 
Factoren  n,  s,  s\  r,  r'  der  rechten  Seite,  welche  der  VoraussetioiV 
nach  keine  gemeinschaftlichen  TheÜer  haben,  auf  die  Einheit  redi* 
ciren.  Für  die  rationale  Transformation  ist  ausserdem  p  =  1  nn' 
j9'  =  1.  Es  reduciren  sich  die  verschiedenen  Annahmen,  zu  weleta 
die  Gleichung  27)  Veranlassung  giebt^  auf  zwei  factisch  yerschiedea^ 
auf  welche  man  die  übrigen  zurückführen  kann.  Für  p^^ 
;?'  =  1,  r  =  1,  r'  =  1,  Ä  =  1  und  ^'  =  1  ist  nach  23): 

rv  +  Bi 


tv 


n 


Für  i?  =  1,  y  =  1,  n  =  1,  *  =  1,  r  —  1,  und  r'  *  1  ''j 
nach  23)  tv'  «=  y'w  +  ei.    Da  nun : 

SO  kommt  die  zweite  Annahme  auf  den  Uebergang  von  ^  in  eto;| 
Potenz  von  q  hinaus.    Da: 

e 


! Jt 
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ir  n  Werthe  hat,  welche  Werthe  auch  s  annehmen  möge,  so  führt 
e  erste  Annahme  auf  die  Untersuchungen  des  §  38  zurück. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  allgemeine  Pro- 
em  der  algebraischen  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
)n  der  allgemeinen  Transformation  der  Theta-Functionen  abhängt 
ud  mittelst  derselben  ausgeführt  werden  kann. 

Was  die  Resultate  der  beiden  letzten  §§  betrifft,  so  scheint 
9cobi  dieselben^  wenn  vielleicht  auch  in  etwas  anderer  Form,  schon 
DÜBtilndig  entwickelt  zu  haben.  In  einem  Briefe  an  CreUe  vom 
l.  Juli  1828  (Grelle.  Journal  t.  3  p.310)  findet  sich: 

,^11    conviendra    peut-Stre    k   introduire    dans    Fanalyse    des 

fonctions  elllptiques  ce  quotient  -p  comme  module  au  Heu  de  k. 
A  V6gard  de  ce  quotient  j*ai  tF0uv6 

que  k  ne  change  de  valeur,  si  Von  icrit  au  Heu  de  —  Vex- 

a 

pressian 

hK+iVK'  ^  KK'  —  i  (abK£:+  a'b'K'K') 
aK + iaf  K'  aa  KK  +  afaf  K'K'       ' 

a,  a',  fr,  fr'  itant  de  nombres  entiers  quelconques,  a  un  nombre 

impair,  fr  un  nombre  pair,  tels  que  ab' — a'fr  =  1; 

th^oröme  remarquable  et  qui  doit  etre  envisagä  comme  un  des 

thivirämes  fondamentaux  de  Tanalyse  des  fonctions  elliptiques**  *). 

Zwanzig  Jahre  später  hat  Jacobi  eine  weitere  Andeutung  ge- 
lben in  der  Abhandlung:  beber  die  Differentialgleichung,  welcher 

ie  Reihen 

\±2q  +  2q^±1q^+    etc. 

21/^  +  21/^+21/^^5  etc. 
'tnttge  leisten.  (Crelle.  Joum.  t.36  p.97— 112,  Werke  II  p. 2 1—36). 


*)  Am  Schlass  dieses  Briefes  finden  sich  folgende  Worte,  welche  fast 
^  Inf  den  Sehreiber  wie  auf  Legendre  passen: 

«Vons  voyez,  Monsieur,  que  la  th^orie  des  fonctions  elllptiques  est  an 
'^^  objet  de  recherches  qui  dans  le  coors  de  ses  d6veloppemens  embras- 
^^  pteaqne  toute  Talgöbre,  la  th6orie  des  integrales  d6finies  et  la  seienee 
{^  ftombrea.  Qnel  titre'  de  gloire  pour  rillastre  anteor  du  traitö  des  fono- 
*^>tt  eUiptiques,  que  d'avoir  or^^  cette  belle  throne  et  d'avoir  allnmö  ce 
^betn  i  la  posterit^. 
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Man  findet  am  Ende  dieser  Abhandlung  Folgendes:  „£&  mtlssen 
daher  in  dem  Ausdruck  r  =  ,  .  ^  die  Constanten  a,  b.  af.  V 
immer  so  bestimmt  werden  können,  dass 

l/a'  +  ibg 
Die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  lehrt,  dass  diese 
Bestimmung  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist  Esergiebteki 
nämlich  aus  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  Tiuf- 
cendente  ß,  dass  die  vorstehende  Gleichung  immer  gilt,  wenn  a,  i 
und  b  ungrade  sind,  und  af  und  b  durch  4  dividirt  nicht  denfldbei 
Rest  lassen.  Dcls  Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadraimnä 
in   der   vorstehenden  Gleichung   hängt   von   dem  Werihe  der  m  if 

Theorie  der  quadratischen  Reste  mit  f  — J   bezeichneten   Grösse  t^- 

Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen  man  einschlage 
kann,  führt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst  eoer 
Eettenbruchentwicklung  oder  der  von  Gauss  in  seiner  AbhancDoig 
Summatio  serierum  quarundam  singularium  betrachteten  SumoKiB. 
Die  vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  a  und  b  ungrade  ist,  immer 
gelten,  wofern  man  nur  die  eine  Seite  derselben  mit  einer  9» 
Wurzel  der  Einheit  multiplicirt.  Wenn  von  den  Zahlen  a  und  i 
die  eine  grade,  die  andere  ungrade  ist,  hat  man  die  Gleichung: 

^  1  +  2g^^  +  2e^^2e^^  +  . .  _  i  ^2e^(f  +  2e^^^±2e^n^, 
ya'  +  ibq 
wo  6  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  und  das  obere  oder 
untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  von  den  Zahlen  a'  und  h  die  dse 
grade  die  andere  ungrade  oder  beide  ungrade  sind". 

Einer  Anmerkung  zu  Folge  hat  Jacobi  die  auf  das  VorstehöA 
bezügliche  Theorie  der  Theta-Functionen  in  Vorträgen  ausfthriiel 
behandelt;  der  wenige  Jahre  nach  Publication  der  angefllhri* 
Abhandlung  erfolgte  Tod  des  grossen  Mathematikers  hat  eine  selb- 
ständige Darlegung  seiner  Theorie  leider  vereitelt  Die  Idee^  ^ 
welche  die  oben  angeführten  Worte  von  Jacobi  enthalten,  find* 
sich  theilweise  ausgeführt  bei: 
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;  Heber  ilie  TrftOBformatiou  der  6»  -  Functionen.    (GicBsen 
1663). 

findet  sich  dort  eine  Gleichung  auf^tiatellt,  welche  der 
hang  26)  von  §  44  entepnelit  und  zwar  nur  fUr  die  Bedin- 
0  22).  Die  in  Gleichung  16)  von  §  44  auftretende  Quantität 
ird  durch  einen  Ketteubrudi  bestimmt,  fenier  die  partielle 
entialgleichung  4)  zur  Anwendung  gebracht,  um  eine  analoge 
bnng  wie  23)  herzustellen,  Eudli(4i  geuchielit  lüe  Bestimmung 
JOQHtanten  c  battirt  auf  tlic  vuu  Jacobi  angeführte  Abhandlung 
Gausi.  AuH'allend  ist,  das»  der  Name  von  Jacubi  nur  Ijei  ganz, 
ijtcblichcn  Puncten  sich  angeführt  findet,  das»  jedes  Citat, 
Andeutung'  rermieden  ist,  welche  auf  die  primitive  Quelle  des 
hinweist.  Die  Bestimmung  der  C'onstauteu  r,  welche  bei 
saren  Transformationen  auftritt,  tindet  sich  ziemlich  auHfUhr- 


mae:  Abritts    einer   Theorie   der    komplexen   Functionen   und 

der  Theta-Funetioneu  einer  Veränderlichen.  2.  Aufl.  (Halle 

1873)  pag  183  u.  f. 
He  fundamentale  Gleichung  illr  die  Transfornmtinn  der  Theta- 
tonen  hat  Thomae  nach  dem  Vorgange  von  Hermtte  so  aufge- 
dasB  »ich  aus  derfiell>en   die  Gleichungen  fUr  die  linearen 
iformaliunen  unmittell)ar  orgeben.     Es  scheint   indessen  nicht, 
diese  Methode   einen    besonderen  Voi-zug   vor  dem   in  g  44 
|ten  Verfahren  hat,  die  an  sich  lobenswerthe  grössere  EUrze 
ekt  den  eigentlichen  Ursprung  der  Transformation. 
SSne  der  frühesten  imd  bedeutendsten  Untersuchungen  über  die 
fonnation  der  Theta-Funetionen  enthalt  die  Ahhamlluug: 
mite:  Sur  ([uelqucK  formulct*  relatives  k  la  trausformation  des 

TonctionH  elliptiques.    (Journal  de  Math.  Deusiäme  sörie. 

T.lll.  Anate  lS>5fe  p.26— 36;. 
II  Verbindung  hiermit,  wenn  auch  schou  mehr  in  das  Gebiet 
Zahlontheorie  übergehend,  stehen  die  iHiiden  Abliandlungeu 
Iwn  Verfaäfcrs:  „Sur  la  tli^orie  des  fbnctions  elliptiques  et  ses 
ationa  ä  rarithmetique"  (Comptes  Hendus  t.  LI  1862  p,  1 1 — IS, 
I.  Jounial  de  Math.  Deux.  ß^r.  t.  Vll  p.  2ü— 4u)  und  „Sur  les 

■•voc,  Dl!l|>u  t'anuUuiicu.  24 
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th^orämes  de  Mr.  Kronecker   relatifs  aox   forme»   quad^ltiqae8^ 
(Joum.  d.M.  2.  86r.  t.IX  p.  145— 158). 

Namentlich  die  erste  Abhandlung  von   ffermiie  ist  in  einer 
Reihe  von  bemerkenswerthen  Schriften  und  Abhandlungen  xor  Yis^ 
Wendung  gekommen,  von  denen,  mit  Eineehluss  des  oben  erwähntoi 
Buches  von  Thomae  die  folgenden  ausgezeichneten  Publicationeo  n 
erwähnen  sind: 
Richelot:    Sur    la  th^rie    des  fonctions  elliptiques  est   sor  kB 
^quations  diff^rentielles  du  calcul  des  variations.  (Comptei 
Rendus  1859  t49  p.  641— 645). 
Diese  Abhandlung  ist  eine  der  ersten,  welche  eine  ziemüdM) 
Anzahl  von  Gleichungen  enthält,  die  sich  auf  lineare  Transfonu- 
tionen    beziehn.     Die   kurze    Mittheilung   enthält   keine  Bewd«; 
Weiter  gehende  Untersuchungen  findet  man  in  der  folgenden  dunl 
ungemeinen  Scharfsinn  ausgezeichneten  Monographie: 
Betth  La  teorica  delle  funzioui  ellitiche.    (Annali  di  Matemada 
Tomo  III  Anno  1860  p.  65—159,  298—310,—  über  Tr» 
formationen  erster  Ordnung  vergleiche  man  p.  142 — ,  Tone 
IV  Anno  1861  p.26— 45,  57—70  und  297—336). 
Königsberger:  Die   Transformation,   die   Multiplication  und  die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.    lASfOf 
1868. 
Ein  Supplement  hierzu  bildet  die  Abhandlung  desselben  Vf^ 
fassers  „Die  linearen  Transformationen  der  Hermite'schen  ^»-FaK- 
tionen**  (Mathematische  Annaion  1. 111  p.  1 — 10).    Weitere  Anaftk- 
rungen  enthalten  die  „Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen"  (Borchardt  Journal  t72  p.  176— 2M) 
Ferner  ist  noch  zu  erwähnen: 
Königsherger  i  Vorlesungeu    über    die    Theorie    der    elliptischea 
Functionen.    Theii  2.    Leipzig  1874. 
Bei  diesen  verschiedeneu  Untersuchungen  über  die  Theta-Fiui^ 
tionen  macht  sich  der  Mangel  einer  einheitliehen  Bezeichnung  o** 
angenehm    bemerkbar.     Kaum    zwei  Schriftsteller   stimmen  voll- 
ständig überein.    Am  wenigsten  möchte  sich  die  namentlicb  ^ 
üermUe  uimI  Betti   gebrauchte  Bezeichuungsweise    empfehlen  w 


iMta-Fitnetionen  mit  zwei  Indices  zd  vei-seliu,  wodurch  bei  Func- 
oneu  uiit  einem  Ar^meut  eiue  uuuütbige  (JompUcatiou  der  Fonneln 
irvorgerufen  "ird,  wie  ein  Blick  auf  p.  126  von  T.  lU  dei-  Annali 
I  Hatematiea  zeigt.    (Roma  iSfiO). 

Zur   allgeiueiueti  Transforruatinn    der  elliptiHclieu  Funetiouen 
ud  Doch  l'olgvude  Aliliandluugeu  auzumcrkeu,  deren  Resultate  nicht 
i>«chIieK)dicb  auf  die  Theorie  der  Tlieta-Functionen  basirf  »ind.*) 
(uo:  De  fuuctioimni  ellipticarum  raultiplicatione  et  transforma- 
tione ,   qane   ad   numerum  pareiu    pertinet ,    coramentatio. 
(Crella  Joum.  t  14  p.  1—50). 
Hite:  Sur  la  thiJorie  des  trunacoudautes  n  diö'crentieltes  ti\g6- 
briquOR.    (Journal  de  Matiiem.  t.  IX  Anii6e  1844  p.  3G1  f. 
und  Comptes  Rendus  t.  XVIII  p.  IUI  f.). 
itite:  Eütratts  de  deux  letti-es  jl  M.  Jacobi.    (Crel)e.  Journ.  t. 
32  p.  2S3~293;  Jacobi  Werke  t.  1  p.  397  —  407). 
!  namentlich  auf  die   „Fundameiita"  sich  »itlltzende  Dar- 
;  tindet  man  bei: 

mmm:  Theorie  der  Modular-Functionen  und  der  Modular- 
Integrale.  (Üreizehuter  Absebnitt.  Grelle.  Jour.  t  l'J  p. 
244—285  uud  Neonzelint.  A.  ibid.  t.  25p,  336-394). 

■i  Cleuivntare   Betmchtimgen    über    l'ransformation    und    Hnltiplicnlii^u 
i'(en   Uk    folgondcn  AiiMtzc,   welolie   sSmintlich   in    dem  „Arcliiv  filr 
'tibaniittk  and  Physik",  hciaoitg,  v.Gruiierl,  eatliHlten  Bind, 
WLM-  Mfi/er:  Sur  lee  tonctions  elliptiqucB.    (Theil  [e,  p,:t05~408,  Tb.  17 
■f    p.S5— 120). 

^Hm.'  ErgiDEODg  des  ereteu  Jauobi'suliun  fbeorerae  von  den  clliptUchen 
^       Fnoctiouen  der  ersten  An,    (Theil  21  p.  241— 24!J,  im— 422J. 
Behandelt  naraentliub  die  Transformationen  grader  Ordnnng. 
■iflir:  Sur  la  transrormation  des  rnnctions  e1liptii|nea  de  la  premüre  esp^co. 
).354  — :i(JS), 
Bni  loa  furmniea  pour  la  ninltiplicatiun  des  fonutioDs  elliptiquea  do 
U  preiniiire  oaiif-ce.    (Th.  36  p.  125—176). 

ihtet  einer  gewissen  OriginalitUt  leiden  diese  Arbeiten  au  dem 

■,  dus  die  Erguliuiaise  Slteror  Arbeiten  keiiiu  gnuÜKeude  Beaclitung  ge- 

11  babcn,  so  dass  sich  Mei/er  (Theil  22  p,  474— 477)  gegen  Essun  lo 

)'niiri[äl8-[U'diunat{on  versteigen  konnlc  in  Ber.iohung  auf  Untersuchitn- 

ilie  ihrem  Wesen  nath  sehim  hingst  von  Ivüry  and  Sanio  aiiBgefUlin 

1.    Die  nicht  ganz  nnvordicnatliclie  Arbeit  von  Meyer  leldol  an 

Uebolslande  einer  Ueticriadnng  oeaer  Bezeichnungen  nnd  nener 

,  beide  gleich  unnötlig  und  dor  Lectnrc  hinderlich. 


(Ib.  ; 
■^.Bnr 
■f  Upr. 
■Mgwohti 
^^,  dus  di 
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$  46.  Ueber  die  Differentialgleichnngen^  welchen  die  Zi 
und  die  Nenner  bei  den  elliptischen  Transformationsfor 

nnd  Mnltiplicationsformeln  genflgen. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  35  (pag  234)  wird  der 
rentialgleichung: 

1/(1— y«)  (1-/2  y2)        M]/{\—x^){\—k^^y 
durch  den  folgenden  Werth  von  y  genügt: 

Die  Bestimmung  der  CoefBcienten  fti,  b^, .  . .  &«,  welche 
algebraischem  Wege  wegen  erdrückender  Weitläufigkeiten 
unausführbar  erscheint  ^  hat  Jacobi  veranlasst  den  Zähler 
Nenner  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  unter  einem 
sichtspunct  zu  beti  achten  ^  welcher  von  der  Auffassungsweise 
„Fundamenta"  gänzlich  verschieden  ist  Jacobi  hat  Differen 
gleichungen  aufgestellt^  welchen  die  bemerkten  Zähler  und  Na 
genügen.  Diese  DifTerentialgleichungen  umfassen  zwei  verschi« 
Untersuchungen,  je  nachdem  es  sich  um  eine  partielle  oder 
eine  gewöhnliche  DiiTerentialgleichung  handelt 

Was  die  partielle  Diiferentialgleichung  anl>elangt,  so  ist 
selben  zuerst  im  Journal  von  Grelle  (t  3  p.  403)  erwähnt 
zwar  mit  den  Worten:  „Je  suis  parvenu  ä  r^soudre  un  probl 
dont  la  difßcultä  avait  äludä  long-tems  tous  mes  efforts,  savoir 
trouver  Texpression  g^nirale  et  alg^brique  des  formules  de  i 
tiplication."    In  der  „Suite  des  notiees  sur  les  fonctions  elliptiqu 
(Grelle.  Joum.  t  4  p.  185)    hat  Jacobi  ohne  Beweis  eine  parti' 
Differentialgleichung  mitgetheilt,  welcher  die  Zähler  und  Nen 
sowohl  der  Trausformations-  wie  der  Multiplicationsgleichungeo 
nügen.    Einer  Andeutung  (1.  c.  p.  186)  zu  Folge  scheint  Jacobi  i^ 
die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  die  vier  Theta-Fonctiow 
genügen,  zu  dem  folgenden  Resultate  gelangt  zu  sein. 

Zur  Vereinfachung  setze  man: 

3)    x\/T=  /,    k+j  =  «, 
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durch  die  Gleichung  2)  ttbergeht  in: 

sr: 

F—  B  +  Bifi  +  ,..  +  B„(^, 

setzt: 

U 

Es  ist  dann: 

Fftr  2m  + 1  =  n  genügt  jede  der  Quantitäten  U  und  F  aus 
der  partiellen  Differentialgleichung: 

7)    2n(a2_4)^  = 
^  da 

Auf  diese  wenigen  Formeln  beschränkt  sich  die  Mittheilung  von 
icoM.    Zar  Vereinfachung  nehme  man  in  ^(z,  q): 

Bo: 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar: 

10)      4^^^=^^^^. 

'  dw  dz^ 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  gilt^  wie  man 
ehr  leicht  findet,  fttr  jede  der  vier  Theta- Functionen. 
Man  nehme  in  der  Gleichung  10): 

nz  statt  Zy  nw  statt  w\ 
z  unverändert statt  w, 

^0  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     In  beiden  Fällen  nimmt   die 
^kichuDg  10)  folgende  Form  an: 


8)     n>  =  ^,q^e-^^, 
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,,v    .  de        d^e 

11)    4n-5r-  =  ^-TT- 
^  dw  dz^ 

Zu  Folge  der  Bedeutung  von  w  aus  8)  ist  in  1 1)  6  gleieh  mt 

der  Functionen: 

2rni   j 

wo  ^  =  0 ,  1 ,  2 ,  3  ist.    Diese  Functionen  bilden  aber  nadi  da 

§§  37  und  .39  die  Zähler   und  Nenner  der  Transformationsgki' 

chungen  ftlr  die  ungrade  Primzahl  ru     Eb  genügt   die  Besottate 

einer   Transformation    genauer    zu    betrachten.     Auf  die  beid« 

Gleichungen  6)  und  14)  von  §  37  nämlich: 

I»— 1 

2 


12) 


»(-.rt-fgi//n^+'^,A 


8 


Mnz,'t)^^JlMz  +  '':i.9), 


wende  man  die  Gleichungen  6)  auf  pag.  108  für  x  =  2  an,  i 
die  Gleichungen: 

Hierdurch  ergicbt  sich,  wenn  die  Gleichungen  12)  noch  di 
^{z^qY  dividirt  werden: 


13) 


B— 1 

•i 


ifeiü.)  =        g        TT 


(t) 


^i{nz,q^)  _  (-  l)»-i  0  ^,  (z)  f.r^\  n  )        &,  (z)n 

^  (2,  qY         /^  (o)»*-!  /^  (r)  ^^  L  ^  /firV     ^  (^)'  J ' 


wo: 

a 


Auf  den  rocbten  Seiten  der  Gleichungen  13)  ist  zur  Ven 
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fiichang  das  zweite  Argument  q  weggelassen.    Die  erste  Gleichung 
13)  ^ebt  z  s»  0  gesetzt: 

wodurch  Q  bestimmt  ist  Man  setze  hieraus  den  Werth  von  Q  in 
die  Gleichungen  13),  fähre  femer  rechts  die  elliptischen  Functionen 
ein  und  setze: 

sinam «=  o;,  x\/k  =  t, 

es  folgt  dann: 


14) 


»— 1 


JDie  rechts  stehenden  Terme  dieser  Gleichungen  kann  man 
als  Zähler  und  Nenner  des  Werthes  von  y\/l  in  4)  für  2m  -f- 1 
s=s  n  an  sehn,  man  erhält  dann,  von  einem  constanten  Factor  ab- 
gesehn,  ftir  B  und  B^  dieselben  Werthe  wie  in  6).    Es  ist  nämlich 

^(0)  1/  k'K 

d.  L  nach  Gleichung  19)  auf  p.  251): 

»(0,  ^)  _  i/m 

Dieser  Term  unterscheidet  sich  von  B  in  6)  nur  durch  den 
coBBtanten  Factor  -7=,  Zur  Vereinfachung:  werde  die  rechte  Seite 
der  ersten  Gleichung  14)  durch  H  bezeichnet    Es  ist  dann: 

oder  umgekehrt: 

15)    »(nz,g')^ff^^,. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  genügt  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 11).  Man  schliesst  hieraus  unmittelbar,  dass  der 
Gleichung  11)  durch: 
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genügt  wird,  wo  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  4)  für  n  =  2m  +  1  ist. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  10)  nz  statt  Zy  so  wird  dieselbe: 

17)    in^^±pJl^„^Hnz,9)^ 
dtv  dz^ 

Nun  ist  aber  nach  §  42: 

e-izy  ^^^^ 

^tiKz 
dem  Nenner  von  sin  am proportional.     Wird  dieser  Nenner 

jt 

durch  H^  bezeichnet,  so  genügt  folglich: 

der  pai-tiellen  Differentialgleichung  17).    Dasselbe  gilt,  wenn  statt 

^YiKz 
//i  der  Zähler  von  sin  am genommen  wird. 

JC 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  11)  nnd 
16)  gelten,  wenn  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  TransformatioDS- 
oder  Multiplicationsgleichungen  ist,  fUr  die  Multiplication  bat  man 
einfach  n^  stattt  n  zu  setzen. 

Da  ^(0)  =  1/-^--,  so  lässt  sich  der  Werth  von  Ö  in  16) 
auch  wie  folgt  darstellen: 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  6>  in  die  Gleichung  11), 
dividii-t  auf  beiden  Seiten  durch  n^  so  folgt: 

Jt  \dw  "*"  d'iz)    drv  2  dw      )  ~ 

d^H^^  dH    1     d^{z)  .     .       .,„r    1    dHzp?' 

d?  +  ^""dz  Hz) ~^  ^  ^(^-'^^TO  "rfT J 

nH  d^d-iz) 


+ 


^{z)    dz^    • 
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Kimint  man  in  dieser  Gleichung: 

4rf»(z)  tPe-jz) 

dm      ~  •*    dz^   ' 

UbMt  sieh  dieselbe  auf  folgende  Form  bringen: 

-.     Andff       d*ff,^  dff   1    d»(z) 
^^'     xd^""  dF«+^""di*;[;)    dz 

L^r      dw  dz^      J 

In  Folge  der  Gleichungen  13)  auf  p.  170  und  der  Gleichung 
auf  p.  171  ist: 

,Qv     dÄ^  K.     E       ^K        dw  — jr 


d*  k^kk^'     dk         dk        2kk'^K^* 

AoB  dieeen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden : 

dk        —Vck'^K^ 
dw  "^         X        ' 

dk'K       dkfKdk        "^}^(j._p>, 
dw    '^     dk   dw~      X    ^'^     ^^' 

dw  x^  ' 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  16)  auf  pag.  163  z  statt  x,  bo 
rd  dieselbe: 

dlog»(z)  _  g^^/^Hf^M  j^. 
'dz  ^     \        X  )      X     X 

Dmdi  Differentiation  nach  z  folgt  hieraus: 

l^ittelst  der  vorstehenden  Gleichung,  der  Gleichungen  20)  und 
)  nimmt  die  Gleichung  18)  folgende  Form  an: 

AndH       d^U  ,     ,       ,.JUItV.,       iEz 

+  2«P-^£fam?^^U?^?^1f. 

L^V        X  /       X     X  jdz 

Fflhrt  man  links  mittelst  der  ersten  Gleichung  20)  k  statt  w 
Ig  «labhftngige  Variabele  ein,  setzt  femer: 
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22) 


2£z 

3t 


=  U 


80  nimmt  die  partielle  Differentialgleichung  flir  H  folgende  mr 
fächere  Form  an: 


23) 


-  2n**'*^  =  §^+n(tt— l)^A»8in>am« 
dk        au^ 


Um  die  von  Jacobi  aufgestellte  Form  dieser  Gleichung  za «" 
halten  muss  man  |/Tsinamu  statt  u  als  unabhängige  Variabele 
einführen. 

Da  sin  am  u  von  k  abhängig  ist,  so  ist  es  nöthig  den  Kfe* 
rentialquotienten  dieser  Quantität  in  Beziehung  auf  k  darzuBte!!» 

Es  sei: 

sin*«  ^ 


24) 


/ds 


Setzt  man  in  der  Gleichung  3)  pag.  169  gp  statt  o,  so  folgt: 

05N     ^-^(y)  _^        /^(g))      E(q>)     ^siny  eosy 
^        dk  k    '^  kk'^         k'^Aig))    ' 

wo  F{fp)  und  E{q>)  die  elliptischen  Integrale  erster  und  «weiter 

Gattung  mit  dem  Modul  k  sind.    In  der  Gleichung  24)  sehe  ^ 

q)  als  von  k  abhäng/g  an  und  differentiire  unter  dieser  Voiäb** 

Setzung  nach  k,  hierdurch  folgt: 

1     dq>      dF(q>)        2zdK 
A{g>)dk^     dk     "^  n  dk 


Mittelst  der  Gleichungen  19)  und  25)  erhält  man  hieraas: 

Arsiny  cosgo 
kf^Aisp) 


+ 


Nach  24)  ist  F{ip)  —  — .    Nimmt  man  wieder  wie  in  ^ 

31 

=  tt,  SO  giebt   die  Gleichung  24)  9  ==:  amu,  wodurch  ^ 


n 


Gleichung  26)  übergeht  in: 
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dk 
Jamu 


=  -;tP2[^(amt.)-f] 


+ 


Arsinamu  cos  am  2« 


A:'2  Jamu 

Durch  Multiplication  mit  cosamuzfamu  folgt  hierauB: 
if  sinamu  f »/       v      uE'^  cosamu  Jam^^ 


+  TT^sinamM  cos'^amu, 


kk"^ 


und  weiter: 


27) 


^^d]/l^amu  _  (i+^2_2)t2gin2amw)8mamu.l/Ä 
— 2^  jfi^(amti) r^    cosamM  JamM.l/^« 


In  die  Gleichung  23)  führe  man  k  und  i/A:  sin  amu  statt  k  und 
u  als  unabhängige  Variabelen  ein,  setze  t^=^\fk  sin  am  z/.  Der 
Differentialquotient  von  U  in  Beziehung  auf  die  explicite  vorkom- 
mende Quantität  k  werde  eingeklammert.    Es  ist  dann: 

dU 

dk  ~    ^     ^ 

dHdt 


28) 


MJ^dt   dk' 


dH 

Wegen: 


dHdl    dm 
dt  du'   dvL^ 


dt  du  dt 
dt     du 


ist  nach  27): 

30) 


29)     t  ^r^  \Jk  sin  am  m 


2*^^^^  =  (1+Ä2_2;t^i)/ 


— 2r^(am«)  — ^ 


[l-l±^^'^  +  /4]^ 


ferner: 


^^)    l=l/l^-'-T^'^+'*i*- 


Mittelst  der  Gleichungen  28) — 31)  nimmt  die  Gleichung  23) 
folgende  Form  an,  wenn  dmch  k  dividirt  wird: 
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Setzt  man  endlich  \  +k^'^  ka^  also : 

*/  -  <«'-«)s' 

Bo  ergiebt  sich  wieder  die  Oleichung  7).  Es  ist  selbstYentSndlidi,. 
dass  die  Dififerentiation  nach  a  sich  nur  auf  die  Coefficienten  BjBi.** 
•••^M  in  den  Gleichungen  6)  bezieht,  wenn  in  7)  iT-»  {/  oder  J7'-'r 
genommen  wird 

Für  die  Multiplicationsformeln  treten  an  Stelle  der  Gleidmngn 
4)  und  7)  die  folgenden: 

32)    y=  "^ 


B  +  Bifi  +  B2t^  +  ...  +  Bnt^l^'^^' 

2 

33)    j  ^" 

l  +  (n^-1)  (at-2fi)  ^+  (i-afl  +  t^)^. 

In  32)  ißt  n  =  2m  + 1,  Setzt  man  den  Nenner  der  rechte» 
Seite  der  Oleichung  32)  gleich  B^  so  mttssen  in  der  Gleichung  ^' 
die  Factoren  der  Potenzen  von  t  durch  diese  Substitution  auf  bei^^ 
Seiten  einander  gleich  sein.    Man  erhält  so: 

B  =  l/n,  Bi  —  0,  3.4^2  +n2(n2—l)  i9  =  0, 

5,6  ^3  +  A{n^—A)aB2  —  0, 
7.8^4  +  6(n2— 6)aÄ3  +  («*— 4)(n*— 5)^2  — 

2n«(a2— 4) 


di?3 


da 
Es  ist  allgemein  von  r  =  3  an  bis  r  »=      ~   : 

(2r+\){2r  +  2)Br+i  +  2r(n^—2r)aBr 
+  (n^—2r  +  1)  (n^—2r  +  2)  Br^i  =  2n^(a^  —  A)  ^ 

Für  die  letzten  Coefficienten  bestehn  die  Gleichungen: 
T 
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Nese  GleichuDgen  hat  Jacobi  (Grelle.  J.  t4  p.  186)  aufgestellt 
HerleituDg  der  Dififerentialgleichung  32)  findet  man  in  der 
*  erwähnten  Abhandlung  von  Betti.  (Annali  d.  M.  T.  IV  p.  32 
Einige  Bemerkungen  über  die  Integration  der  partiellen 
entialgleichung  32)  von  Cayley  unter  dem  Titel  „Note  sur  les 
ons  elliptiques"  finden  sich  im  Journal  von  Grelle  (t37  p. 
60). 

itatt  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  hat  Jacobi  die 
r  und  Nenner  der  Transformationsgleichungen  durch  gewöhn- 
Differentialgleichungen  definirt.  Die  „De  functionibus  ellip- 
commentatio"  enthält  mit  Beziehung  hierauf  folgenden  Satz: 
i  sane  est  theorema  memorabile^  satis  reconditum,  numerato- 
i  denommatarem  substttutionis,  V,  V  singulos  definirt  passe  per 
\ii(mem  differentidlem  iertii  ordinis.''  (Grelle.  J.t  4  p.377). 
[m  vorliegenden  Falle  haben  U  udd  V  folgende  Bedeutungen, 
man  x  »»  sinamt«  und 


34)     sinam^-, /j  =  j, 


1. 


I 


8 


Diese  Werthe  von  V  und  V  unterscheiden  sich  nur  unwesent- 
p'on  den  in  5)  aufgestellten.  Die  Gleichungen  13)  und  16)  von 
geben: 

—  A  ^=^ 

-  =  (-1)  *    //rin»>m4ra>>   ZT,  *^  -S"»'*™*'^. 


2 

»— 1 


^.-1  =  (— 1)  2  k^-^  JJ  «vo}KmArWy 

8 


ieh: 
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36) 


% 


=  —    ^^    sin'am4rQ)  =  — q^ 


% 

Bn—i  =  i4|,— 1 . 


«  *^*' 


wo  in  der  ersten  Gleichung  q  zur  Abkürzung  für  die  Sommd  ge- 
setzt ist 

Jacohi  hat  seinen  Satz  durch  Betrachtung  der  Transfonnatioofr 
formein  und  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  gefunden. 
Mit  lebendigem  Interesse  wurde  die  schöne  Entdeckung  JacohU 
17  Jahre  nach  ihrer  Veröffentlichung  von  Eisenstein  wieder  &af> 
genommen.  Eisenstein  ist  mehrfach,  unter  Anwendung  sehr  ein- 
facher Principien,  auf  den  bemerkten  Gegenstand  zurückgekommen 
und  hat  in  die  Resultate  Jacobi's  sehr  allgemeine  Betrachtungen 
hineingetragen,  durch  welche  sich  die  meisten  Arbeiten  des  ungemein 
begabten  Mathematikers  so  sehr  auszeichnen.  Die  Untersuchungen 
von  Eisenstein  sind  enthalten  in:  „Beiträge  zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen«  (Grelle.  J.  t32  p.59— 70,  Math.  Abh.  159—170) 
,,Ueber  die  Differentialgleichungen,  welchen  der  Zähler  und  der 
Nenner  bei  den  elliptischen  'i'ransformationsformeln  genügen.^  (Grelle. 
J.  1 35  p.  147—152,  M.  A.  p.  207—212).  Die  folgendende  Dednction 
der  Jacohi'schen  Gleichungen  ist  den  „Beiträge  etc."  entnommen. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

37\     l  9>(a:)  =  A  +  Bx-^Cx^  +  Dx^  +  Ex^, 
I  tp(y)  =  A'  +  B*y  +  Cy"^  +  I^y^  +  Efy^. 

Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Differentialgleichung: 

38)     -t  =  -^. 

Es  sei  /^  =  0  ein  algebraisches  Integral  der  Differentialglei- 
chung 38)  der  Art,  dass  die  Function  P  nm*  ganze  Potenzen  von 
von  X  und  y  enthält  und  in  Beziehung  auf  x  vom  nten  Grade  ist 
Es  seien  o-,,  a-2,  ...  Xn  die  Wurzeln  von  /^  =  0  nach  x  aufgelöst; 
bezeichnet  man  den  constanten  Factor  von  oö^  durch  (7o,  so  ist: 

P  =  C^.{x — ari)  (o;  —  x^.,..{x  —  a:«), 
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§ 

3^1, x^j...  Xn  von  y  abhängen.    Die  vorstehende  Gleichung  nach 
fferentiirt  giebt: 


P  dy        ^Xr-^-x  dy  ' 
^1  dP 

OTT  -r  .  ^ 


dy  ^Xr—xdy^      j2^(xr—x)'^\dy)' 

Ist  nun  X  eine   der  Wurzeln  x^^  0^2, . .  Xny  so  giebt  die  Glei- 

5  38): 

dx        V^jx) 

^     i/9>(^)v(!/)  ^y    "  i/v^* 

v(y)       i/!P(y)^ 

Setzt  man  hierin  x  ^^  Xrj  so  lassen  sich  die  Gleichungen  39) 
bigende  Art  darstellen: 

Päy        \/^^17^jLdXr—x^ 


^1  rf/> 


Pdy    ^  ip\y)    yiy(av)  1     y  y^^r) 

L  V  y(^) 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  —  — -  =      ^     gesetzt: 
Nun  ist  nach  dem  Satze  von  Taylor: 

Xr  ~~"  X     //    \    I    \p^f """"  •''/ 
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(9>'(pi:r)        2  q>{xr)  g/jx)         2g>(x) 


41) 


Xr — Or        {Xr — Xy  Xr — X        {Xr x)^ 

Nach  37)  ist: 
also: 

[Xr-x)'^^  +  {Xr-Xy'^^   =   DXr+'lEx^- Dx-W^ 

Wendet  man  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  41)  auf  dx 
Gleichung  40)  an,  so  wird  dieselbe: 

—  2o)(x)V;^ — ^'-^r^—nDx  —  lnEx^  +  DSxr  +  'lESxy^ 
^  ^  ^^{xr — xy 

Wegen  der  Bedeutung  von  P  ist  aber  auch: 

dr        "^  jhdX  —  Xr  jidXr  —  X* 

<Plogi>  ^   _  V'— J_ 
Hierdurch  wird  die  Gleichung  42)  in  folgende  transfonnirt: 

2  95(ar)  ^^^^— nDx— 2nlä:»  +  DSxr  +  2^:2««,, 
oder  auch: 

^'^^«'>-#"  +  ^^>  -#-  =  ^^"^^^^^ -^ 

— nDx — 2wÄr«  +  />;Sirr  +  2E2x^r. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  einfacher  auf  folgende  Art  dtf- 
stellen : 

44)    \  dy^    ^^^'    dy  <ft«» 

wo  die  neue  Yariabele  u  durch  die  Gleichung 


43) 


d\ogP  _  V        rf^logiP  _        /      V    \2 
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45)  -7^  =  du 

inirt  ist    Setzt  man    ,         =  dv.  so  geht  die  linke  Seite  von 

1/V(!/) 

über  in:  — tt-* 
dv^ 

Es  sei  nun  P  linear  in  Beziehung  auf  y\ 

46)  P  =  ^—  Fy, 

U  und  F  Functionen  von  x  oder  w  sind.    Sieht  man  U  und  F 
Functionen  von  u  an,  so  sollen  die  Differentialquotienten  der- 

iben  nach  u  durch   ^,  F',  ^',  F" .  •  bezeichnet  werden.     Die 

etchung  46)  giebt  dann: 

F       rf^logiP  ^        /TV 
rfy  ^— Fy'     dy^  \U—Vy)' 

du^      ~    Ü—Vy       \U—Vy)' 

Darch  Substitution  dieser  Differentialquotienten^  der  Werthe 
n  ^{y)  und  y/{y)  aus  37)  nimmt  die  Gleichung  44)  endlich  die 
rm  an: 

47)     2{A'  +  B'y+Cy^  +  jyy^  +  E'y^)V^ 

+  {B'  +  2Cy  +  SJ/y'^  +  AE'y^)  (U—  Vy)  V  == 

1{ir—  V'yy  —  2(ü—Vy)  (^"— F"y) 

+  (nDx  +  2n^2)  (U—  VyY 

—{D2xr  +  2E2:x\)  {ü—  Vyy. 

Aus  dieser  allgemeinen  von  Eisenstein  aufgestellten  Gleichung 
^n  sieh  die  Jacobi'schen  Differentialgleichungen  herleiten. 
Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  37): 

A^\,  B  =  J)  =  0,  C  =  —{l+k^\D=^k^, 

1  14-/2  P 

Die  Differentialgleichungen  45)  und  38)  geben  dann: 

X  =  sinamuy  y  =  sinamf  — ,  l\ 
iüeee  Gleichungen  in  Verbindung  mit  34)  und  35)  geben: 
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2 

M 


A— 3 

a 


o:»—  Bn-iyaf^^  +  --jk^  a:**-*  ...  =  0, 


was  die  Gleichung  P  :=  0  ist    Aub  tler  vorBtehendeii  ^ladnog 
folgt: 


Ä 


n—l 


(B^, 


% 


~My 


—2 


Am-Z 


d.  i.  nadi  96): 

Nach  48)  und  der  Torstehenden  Gleiehung  ^rd  üe  61eicha{ 
47): 

i-(l+P)y«+^«p,    -(l+/')y+2/V 

Da  die  FaotoTem  gleidier  Potenzen  von  y  ftof  beiden  Seiia 
einander  gleich  sein  mttsseu,  so  ergeben  sich  ftlnf  Oleichongen,  tn 
denen  zwei  identitth  sind,  welehe  aus  den  f  aetoren  >wn  t^xoAt 
folgen.    Die  ftbrigen  Glei<^migMi  "sind: 


49) 


P1P 


k^  (2(> — n  sin^am  u)  K»  +  ^  =  P«  —  FF", 


F« 


A«(2(>— n8in»am«)  £^  +  ^  =  U^—Üü", 


1+/» 


2ft«(2p— nffln»am«)^7F+iJf  i^F—  VJ^—UV-V^' 


Die  Elimination  von  £/"  and  F"  zwischen  diesen  OlaebooC* 
giebt: 

(r^.-rt^)»=.(^^^^^^), 

was  auf  die  Substitution  von  y  =  ~  in  die  Gleichung  37)  to»** 

kommt    Man  kann  mlso  statt  der  dritten  GFleichung  49)  die  fol{^ 
setzen: 


50)     VU—VT 
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M 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  49)  lässt  sich  mittelst  der 
aichung  50)  eine  der  Functionen  U  oder  V  eliminiren,  fbr  die 
rig  bleibende  Function  ergiebt  sich  dann  eine  Difierentialglei- 
iing  dritter  Ordnung. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

d  [7  «=»  FsiniJ,  so  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  49)  und 
r  Gleichung  50): 

S  =  sinö,  a'  =  ^,  A{p)  =  |/r=7^sm2^, 

glich: 

^  C08<?  A{o) 


d  hieraus: 


Sf  =  cosö.ö'  =  _. 

M 


_  (l-S^)(\-PS^) 


U9  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  fUr  V  ist 

Setzt  man  die  Werthe  von  U  und  V  aus  den  Gleichungen 
)  m  die  beiden  ersten  Gleichungen  49),  darauf  a;  »=  sinamu,  so 
i&lt  man  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Goefficienten  Au.,. 
^jBij..Bn^y   ein  Verfahren,    welches  indessen  wegen   seiner 

diüäufigkeit  kaum  einen  Vorzug  verdienen  möchte  vor  den  alge- 
uschen  Untersuchungen  in  §  35. 

In  der  ersten  der  oben  bemerkten  Abhandlungen  hat  Eisenstein 
h  nicht  allein  auf  die  Form  U —  Vy  von  P  beschränkt  Die 
nn  in  welcher  £i$ier  das  Additionstheorem  dargestellt  hat  [§  23 
eichungen  6)  und  10)]  giebt  für  P  die  Form  P  =  Ly^+2My+N, 
dass  der  Differentialgleichung  38)  durch  die  Gleichung  P=0 
^flgt  wird  Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  scheint 
^n  der  Complication  der  Formeln  unthunlich  zu  sein. 

Die  Gleichungen  49)  hat  Gudermann  auf  ähnliche  Art  wie 
^  hergeleitet    Man  findet  die  Differentialgleichungen  flir  Zähler 

25* 


3^8 

und  Nenner  von  sinamTm,  wenn  n  ungrade  ist  im  Journal  voi 
Grelle  (t  1 9  p.  282 — 285)  aufgestellt^  die  entsprechenden  Gleidnm- 
gen  fbr  die  Substitutionen  ntex^  Grades  finden  sich  am  Ende  dtf 
„Theorie  der  Modular-Functionen".  (Grelle.  J.  1 25  p.  207— J12). 
Mit  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordning; 
welcher  U  und  V  genügen,  hat  die  1829  geschriebene  Bemeikoig 
Jacobi's  ihre  Gültigkeit  noch  nicht  verloren«  integrale  completm 
aequationum  differentialium  tertii  ordinis,  quibus  fimctiones  H  f 
definiuntur,  in  promtu  esse  non  yidetur^.    (Grelle.  J.  1 4  p.  377). 

$  47.  Die  Modularglelchnngen.  Differentialgleichniig  drit- 
ter Ordnung  zwischen  dem  priniitiyen  und  dem  transformi^ 
ten  Modul.    Der  Moltlpllcator  und  seine  Bestimmnng  mlttdit 

der  Modnlargleichung. 

Setzt  man: 

.X X       hm  +  hm-\  k'^x^  + . .  1^  x^ 

^  ~  \fli^^  l  +  M^  +  M^+-.^ma:^ 
in: 

2)  ^y  ^  ^ 

l/(i— y')(i— /V)      M\/{\—x^){\—kh!'y 

m  lassen  sich  nach  dem  vorhergehenden  §,  oder  auch,  mit  Hfllft 
der  algebraischen  Principien  von  §35  die  Coef&cienten  &i,  ^..«k 
bestimmen,  wenn  der  Modul  /  in  Function  des  Moduls  k  bekaiuit 
ist.  Nach  pag. 235  sind  bi,bij.,bm  durch  lineare  Gleichungen  bo- 
stimmt,  deren  Goefidcienten  von  k  und  /  abhängig  sind.  Die  yoUstitt- 
dige  Lösung  des  in  §  35  aufgestellten  Transformations- Probleo» 
erfordert  also  die  Bildung  der  Kelation  zwischen  k  und  /.  Die* 
Relation,  welche  nach  §  35  die  Form  einer  algebraischen  Gleichoog 
hat,  führt  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  den  Namen  „Modulor' 
gleichun^.    (Fund.  p.66). 

In  den  „Rech.  s.  1.  fonct.  eil."  hat  schon  Abel  bemerkt,  dasß 
zwischen  /  und  k  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  2i!i-}-^ 
stattfindet,  (Grelle.  J.  t.3  p.l76,  Oeuv.  tl.p.238)  wo  2i/i  +  l  öiH 
beliebige  ungrade  Zahl  ist;  einige  weitere  Bemerkungen  über  die»^ 
Gleich  uiig  sind  im  „Precis"  (Chap.  IV  §  4)  enthalten.    Die  wenig^^ 


389 

^haltvoUen  Bemerkungen  geheinen  nur  die  Vorläufer  sehr  umfas- 
wnder  und  tiefgehender  Untersuchungen  gewesen  zu  sein,  deren 
Darlegung  Abel  leider  nicht  vergönnt  war. 

Es  scheint  fast,  dass  ein  Hauptzweck  der  Herstellung  der 
Modnlargleichung  ursprünglich  darin  bestand,  die  in  1)  enthaltene 
rnnsformationsgleichung,  wenn  auch  nicht  wirklich  auszuftlhren, 
loch  möglichst  rollständig  zu  definiren."')  Diese  Auffassungsweise 
kr  Hodulargleichung  ist  später  dahin  modificirt  worden,  dass  die- 
»Ibe  für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  hervor- 
tgcnder  Bedeutung  ist.  Es  liegt  in  der  Modulargleichung  für  die 
rransformation  n**^"  Grades  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
1+1  vor,  deren  Wurzeln  sämmtlich  bekannt  sind.  Von  diesem 
Seeichtspunkt  aus  hat  die  Bildung  von  Modulargleichungen  ein 
)e8ondere«  Interesse  und  der  niathcniatischen  Untersuchung  ein 
weites  Feld  erschlossen.  Es  können  hier  nur  einige  der  wesent- 
icbsten  Eigenschaften  der  Modulargleichungen  angeführt  werden, 
leren  Theorie  noch  fortwährend,  mehr  wie  ein  anderer  Zweig  der 
%tischen  Functionen,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in 
bspruch  nimmt 

Die  sehr  weitläufigen  Rechnungen,  welche  die  Herstellung  von 
iodnlargleiehungen,  selbst  geringeren  Grades,  nach  sich  zieht,  haben 
f^cobi  schon  sehr  frühe  dahin  gefllhrt,  die  algebraische  Gleichung 
Ivreh  eine  Differentialgleichung  zu  ersetzen.  In  einem  Briefe  von 
iiAprü  1828  theilt  Jacobi  an  Crclie  mit,  (Jouni.  t.  3  p.  194)  dass 
^  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  sich  diureh  eine  Differen- 
tttlgleichung  dritter  Ordnung  ersetzen  lässt,  welchen  Werth  auch 
•  in  der  Gleichung  1)  haben  möge.    Dieses  merkwürdige  Resultat 


*)  Im  IV  Bande  von  Crelle's  Journal  bemerkt  Jacobi  auf  p.  1S5  in  Bczie- 
^?  Inf  die  im  vorhergehenden  §  aufgestellte  partielle  Diflcrentialgleichung: 
^'^nation  modulaire  ^tant  suppos^e  connue,  lV'(|uation  (aux  difTörences 
P*rtiell<»)  saffit  pour  trouver  toutes  les  (|uantites  /^,  Bi ....  expriinees 
^  fonctions  rationelles  des  deux  modulcs  k  et  /.  On  pourra  donc  dire 
•  <liielqae  sorte  que  cette  öqnation  contienne  la  Solution  generale  du 
probl^e  de  la  trcinsforniation  des  fonctions  elliptiques,  et  sous  une  forme 
^^  i  &it  difförente  de  celle  sous  laquelle  nous  Tavons  fait  connaitro, 
*'•  Ahd  et  mof,  dans  nos  recherches  sur  cette  matiere. 
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Resultat  findet  sich  auf  p.  74 — 79  der  ^^undamenta^  abgeleto 
Man  kann  das  dort  eingeschlagene  Verfahren  noch  etwas  verein 
fachen  und  verallgemeinern. 

In  Folge  der  Gleichungen  13)  und  17)  von  §  27  ist: 

3)       ^ 


Es  seien  a,  h^  a%  V  Gonstanten.    Setzt  man: 


so  ist  nach  3) 


.     ^  ^   _jT{ah'—afb) 


dk  2kk'^0^ 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  auf  p.  170  genügen  A"  und  i 
derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Du  nu 
Q  =  aK+hK%  so  ist  auch: 

oder  durch  Q  dividirt: 

k{\-k-^)(PQ     X-W^dQ 

Durch  Elimination  von  ()  zwischen  dieser  Oleicliung  und  d« 

Gleichung  5)  folgt  für  S  eine  Diflerentialgleichung  dritter  Ordnnn! 

Nimmt  man  iu  5)  die  Logarithmen  beider  Seiten,  eo  ist: 

,      .,  1  ,     rfÄ  ,    1  ,     a'b—ab'         1  ,     , 

log  0  =  -  2  '«J?  -äk  +  "2  '"S  — 2~  "^  -  2  ^•'^^ 

-ilog(i-A-2). 

üiese  Gleichung  differentiire  man  nach  k  und  setze  zur  Ac 

kürzung: 

.     dS        d\S 
.     J^'^dk         dk^ 

dk 
Es  ergiebt  sich  dann: 

c.      \  dO  T       i    1—3^2 


Qdk  2       2  k{l  —k^) 


39i 
Eine  weitere  DiffereDtiatioB  dieser  Gteiehung  liefert: 

'     QdJe^        \Qdk)       2</*''"  2A»(1  —  *»)»* 

Mittelst  der  Gleiohungen  8)  and  9)  lassen  sich  -r-  — ^  und 

y  OK' 

~  aus  der  Gleichung  &)  eliminiren,  es  folgt: 


'»)  ^%-^-m:) 


Mit  Rtteksieht  auf  den  Werth  von   T  aus  7)  ergiebt  eich  itlr 
ine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 
Nimmt  man  statt  k  eine  andere  unabhängige  Variabele,  so  ist 

d^S        (Pk 
dSdk      {dky 

d>S         (<l»5)»        d^Sd^k       d^k      1(ePky 
dSdk     {dS^)dk      dS{dky     (</*)»"*"  {dkf  ' 

Diese  Wertbe  von   T  und  dT  in  10)  substituirt,  darauf  mit 

1^  multiplicirt,  transformiren  diese  Gleichung  in: 

Sind  Oj,  &i,  a\,  b\  Constanten,  setzt  man  femer: 

1  f  und  Z'  die  Moduli  der  Integrale  £  und  U,  P+f^  =  1,  so 
ilt  man  genau  wie  die  Gleichung  11): 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

Die  beiden  Werthe  von  S  aus  4)  und  12)  geben: 

'     aiZ+ftiZ'  aK->thK" 

*  kQrzer: 
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Diese  Gleichung,  welche  drei  arbiträre  Gonstanten  enthält  nod 
eine  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  ist^  bildet  das  yoUständige 
Integral  der  Differentialgleichung  13).  „Quam  integrationem  al&- 
simae  indaginis  esse  censemus^.  (Fund.  79).  Die  Gleichung  14) 
hat  genau  dieselbe  Form  wie  die  Bedingungsgleichung,  weldie 
ausdrückt,  dass  der  Differentialgleichung  2)  durch  eine  algebraischB 
Relation  zwischen  x  und  y  genügt  wird.  Die  Differentialgleiehim; 
13)  giebt  also,  mit  Beziehung  auf  algebraische  Transfbrmationaii 
die  allgemeinste  Beziehung  zwischen  dem  primitiven  und  dem  trans- 
formirten  Modul. 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  von  §  36  geben: 

^^^     T  "      ^,      p'hi  AT' ' 

^^  -■ X  K 

16)    1  =  ^jKiz^-  L 

^     M  ^,      p'MK'K 

^^  -  T  -K 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  3)  k  mit  /,  so  ist: 

L  3t 


dl  2inL^ 

Hieraus  folgt: 

d^       d^ 

_Z  ^  _Z_  J/  ^ 3t_^  rf/ 

dk  ~    dl  dk  ~       2inL^dk 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  3)  gieM 

die  Gleichung  15)  nach  k  diffei-entiiii; : 

J_   rf/  _    PP'jgh'—g'h)       1 
//'2Z"^  dk        (  '  ,     p'hi  K'y  kk^'^K'^ ' 

Durch  Elimination  von  -—  zwinchen  dieser  Gleichung  und  der 
Gleichung  16)  folgt  endlich: 


\i\      ^    _  gh'—g'hkk''^dl 
^     J/2  pp*       m  dk 
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die  in  1)  enthaltene  Substitution  ist  p  «  1,  p^  «->  1.  Setzt 
— ^Ä  =  M,  80  giebt  die  Gleichung  18): 

eine  rationale  Transformation  n^'  Ordnung  ist  nach  §  45 
I  =  n.  Ist  also  die  Relation  zwischen  k  und  /  bekannt^ 
i  2)  die  Quantität  M  für  eine  rationale  Substitution  eine 
Hshe,  rationale  Function  von  k  und  /.  Wird  /  zwischen 
rieichung  und  der  Modulargleichung  eliminirt,  so  ergiebt 
3  Gleichung  zwischen  k  und  M.  Die  Quantität  M  heisst 
plicator  und  die  bemerkte  algebraische  Gleichung  zwischen 
n  und  k  die  MultipUcatorgleichung,  Auf  die  Multiplicator- 
^  hat  zuerst  Jacohi  (Grelle.  Joum.  t.3  p.308)  aufmerksam 
und  dieselbe  fttr  den  besonderen  Fall  n  »>  5  wirklich  aus- 

0 

die  in  13)  aufgestellte  Differentialgleichung  lassen  sich 
if  folgende  Weise  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
.    Es  sei: 

-)  ''-^-Kfr+(^:)'<*)'- 

ei  dieser  Gelegenheit  sei  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
welche  einige  Analogie  mit  der  Gleichung  10)  zeigt  und  von  Gu- 
(Grelle.  J.  1. 18  p.  359)  angemerkt  worden  ist    Es  sei: 

p,  =  aE^b{K'—E'\  p  =  aK^bK'. 
eist  der  Gleichungen  13)  in  §  27  findet  man  leicht: 
dp%  _  Px—P    dp  _  yi  —p  .  kp^ 
dk~^      k     '  dk"'  IT'^TP^' 
ist  folglich: 

dpi      ^dp        2ppx-p^        p^ 

^ik   P'tk j m^' 

t  man  also: 

P 

ds  _  _  l     2s s^ 

dk'^      Tc^  k     kk'^ 

^  ~        aK-\'bK' 
tindige  Integral  dieser  Differentialgleichung,  wo  -^  oder  r-   die  Inte- 
iOBstante  bedeutet 
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Man  setze  statt  p  eine  Fonetion  P  tob  p,  wodnrok  if  ia  4 
fibergeht    Es  ist  dann: 

+[^-'(f)'*(p^TH<*''- 

Soll  nun  H  =^  Hi  sein,  so  giebt  die  Torstehende  Glei^mig  ■ 
Yerbindiing  mit  20): 

Lässt  sich  P  mittelst  dieser  DifferentialgleichuDg  bestimiNii 
so  bleibt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  20)  unverändert,  weil  f 
durch  P  ersetzt  mrd.     Der   Gleichung  21)  genOgen  die  Wette 

/>  o«  1  und  />  =  l/n^.    Es  bleibt  äIso  die  rechte  Seite  t« 

20)  unverändert,  wenn  p  durch  —  oder  \/\.  — p*  ersetzt  wird.  V» 

det  man  dieses  auf  die  Differentialgleichung  13)  an,  so  folgt,  dM 
dieselbe  unverändert  bleibt,  wenn  k  und  /  gleichzeitig  ersetzt  werte 

durch  --  und  — ,  oder  durch  x/T—ifl  und  l/l — P.     Man   sdilie«* 

kr  ^  . 

nach  dem  Vorgange  von  Ja4:obi  hieraus,  dass  die  Modulargleidmui; 
wegen   der  symmetrischen  Form   der  Gleichung   13),  unvertod«* 

bleibt,  durch  Vertauschung  von  k  und  /,  oder  wenn  k  durch  r, ' 

durch  —  ersetzt  wird,  oder  auch,  wenn  l/l — /r*  an  Stelle  vont 

und  l/l  —  ^  an  Stelle  von  /  tritt  Weitere  Substitutionen  an  StoBe 
von  k  und  /  in  der  Gleichung  13),  welche  sich  mittekt  der  Difc- 
rentialgleichung  21)  aufstellen  lassen,  scheinen  im  Verhältnis  <* 
den  eben  bemerkten  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  zu  so^ 
(Fund.  p.73). 

$  48.    Die  Modnlargleichnngen  nach  Jacobi  und  Sokike. 

Die  in  §  35  nach  Jacobi  entwickelten  Principien  der  algebni- 
sehen  Transformation  reduciren  die  Herstellung  der  Gkieboil 
zwischen  k  und  /  auf  ein  Eliminationsproblem.    Die  schon  meb** 


Kfl  IttiRorlcte  Weitläufigkeit  der  Rechnung  selieint  der  Grand  zu 
*iii,  nesshall)  man  diesen  Weg  zur  Herstellung  von  Modnlarglei- 
liUDgKu  nicht  weiter  verfolgt  hat,  bo  dass  die  betreffenden  Glei- 
bun^eu.  welche  <len  Transfnrmatioiien  dritter  und  fOnller  Ordnung 
niiipreclien,  die  einzig  direct  hergeleiteten  geblieben  sind.*)  Die 
Fandamenta"  enthalten,  mit  Ausnahme  der  in  vorigen  §  aufgeetell- 
m  Differentialgleichung  nur  einige  Bemerkungen  über  die  Modu- 
ir^leicbungeu,  welche  eich  aue  der  Differentialgleichung  folgera 
iMeiL  Auf  Anregung  von  Jacobi  wurde  sieben  Jahre  nach  iler  Publi- 
Uioii  der  „Fundamenta''  in  der  Abhandlnng,,  Aoquationes  modulares 
n  trausformationeFunctionum  EUipticarum"  (Cretle.  Jour.  1. 16  p. 
?-I30)  vou  Sohitke  der  Verbuch  gemacht,  die  Herstellung  der 
isdulai^leicbungen  auC  eine  Anzahl  fester  Kegeln  zu  basireu.  Die 
gewandte  Methode  liedingt  die  Berechnung  jedes  einzelnen  Ter- 
iM  der  7.U  Wldenden  Gleichung,  Dieses  Verfahren,  welchem  ein 
ihr  jiriuiitiver  Cliaracler  kaum  abgesprochen  werden  kann,  ist 
vch  kein  kilrtereB  ersetzt  worden;  man  ist,  was  die  rationale 
"rm  betrifft,  nicht  Ui)er  die  von  Sofaike  berechneten  Gleichungen, 
i-lic  lien  Transformationen  von  den  Ordnungen  3,  5,  7,  11,  l'S, 
'  nud  IM  entsiirechen,  hiiiausgegangen.**)  Eine  ausftlhrliche 
bmtellung  des  Inhalts  der  bemerkten  Abhandlung  ist  insofern 
'"■ht  zulSsflig,  als  Ent Wickelungen  vorkomme«,  die  ihres  Llrofangs 
üllicr  sich  nicht  wohl  rcproducireu  lassen.  Es  sollen  nur  die  wcsont- 
ebbten  i'uncte  der  uwh  Behf  der  Ausbihlung  und  Vereinfachung 
^Orftigen  Theorie  der  Modiilargleichungeu  benorgebobe»  werden, 
Sinfachheit  halber  sollen  wieder  die  Gleichungen  1)  und  2) 
■rhergelion  §  zu  Grunde  gelegt  werden,  mit  der  Besciirfinkung, 
per  Grad  2»i+l  der  TransforaLatiou  eine  ungrade  Primzahl 
Jie  Existenz  der  Modulargleichuug  folgt  unmittelbar  aus  § 
leb  §  4£>  kiLDD  in  den  Theta-Functioneu  das  Argument  q  flir 
Busformaliun  «""  Grades,  wo  n  eine  I'rimaahl  ist,  nur  u+l 


1  vergleiche  liicrtlher  <lio  Note  X. 
}  In  nicht  rtttiuLialer  Funii  liat  SeliifiUr  dio  Modulai'gleiobuiifren  noch 
I  TnuiBfnnDib'onen  von  ikn  Ordnungen  23,  29  nnd  31  aufgestollt 
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Werthe  annehmen,  denen  dann  n+\  Werihe  des  transfonniiteo 
Moduls  entsprechen.  Nach  pag.293  ergeben  sich  diese  n+\  Wer- 
the, wenn  in  der  Gleichung  ftir  k 

^  ^       *.(o,<?) 

die  Quantität  q  ersetzt  wird  durch: 

WO  a  eine  imaginäre  Wurzel  von  o*  «=*  1  isi  Ist  /'(Ar,  /)  «■  0 
die  Modulargleichung,  so  folgt  ein  Werth  von  Ij  wenn  q  in  1)  durdi 
q"  ersetzt  wird.    Die  Gleichung  /'(Ar,  /)  —  0  giebt  folglich: 

Da  nun  dem  vorhergehen  §  die  Gleichung  /'(Ar,  /)  =  0  dun* 
Yertauschung  von  k  mit  /  unverändert  bleibt,  also  auch  die  Fora 
annehmen  kann  jF(/,  k)  =  0,  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  audi 
schreiben : 


Setzt  man  hierin  o''^*  statt  ^,  wo  jm  =  0,  1,  . .  n— 1  and 
a«  SS  1  ist,  80  folgt: 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar  in  Verbindung  mit  2\  daff 
bei  Herstellung  der  Modulargleichung  /'(Ar,  /)  «»  0  man  nur  nütbig 
hat  die  Wurzel  hervorzuheben,  welche  dem  Uebergang  von  qin  f 
entspricht;  lässt  sich  eine  algebraische  Gleichung  zwischen: 

herstellen,  so  ist  dieselbe  die  gesuchte  Modulargleichung. 
Nach  Gleichung  33)  auf  pag.253  ist: 


V 


T         yl  .  ArK  '      .  ArK"^   .  4ri' 

Tjj  =  ££  smcoam —  =    ##  smcoam  —  yTsmcoam — • 

0  0  »4-1 

3 
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Da  nun:  8incoani(4j^ — u)  =  sincoamu,  so  ist  auch: 

i    .  ArK  rr   •  A^ — ^  rr  rr    •  ^^^ 

Tsincoam —  =   //  8mcoam4 K  =  ##  sincoam  — • 

Mit  Rflcksicht  darauf,  dass  sinooam  u  =  1  f&r  u  «=  0,  folgt 

in: 

»—1 


\fi  =  //«n'coam^. 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  27) 
lg.  254  giebt: 

»-1  M— 1 


*)  \/h  =  ^8i»'<^a°^^ = yj«*^' 


coam 

n 
1 


Die  erste  Doppelgleichung  13)  auf  pag.285  giebt: 

«— 1  »--1 

4)    1/7^=   fTsin^coam —  =   TT  sin* coam —^• 

1  1 

Nach  pag.291  kann  09  die  Werthe  annehmen: 

I  •  •  •  •  — — — — ^— — ^—  • 

n         n     ^        n  n 

Wegen  der  Gleichung  3)  erhält  man  alle  Werthe  von  /,  wenn 
1  4)  CO  noch  den  Werth  —  annimmt 

Zur  Vereinfachung  setze  man  i/T=  t<,  |/7  =  t;,   die   Glei- 
Bhong  4)  giebt  dann  allgemein: 

1 

Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Werthe  von  v  ^urch  v^^  v^y 
*  •  v»f I  so  erhftlt  man  aus  5)  das  System  folgender  Gleichungen : 


398 


6) 


siDCoam- 


4rA 


v^^r^JJ. ^, 


sincoam 


4rtX' 


n 


vz  =  M*  ##  Bmcoam4r — ! , 


t;»^.!  =  u" /T sincoam 4r 


ir+(n— 1)^17 


n 


Durch  diese  Gleichungen  sind  die  biquadratischen  Wuneh  te 
yerschiedenen  Werthe  des  transformirten  Moduls  bestimmt  Di 
8incoam(4riA!^ — u)  =»  sincoamu,  so  kann  man  auch  in  5)  fkr« 
folgende  Werthe  nehmen: 


K   iP   K±iK' 


K±'^ifC^ 


n'    n  ' 


n  n 

Mit  Rücksicht  auf  die  Oleidiungen  3),  4)  und  6)  geben  d» 
Gleichungen  16)  und  17)  auf  pag.325y  wenn  k^=u^  gesetzt  wird: 

VW  ~  L        '^^^^^^        J  ' 

oder: 

also: 

7)       ±  W»+^   =  Vi  V2  .  •  .  V„+i, 

wo  das  doppelte  Zeichen  mittelst  weiter  unten  aufgestellter  Sttie 

zu  bestimmen  ist 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  22  geben  dividirt,  yk^ « 

gesetzt: 

ev  2JKi;        2q^  ^Z^     l+2^X50B5te+^ 

8)    smcoam =  -^  cosa:   //   .  ,  ^  17  , ^    ,  \jr^' 

^  jt  u^  l-l    l+24r2^*cos2a;+^*^* 

r=  1 

Nimmt  man  x  =  0,  zieht  die  Quadratynirzel  aus,  so  ergieW 
sich  fbr  t(  folgende  Gleichung: 

10)  „-i/2,*/y^,. 


8fi9 

ttstei  aan  in  dieser  Oleiohung  q  BueeeuAre  imeh 

i      iL       i.  1 

6ben  sich  nai^  pi^.  293  die  yencfaiedenen  Werthe  von  yT^^ 
che,  abgesekn  vom   Vorzeichen^  mit  den  in  6)  angestellten 
[täten  vxy  t^S) . .  •  t^i^-i  fibereinstimmen. 
'flr  ein  reelles  x  ist  in  der  Gleichung  8)  das  nnendliehe  Pro- 
fresentKch  positiv,  da  jeder  Jactor  l+^j9eos2a;+p^  leiieh  als 

e  zweier  Quadrate  (1+p  cos2a;)>+(psin2a;)>  darstellen  l&srt. 

2JKc 
eichen  von  sinooam —  hängt  also  nur  von  eosa:  ab.    Hier- 

»Igt,  dass  ftlr  a;  «=  — ,  — •  . . . —  das  Zeichen  von  vt 

^^  n^   n^  n 

abhängt  von: 

)    cos —  cos —  ....  cos^i —  =  ^ — ^-5 — •  ; 

2  « 


Nach  dem  Satze  von  Cotes  ist: 

!pcoß^+p«)(l+2;iooB^+j>«)...(l+2pcoal2:^  =  1i^. 

limmt  man  i»  =  ^  also  1+p'  »"  0,  setzt  zur  AbkUrzunj^: 
D       o^        ^       ^  (n— 1)ä 

P  3=s  2  «     C08 — COB  —  ...C08^ ^, 

n         n  n 

If  «      P  mm   *—:. 

KemiB  fisdet  man  leicht  P  =  -{-i,  wenn  n  =s  8m+ 1,  dagegen  P  =s 
renn  «  BS  Sm±)^    Es  ist  femer: 

^     "^^        =  8m«±2m,  also(— 1)       '         =  1, 

(Sinj-ay-l  ^  g^,^ß^^j^  also  ^-1)       »         =  - 1. 
)ieie  Gldchi^gen  i^igcdi  UAn^ittelbfur,  dass: 

B  die  im  Tex<)B  aufgeatellte  Gleichung  11)  folgt.    Mittelst  dieser  Olei- 
timd: 


-  cos  —  cos  — ....  cos  = ^  =  — - 

n        n         n  n 


3 
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Da  die  rechte  Seite  positiv  oder  negativ  is^  je  naehdem  n  toi 
der  Form  8m  ±1  oder  8m  ±3  ist,  so  folgt: 

12)    ..-il/^^^T/ji+gj,, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nacfadon 
n  :=  8m  ±  1  oder  n  =  8m  ±  3. 

Da  sin  coam  (zu  k)  -=   -z — 7 — r;r,  so  ist  jeder  Factor  von  % 
in  6)  positiv^  also,  wenn  in  10)  9"  statt  q  gesetzt  wird: 

1+^" 


13)    V,  =  1/2  if^Jf 


Nach  dem  §  39  folgen  die  Werthe  von    \/l  =  Vy  wemi  in  i^ 

successiye  —  ersetzt  wird  durch: 
n 

K+iK'   K+2iK'         K+{n—  \)iK' 

oder  q^  ersetzt  wird  durch  c/*^*,  wo  f£  =  1,  2,..n— 1  ist  tt 
also  Vfj^  eine  der  in  6)  aufgestellten  n  —  1  Quantitäten  1^3,  v^ .  • 
v,^i,  so  folgt: 

14)     v,=\ß{af^q^Jl'+^^^p^  . 

I+Co^^")^*^' 
Die  Werthe  von  Vß  sind  je  zwei  zu  zwei  coi^jugirt,  es  ist  abo 
das  Product  v^v^^.. .  Vn^i  wesentlich  positiv,  mithin  auch  t^  vi 
t^n+i.    Nach  dem  Vorstehenden  wird  die  Gleichung  7): 

15)    (—1)    8    tt»+i  =  Vi  t;j...VH-i. 
Die  Modulargleichung,  deren  Wurzeln  vx^  v^j . .  t;i^.i  sind,  ist: 
iv—Vi)  {v—v^  . . .  {V—Vn^i)  =  0, 


•  •  • 


erhält  man  noch: 


••-1,1^1  («-»ti 


«r.«^n«.  ^^  5«  (»  —  2)71  (—1)     8     ^    a  (—1)        8 

0OB--.0OB  —  COB ...  008  i i-   =  i ^ .   V i ; , 

n         n         n  ft  n—\  mr-\ 

_  2  «  2  « 

da  n— 1  grade  ist 
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er: 

16)    if^^+Citf+CtV^^+...+C^i  =  0. 

Da  n+1  eine  grade  Zahl,  also  ( — 1)*^^  »=  1,  so  ist  mit  Rück- 

sht  auf  15): 

n«— 1 

17)     C^i  =  {—\)'^H,...v^i^(—\)    »    wH-i. 
Zu  Folge  des  vorhergehenden  §  bleibt  die  Modulargleichung 
irch  VertauBchung  von  k  und  /  ungeändert    Da  nun  die  Wurzel 
positiv  und  negativ  sein  kann,  so  ist  zu  untersuchen,  wann  u 
att  V  und  wann  ±  v  statt  u  zu  setzen  ist 

Nimmt  k  unbegränzt  ab,  so  ist  dieses  auch  mit  q  der  Fall 
Dr  ein  unendlich  kleines  u  giebt  die  Gleichung  10): 

18)    w  =  l/2  q^. 
Die  Gleichung  12)  giebt  ±  1  =  (— 1)   ^     gesetzt: 

v^  =  (—1)    8     ]/2q^ 

.1  nach  18): 

II«— 1 

2  « 
Da  die  Modulargleichung  durch   Vertauschung  von  k  und  / 
Qgeilndert  bleibt,  so  setze  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  v 


^  u  and  (- 

-1)" 

^    u  statt 
19)    u 

Vi.    Die  Gleichung 
2  « 

wird  dann: 

Fflr  ein  unbegränzt  abnehmendes  q  reducirt  sich  die  Gleichung 
l)aiif: 

Vf,  —  l/2  a«  ^ 

L  nach  18) 

^A*  - 

»-1    fi    1 
2*»  ö»  tt". 

Werth  von  v^  gleich  t;  in  die  Gleichung  19)  substituirt 
lidit  dieselbe  identisch,  da  a*  »»  1  ist 
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Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  die  Modulargleichung  Mmbt  u- 

geändert^  wenn  v  statt  u  und  ( — 1)   ^    u  statt  v  gesetzt  wird. 

Wird  das  unendliche  Product  in  der  Gleichung  10)  nach  Po-; 
tenzen  von  q  entwickelt,  so  folgt: 

20)     u  =  |/2  (?8  [l—q+2q^—3q^+Aq^  —  Qq^+9^—\2q''+..\^ 
Es  ist  tf+^  die  höchste  Potenz  von  v  enthalten  in  der  Modi- 
largleichung,  folglich  ist  u*^^   die  höchste  Potenz   von  «  in  dar 
bemerkten  Gleichung.    Nach  20)  ist: 

^^i  ^2^  q  ^~[\—q+2q^...Y^\ 

Vertauscht  man  in  20)  q  mit  ^,  so  geht  u  Aber  in  ( —  1)  ^  ik- 
Es  ist  ako: 

21)     (—1)    8    Vi  =  ]/2q^[i—q-+2^...l 
Diese  Gleichung  zur  n+l'*"  Potenz  erhoben  giebt: 

22)    i;i«+i  =  2~^""«~[1  — ^•+2^...]H-i. 

^    n(n+l)        n^— 1  ,  n+1       .n*— 1  ,,.  , 

Da  -g— ^  =  — o h  -5—  ^^  — ö—  ganzzahlig,  so  Iämm 

n(n+l)  und  n+1   durch   8  dividirt   denselben  Rest     Setzt  mu 

n+1  =  SX+tf  so  sind  nach  20)  und  22)  w'H-i  und  Vi«H-i  durch  g« 
theilbar.    Da  der  Modulargleichung  durch  v  =^  vi  genügt  wird,  n 

müssen  in  diesem  Falle  alle  Terme  durch  q^  theilbar  sein,  bl 
nun  v^u*^  ein  Term,  setzt  man  v  =  Vi,  so  enthült  der  bemerkte 
Term  nach  20)  und  21)  den  irrationalen  Factor: 

^8     M^  qB  ^q      8     ^ 

Es  muss  also  pn+m — i  durch  8  theilbar  sein.    Hieraos  fo%^  ^ 
dass  allgemein  der  Factor  von  v^  die  Form  hat: 

Wegen  des  Vorstehenden  enthält  jede  Modulargleichung  des 


*)  Man  sehe  hierüber  Note  XIL 


Term  auv,  wo  n  eine  Coiistanle  int,  da  nach  2<l)  und  21)  dieser 

I  orm  allgemein  durch  q  "    tbeilbar  ist.    Wegen  17)  läaat  sieb  nun 
glje  Modulargleichung  auf  fulgeude  Form  bi-ingcn : 

■  tl} 

■  23)     tr+>+...+«My+(— 1)    8     „H-i  =  0. 

^B  Man  scliliesBt  liieriiun  wieder  die  obige  Hubstitutiousregel.  l>a 
^BUodulargleicbuag  dutvb  Vertauscbung  von  k  und  /  ungeSndert 
I^BUit,  eu  int  dieses  mit  der  Gleichung  23)  der  Fall,  wenn  ftlr 
'n  =  %m±l   einfach   u  und  v  vei-tttueeht   werden,   fiir  7t  =^  8m±3 

setze  man  i>  statt  u  und  — u  statt  ti;  nur  unter  diuseu  Bedingungen 

kann  der  Terra  auv  «ein  Zeichen  bewahren. 

Der  Werth  von  a  erglebt  sich  leicht  wie  folgt.    Die  niedrigsten 

Potenzen  von  y,   welche  die  Gleichung  23)   durch  Substitution  der 

Werthe  von  u  aus  20)  und  v  =  vi  aus  21)  enthält  kommen  in: 
n'— 1 

««!t+{— I)      *      «*+-' 

for.     Da  sich  sämmtljche  Potenzen  vun  q  wegheben  mllssen,  so  folgt 
i  Division  durch  q  ® 

n(l/2)*+(l/2)-+'  _  0  d.L  ß  =  — 2"»  . 
i  Die  Vertauachung  von  u  und  v  zeigt  femer,  das  y'«'  und  u^v 
ibe  Factoren  haben,  mit  gleichen  oder  entgegeugesetzten  Zeichen, 
»chdem  n  =  8m±l,  oder  n  =  Sm^tS. 
'  Nach  dem  vorhergehenden  §  bleibt  die  Mo<lulargIeiehung  durch 
tanschung  von  k  mit  —  und  /  mit  —  unverändert. 


1 


1 


1  auf  u  und  v  an,  setzt  also  —  und  —  statt  u  und  v,  so  folft, 

^  KU  1  -Ol 

p'  u'    und   v^'—f  M^'-'    dieselben    Factoren    haben    müssen. 

nuH   also  die  Modulargleichung   nach   absteigenden  Potenzen  von 

•  entwickelt  und  die  Factoren  der  Potenzen  vnn  v  nach  aufsteigen- 

i  Potenzen  von  u,  so  haben  die  Terrae,  welche  gleich  weit  vom 

;  und  Enile  der  Gleichung  entfernt  sind,  dieselben  Factoren, 

)  (ttr  n  <K  8rnj^3  verschiedene  Zeichen   haben.    Zur  Aafstel* 

einer   grossen    Änziihl    numerischer   Factoren    der   einzelnen 

!  einer  Modulargloichnng  dienen  die  folgenden  Betrachtungen, 
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Es  ist  gincoamiv  =  8mam(iir — w)  =  ttangamf  — : — ,  A/l  Nimmt 
man  u  =  1,  also  auch  Ar  *=»  1  und  A:^  =  o,  so  fol^: 

8mcoam(iV)  1)  =  ttangamf — : — ,  Oj  =  ttang— ^^, 
oder  rechts  Exponentialgrössen  eingeftlhrt: 

sincoamK  1)  ^  --————^ 
welche  Gleichung  sich  auch  schreiben  lässt: 

^(ir-»)_i       i_^-2(Ar-«.) 


Für  fv  :=  4r • folgt: 

n 


sincoani 


^»  — 4mr  -^    %rm'iK' 


^  »  — ^      n 

Für  A  =  1  ist  Ä^  =  oo  und  AT'  =  J.     Wenn    n— 4i»r  >  ö 
ist,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

24)  smcoamUr j  =  +1,  n  — 4mr  >  0, 

dagegen  folgt: 

25)  smcoamUr ■ j  =  —1,  Amr—n  >  0. 

Es  sei  nun: 

26)      CO  =  2 

n 

und 
27)    V  «=>  t<"sincoam4a>  sincoam8co...sincoam2(n — l)c9. 
Für  tt  =  1  und  w  =  0  zeigt  die  Gleichung  24),  dass  fflch  ü» 
27)  jeder  Factor  der  rechten  Seite  auf  + 1  reducirt^  es  irt  dann 
V  -»  1  ftbr  tt  «I  1. 
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I  —  1  zei^n  die  Gleichungen  24)  und  25),  daes  in  27) 


aAra  =  1,  wenn  t-  >  f 


n  eoam  Arm  =«=  - 


*  >  -j,  es  nimmt  r  die  ganzzahligen  Werthe  1,  2, ...         •  an. 

I-  8/^+1,  r  =  l,2,-.-V 
Es  ist  8/i+I  >  4r  für  r  —  1,2,  ...2/j.     In  27)  reduciren 
«ch  für  «  =  1  2/1  Factoren  auf  +1,  die  Ubrigeo  2ft  Fac- 
toren  auf — l,  also  v  =  \. 

—  8/f— 1,  r  =  1,  2,...4//— 1. 

Eb  iet  S[i  —  \  >  Ar  für  r  =  l,  2,  ...2ii  —  \.  In  27)  redu- 
ciren aicb  (ÜT  u^^  l  2(i — 1  Factoren  auf +1,  die  Qbrigea 
2/i  Factoren  auf  — 1,  also  v  =  i. 

=  8/i+3,  r  —  1,  2,  ....4//+1. 

Efl  ist  8//  +  3  >  4r  fHr  r  =  1,  2 2p.  Für  w  =  1  wer- 
den in  27)  2(i  Factoren  gleicli  +1,  die  Übrigen  2/j  +  l 
Factoren  gleich  — 1,  also  t»  ^  —  1. 

—  Sp  — 3,  r  =  \,  2,  ...4p  — 2. 

Es  ist  8p  — 3  >  4r  für  r  =  1,  2,...2p— I,  Für  m  =—  1 
werden  in  27)  2p— I  Factoren  gleich  +1,  die  übrigen  2p — 1 

'     Factoren  gleich  —1,  also  v  =  — 1. 

Nimmt  man  it  -=  1,  so  werden  sämmtlicbe  n+1  Werthe  von 

ich  +1,  wenn  n  =  8p  ±1.     Die  Modulargleicbung  reducirt 

(y_l)^fi  =  0.     Ist   «  =  8p±3,  80   ist   für   M  =  1  ein 

ron  r  gleich  +1,  die  Übrigen  sind  gleich  — 1.    Die  Modu- 

nng  reducirt  sich  dann  auf  (r — 1)  (t'+l)"  =  0.    Nach  dem 

ihenden  bat  die  Modulargleicbung  folgende  Form: 

n—\  h'— 1 

+  ...  —  2   2    «i.+(— 1)     8     „H-i  =  0. 
1  ist  selbstverständlich,  dass  die  Exponenten  der  Potenzen 
l'Welcbe  in  den  Factoren  von  v",  u"'  etc.  vorkommen,  kleiner 

f  1  sind, 
pauen    Mch    mittelst    der    vorhergeboaden  Kegeln  nicht  alle 
(kietiten  bestimmen,  bo  bieten  sich  zur  vollständigen  Herstellung 
ei  Wege  dar.    Man  setze  in  die  Modulargleicbung 


28) 
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fbr  u  und  v  »^  Vi  ihre  Werthe  aus  20)  und  21).  Durch  Annnlli- 
rung  der  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q  ergeben  sich  lineare 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten. 
Diese  Methode  ist  ungemein  weitläufig;  um  dieselbe  anzuwenden 
hat  Sohnke  (L  c.  p.  113 — 115)  die  20  ersten  Potenzen  der  unend- 
lichen Beihe,  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  20)  dargestellt 
Die  zweite  Methode  besteht  darin  die  CoefScienten  der  Glei- 
chung 16)  mit  Hülfe  der  Summen  gleicher  Potenzen  der  Wurzdn 
zu  berechnen.    Setzt  man  allgemein: 

so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 

{S,  +  C^  =  0, 
S^+C^Sx+IC^  =  0, 

S^+C^S^+C^Sy+ZCk  ==  0, 
etc. 

In  der  Gleichung  20)  werde  die  unendliche  Summe  auf  der 
rechten  Seite  durch  f{q)  bezeichnet,  so  dass  also: 

29)     u  =  \/2  q^f{q\ 
wo: 

30)  f{q)  =  1  _g+2g2_3^3+4^4_6^6+9^_  12^74,16^— 2V 

+29gio_38^ii+50^i2_64^i3+82^i*— 105^15 

+132^1«— 166^^4.208^18— 258^i»+320^2o 
—395^21 + 484^22  _  592^23  4. 722^2* — 876^25 

+  1060^26_._. 

Die  Werthe  von  v^^  v^,  . ..  v^^i  ergeben  sich  aus  29)  durdi 
Yertauschung  von  q  mit 

wo  für  Vx  noch  das  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  ist    Es  laseen 

sich  die  Gleichungen  6)  durch  die  folgenden  ersetzen: 

n*— 1        „  j       j 

31)  1^1  =(-1)    ^    1/2  gMrt  «^2  =  l/2^"=/(^-), 

—           1  i.  i 

«1  =  1/2  (aq^)^ f{aq^) v^^x  =  l/2(a—i^»)i/(a— !(?•). 

Die  Gleichung  30)  schreibe  man  etwas  allgemeiner  auf  folgende 
Weise: 
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32)    f{q)  —  1+^i^+^j4'»+  .... 
Mittelst  der  Gleichungen  31)  lassen  sich  Sxy  ^  ...  in  Function 
in  q  darstellen.    Der  Factor  von  Ar  in: 

/2 
I: 

Ai  =  0 

Wegen  a**  =  i  verschwindet  diese  SummCy  wenn  8r+l  kein 
ioltiplum  von  n  ist    Wenn  aber 

33)    8r+l  —  /«, 

»  reducirt  sich  die  Summe  auf  n^.    Es  ergiebt  sich  so: 
34)    Si  =  v^+v^+  ....  +v^i  = 

i 

+nl/2  g8[^r  +  .4r+«^+^r+2«^»+...], 

0  zwischen  r  und  /  die  Gleichung  33)  besteht 
Die  Gleichung  33)  giebt: 

ftr  n  =  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,.... 
ist  r  «-  1,  3,  6,    4,    8,    2,    7,.... 
und  /  —  3,  5,  7,    3,    5,    1,    3,... 
Die  Beihe: 

/  {Ar  +i<r+n  J+i^r+a«  </*+  • . .) 

t  bis  zu  dem  Terme  ArJ^  q^  =  Ar^^q  ^  fortzusetzen,  in  wei- 
tem l+%8  der  Zahl  n  am  nächsten  kommt  Da  in  /(^")  mit 
isnahme  des  ersten  Termes,  welcher  gleich  der  Einheit  ist,  höhere 
itenzen  von  q  wie  die  n^  enthalten  sind,  so  ist  von  Vi  nur  der 
le  Term 

n^ — 1  n 

(—1)   8    1/2  g» 
t  in  Bedmong  zu  ziehn.    Man  erhält  so: 

„  =  3,  Si  =  \ß[—\+ZAi'\q^, 

I»  -  5,  ^  -  /ä[-l+54»]«*, 

n  —  7,  Si  —  l/2[+l+7^]j*, 
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n  —  11,  Si  -=  |/2L(— 1+1U,&)?+11^]«», 
n  -=  13,  Si  -=  /2[(— l+13^ji)«+134,]j*, 


•        •        •        • 


Setzt  man  analog  wie  32): 

/(«)»  =  \  +  Ciq+Ciq^+... 


•        •        •        • 


80  ist: 

St  =  2qi[l+Biq'+Btq^+...] 

1  _!__«_ 

+2^- [l+2?itf  •+!?,}  •+...] 
+2(a«»  )*  [I+Bioq"  +Bi{aq»  )«+  ...] 

JL  i-  JL  JL 

Mit  Bttoksicht  auf  die  Terme,  welche  weiter  nicht  in  Recbniuig 
kommen,  ist: 

35)    82=^  2nq^[Br+Br^q+...l 

wo  4r+l  =  ^n,  oder  8r+2  =  2/'n  ist    Man  findet  ähnlich: 

_      v^ 

Sz    =   21/2. n^  8  [Cr  +  Cr+nq+...l 

mit  der  Bedingung  8r+3  =  /"n  u.  b.  f. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  soll  bei  der  Modulargleichuog 
flir  die  Transformation  dreizehnter  Ordnung  gezeigt  werden.  Für 
die  Transformationen  von  der  dritten,  fünften,  siebenten  und  eilften 
Ordnung  genfigen  die  zu  Anfang  bemerkten  einfachen  Segeln  wie 
aus  dem  Nachstehenden  hervorgeht 

Modulargleichung  ffir  die  Transformation  IIL  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^+avhi^+bvu — u*  =  0. 

Da  fllr  w  =  1  die  linke  Seite  sich  auf  (v — 1)  (t;+l)*  redndrt, 

80  isti 

v^+av^+bv—i  =  (v—i)  {v+\)% 

hieraus  a  =  2,  b  =  — 2.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich: 

v^+2vhfi—2vu  —  u^  =  0. 
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ese  Gleichung  hat  Jacohi  auf  folgende  Art  transformirt  (Fund. 

Es  ist. 

(1— u«)(l+t;*)  =  \+v^—u^—vhAK 

I  nach  der  Modulargleichung  v^ — w*  =  2uv{\ — wV),  bo  folgt: 
(1— M*)(l+v4)  =  1— ttV+2Mt;(l— mV). 

)enso  findet  man: 

(l+w*)(l— t;^)  =  1— mV— 2ta;(l— wV). 

18  Product  der  letzten  beiden  Gleichungen  giebt: 

w»)(l— 1;8)  =  (1— mV)  — 4wV(l— wV)  =  (1— mV)*. 

m  ist  u^  =^  k,v^  =  l,  also  1  — m»  =  if »,  1  — t;»  =  M    Die 

lende  Gleichung  wird  hierdurch: 

{k'l'y  =  (1— mV)4  oder  /PP  =  1— mV. 

M  man  mV  =  l/^,  so  folgt: 

]/ki'\']/W  ^  1. 

ulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 
ie  Gleichung  hat  die  Form: 

ffi+axW-\'lwHfl+cvhi^-\'dvu — m*  =  0. 
Ir  M  =  1  ist: 

tfi+(w^+hv^+cv^+dv  —  \  =  (v—\){y+i)\ 
=  4,  &  =  5,  c  =  — 5,  d  =  — 4.   Die  gesuchte  Gleichung  ist: 

t;«— M«— 4Mt;(l— MV)+5MV(t;^— m2)  =  0. 
lese  Gleichung  hat  Jacobi  auf  folgende  Art  transformirt  (Fund. 
Mittelst  der  Modulargleichung  folgt: 

(m»— v»)  (m  +  t;)*  =  — 4Mt;(l  — m*)  (1  +  v% 

(m2— v«)  {u—vY  =  —\uv{{  +M*)  (1— V*). 
IS  Product  dieser  Gleichungen  giebt: 
(m«— i;«)«  =  16mV(1— M»)(l— 1;8)  =  16mVm'V«. 
i  gleichzeitig  k  m  k*  und  /  in  l'  oder  m  in  m^  und  t;  in  t;^ 
\iiy  80  ist  auch: 

[i/«— m'»)«  =  16m'V2(1— m'^)(1  — t;'s)  =  IGm'V^mV. 
e  letzten  Gleichungen  geben  durch  Division  und  Ausziehung 
ihsten  Wurzel: 

^       .,  =  —  oder  (ii^—v'^)iw  =  (v^ — m'*)mV, 

V^ — m'  UV  '  . 
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{\/k—\/t)  \/ki  -=  (i/r— l/P)  \/k'l\ 

Legendre  (SuppL  p.  75)  schreibt  die  Modulaiigleichung  auf  fol- 
gende Art: 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 


\u—v)    ""  1— wM+t;*' 


d.i. 


\/k-\/l 


1+k  1  — / 
\—k'\+l 


Modulargleichung  für  die  Transformation  VIL  Ordnung: 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^+av'^u'^+btfiu^+cvhc^+dv^u^+ev^u^+fvhi^+guv+u^  =  0. 
Für  M  =  1  ist: 

also  a  =  g  —  —8,  6  =  /•=  28,  c  =  ^  =  — 56,  rf  =  70.    Die  ge- 
suchte Gleichung  ist: 

t;8  _  8t;  V+28t;«M«  —  56t;5M*+70t;*M*  —  56t;^» 
+28t;V— Swv+M»  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

(1— w8)(l— t'O  =  (1— w«')^ 
d.i. 

welche  Gleichung   zuerst  Guetzlaff  (Grelle.  J.  tXII  p.  173—17') 
auf  folgende  Art  gefunden  hat    Es  ist:^) 
Ar^cosama  cosamfr  cosam(a+&)+/f''  =  zfama  Jamft  Jam(fl+^) 
oder: 


oder: 


/f^  cos  am  g  cos  am  ft  cos  am  {a+h)  , 


k*^ 


J ama  zf am6  Jam(a+&)  JamaJam&zfam(a+^) 


^1. 


')  Note  V  Gleichung  13). 
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Man  setze  nienn  a  =  -«-,  &  =»  —  also  a+h  =  -=-. 
h  pag.254  für  n  =  7: 


Nun  ist 


/  =  ^-^ 


2ä^  4ä^  6Jn 

cos  am  -=-  cos  am  -=-  cos  am  -^ 

7 7 7 

~       2Z^]       4]F!       6F" 
Jam-;r- Jam  -y-^Äm-Y 


/'  = 


( 


Ä" 


2^ 
J  am  -=-  4am 


4ä'  .      6ä^\ 
-yzfam^  I 


4* 


Die  Gombination  dieser  Gleichungen  fahrt  direct  auf  die  oben 
lerkte  Modulargleichung. 

[odulargleichung  für  die  Transformation  XL  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

+t;»M»(ii+»2tt»)+i5:,t;V+t;u(/i+/2w8)— w"  =  0. 

Da  die  linke  Seite  sich  für  w  =  1  auf  (v  — l)(t;+l)"  reducirt, 
folgt: 
01+02  =  10,  ft  =  44,  c^+c^  =  110,  d  =  165,  e  =  132, 

fx+f%  =  0,  ^  =  —132,  h  =  —165,  11+12 110, 

ky  =  —44,  /1+/2  =  —10. 

Es  ist  /j  =  — 2~  =  —2*  =  —32. 

Da  »*u^  und  ^u^  gleiche  Coefficienten   mit   yerschiedenen 
fchen  haben,  ebenso  v'^u^  und  t;^*-/' u^*-«,  so  erhält  man: 

h  —  «1,  /i  «=  — ^  h  =  Ct,  h  =  —dy  Ar,  =  — /i, 
1: 

k  =  — «!>  ^1  =  — <h,  ^1  =  — ^  ^'2  =  — ^i>  «1  =  — ^1» 

Ä  =  — d,  g  ^  — e,  A  =  — /i- 

Diese  Gleichungen  geben  /j  =  —  32,  /j  =  22,  «i  =  — 22, 
ü«  32,  iH  ->  22,  C2  »  88,  ii  =  —88,  ij  =  —22. 
Die  Modulargleichung  wird  hierdurch: 


412 

„n_t;iitt3(22— 32tt8)+44i;i«w«+22t^»M(l+4u«) 
+  165t;V+132t;V+44!;«ti«(l— tt*)— 132rH«* 
—  165t;^8— 22t;3u3(4+M8)— 44i>V 
— w«(32  — 22tt8)— w«  =»  0, 

oder  auch: 

(v—uy^{v+u)+Aiuh^{v^—u^)  (1— u*)  (1— t^) 

—  32ttt;(l+Mio)(l— t;w) 

—  22wt;(l+tt«)  (1— 1;2)  (r^+M»)  [4wV— (u*— »«)«] 
— 88tt3t;»(l— tt4)(l— !;*)(1— wV)  —  0. 

Modulargleichung  fttr  die  Transformation  XIH  Ordnung 
Die  Oleichung  hat  folgende  Form: 

+t;V(mi+W2w8)+tn<(ni+n2u8) — u^*  =  0. 

IM 

Für  den  Factor  t^  von  vu  besteht  die  Gleichung  m  «»  — 1 ' 

«=  — 64,    Da  t;^tt~  und  v^w^,  ebenso  t;^*-' «**-*•  und  v'u"  gldche  , 

Coefficienten  mit  entgegengesetzten  Zeichen  haben,  so  ergeben  nek  4 

folgende  Gleichungen:  i 

ij  =  Ol,  wa  —  —bi,  d2  ==  — ft2j  ^2  =  ^>  Atj  =  —  dl,  iij  «  ^   j 

Ä  =  — ff  h  =  ^ti  %  =  — ^ij  j 

und 

n2  «=  — öji  Wj  —SS  — a^^  jn^  s^  — &i,  mj  =  — &i,  /i«  —c^  , 
k^  «=»  — dl,  kl  =  — ^27  i2  «=  — ei,  ii  •=»  — e^  h  «=  — /; 
ff%  =  —ffu 

Die  Bedingung,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichoog  ftr 
w  =  1  die  Form  (v—\)  {v+\y^  annimmt,  führt  auf  folgen* 
Relationen : 

01+02  =  12,  fti+ftj  =  65,  c  —  208,  di+dj  =  429, 

ei+e^  =  572,  /  =  429,  g^+g^  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Modulai^eichiin; 
auf  folgende  Form  bringen; 
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36)    yM— »iV(52— 64m8)+v^V(6i  +M®)+208t;i  V 

+  »10^4  [429+^2  —  62M8]+t;»u(52+520tt8)+429»»M« 
+  v''uH208—208u^)—i29tfiu^—vhi\b20+52u^) 
+  »*tt^&, — (429+ftj)w8]  —  2Q8vhc'i  — » V(ftj+ftiW®) 
— w<(64— 52u«)— w^*  =  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  noch  ^i  und  b^  zu  bestimmen«    Nach 
)  und  28)  ist: 

In  33)  nehme  man  n  =r  13,  also  r  =  8  und  /  =  5.    Die 
Idehung  34)  giebt: 

Si l/2^^x(l+^i^«+^2^^«+...) 

+  iZ]/2qi{A^+A2iq+...). 
Fflr  den  folgenden  Gebrauch  kann  man  einfacher  setzen: 

St  -  l/2[13^+(13^ji  — 1)^]^. 
Da  i^  und  A^i  die  Factoren  yon  g^  und  q^^  in  /(9)  sind,  wo 
1(r)  durch  die  Gleichung  30)  bestimmt  ist,  so  hat  man  A^  «»  16^ 
1%  —  —395,  also 

S^  _  /2  [13. 16  — (13.395+1)^]^*. 
Die  Gleichung  4r+l  =*  13/^  giebt  3  als  kleinsten  Werth  von 
» Bithin  f  SS  1.    Hierdurch  wird  die  Gleichung  35): 

S»  -  26[i?s+i?ie^+..]^, 
^  i^  und  ^le  die  Factoren  von  q^  und  ^^^  sind  in  f{q)\    Mittelst 
9t  Gleichung  30)  folgt  ^3  —  — 10  und  Bi^  =  3348.    Es  ist  also 

S^  ==  26[— 10+3348^..]«i 
Die  beiden  Werthe  von  Sx  und  St  geben: 

^1=:^=  130(1-2^...)^*, 

i  rechts  innerhalb  der  Klammer  nur  höhere  Potenzen  yon  q 
vkcmimen.  Die  linke  Seite  ist  gleich  uHpi+biu^),  man  erhält 
10: 

M'+M^*  •=  130(1  —  2^...)^. 
Seilt  man  hierin  f&r  u  seinen  Werth  aus  20),  diyidirt  auf 
ite  Seiten  durch  ^^  so  folgt: 
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2&i(l— 2^+5^2. ..)+32ft2^(l— 10^...)  —  130(1— 2g...). 

Die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q  geben  die  Relatioiu 
2^1  =  130,  — 2.2*i+32fti  =  —2,130, 
also  ^1  a«  65,  h%  =  0.    Setzt  man  diese  Werthe  von  bi  \mih 
die  Gleichung  36),  so  erhält  man  die  Modulargleichung  XIIL< 
nung,  welche  Soktike  auf  folgende  Form  gebracht  hat: 

(v  — tt)"(t;+M)  — 52wf;(l+w*)  (1  —v^)[^u^v^+\uh)Hu^+v^y\ 

—  52Mt;(l— w8)  (1  — 1;8)  (1— wV) 

—  i2uv{\+u^)  (1— v*)  (1— w*+tt8)(l+t;^+»8)  = 
Das  im  Vorhergehenden  angewandte  Verfahren  zur  Bestinun 

von  fr|  und  ^2  ^^^  etwas  verschieden  von  der  Methode,  deren  1 
Sohnke  bedient  hat;  welche  darin  besteht,  5i,  8%  etc.  als  ratioi 
Functionen  von  u  darzustellen.  Da  in  16)  Ci,  C^...C^i  ratioi 
Functionen  von  u  sind,  so  ist  dieses  nach  28)  auch  mit  ^,  j» 
der  Fall.  Man  stelle  Sm  als  Function  von  q  dar  in  Form  d 
unendlichen  Reihe,  welche  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Fonn 
multiplicirt  ist    Die  Gleichung  20)  zeigt  leicht,  welche  Pot» 

u^,  V?...  von  u  den  Factor  q^  enthalten  können.  Man  mnlti^ 
diese  Potenzen  mit  Constanten ,  setze  die  Summe  gleich  Sm  1 
vergleiche  darauf  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  ti.  Hierdv 
ergeben  sich  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  bem^ 
Constanten.  Die  Gleichungen  28)  zeigen,  dass  Sx  höchstens  ^ 
Grade  n+1,  also  St  höchstens  vom  Grade  2(n+l)  u.8.fl  in  Be 
hung  auf  u  sein  kann,  wodurch  die  Anzahl  der  Tenne,  welcdiei 
gleich  sein  kann,  begränzt  ist 

Als  Beispiel  werde  die  Gleichung  36)  genommen.  Die» 
giebt  direct 

37)    5i  =  mH52— 64ws),  C^  =  uHp^+h^u^). 

Es  ist  nun 

St  «=  26[— 10+3348^+...]^. 

Der  Factor  q^  kommt  nach  20)  nur  vor  in  u\  ü^%  m*^,  «* 
Es  kann  S^  nur  eine  lineare  Function  von  u\  u*®,  w**  und  «*  » 
Man  hat  nur  nöthig  die  Factoren  von  u^  und  u\^  zu  bestimn 
da  Ct  keine  höheren  Potenzen  von  u  enthält    Sind  m^  af,  mf'\ 


'  Constantcn,  so  kann  man  setzen: 
aS)     mH^+m'u*"+m"u^^+m'"u^  =  26|—10+3348y+. ..]?*. 

Setzt  man  linke  für  «"■'  und  «'"  ihre  Werthe  aus  20)  ein, 
geJien  die  Fsctoren  gleicher  Potenzen  von  g: 

Im  =  —26.10,  32»»'— 4«  =  26.3348, 

ftlBO  m 130,  m'  =  2704.     Folgtieh  ist; 

Ä, 130K'+2704«'«+ffl"«"'+m"V8. 

Setzt   man    hieraus   den    Worth    von   Sj,   ferner   aua   37)   ■ 
Werthe  von  Ä'i  und  t^  in: 


..  folgt: 


65m^— 


104.04+1« 


.  4096- 


is+_ 


BereeLnet  man  m"  und  m'"  direct  mittelst  der  Gleichung  3S), 
K-  folgt  104. 64+-»»"  =  0,  4096  =  m'",  wodurch  die  Gleichung 
J)  Übergeht  in  ftiuH^i«'"  =  65«S  d.i.  ft,  =  65  und  b^  =  0, 
ui;  schon  oben  gefunden  wurde.  Wenn  es  sich,  wie  im  vorher- 
^hendon  BeiB))iel,  nur  darum  handelt,  die  Factoren  der  Potenzen 
Villi  u  in  C„  zu  bestimmen,  bo  folgt,  da  m*  die  höchste  Potenz  von  u 
io  r,  ist,  d&ss  man  allgemein  .S'„  nur  bi»  zum  Terme  u"  zu  entwickeln 
braucht,  weil  alle  hliUereu  Potenzen  von  u  bei  der  Bestimmung  von 
t'.,  wie  im  vorliegenden  Beispiel  wegfallen  mllssen.  Man  findet 
in  der  angeftlhrtcn  Abhandlung  von  Sohnke  dieses  Verfahren  auf 
tlie  Hodulargleichungen  der  Transformationen  von  der  XVII.  und 
XIX.  Ordnung  angewandt.  FDr  die  TrauBformationen  von  der  XL, 
XIIL  undX  VII.  Ordnung  hatte  Sohtike  die  Modulargleichungen  ohne 
Uednction  whon  1834  aufgestellt.  (Crelle.  J.  1. 12  p.  17b}.  Einige 
Zufiätze  abgerechnet  ist  der  Inhalt  dieses  g  wesentlich  der  Abhand- 
lung von  So/iid-e  entuommon.  Die  Bemerkung  über  die  Form  der 
Modulargleichang,  wenn  u  unendlich  klein  ist,  findet  sich  bei  Xa- 
. vt;  , Memoire  sur  les  fonctions  elliptiques".  (Journal  de  TEcole 
_  .lyteehn.    T.  XXV  Cahier  42  p.  265—205).*) 

^  *)  Auuer  den  weiter  oben  emälmtcn  Schriften  ddiI  Abbandlaugen  von 
ifiherger  nud  Betti  sind  noch  folgende  Abhandluiigeii  iwxuflltiren,  weluhe 
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§  49  Die  Theta-Fnnctionen  ffir  einige  besondere  Werthe  da 
Arguments.    Allgemeine  Formel  für  das  Prodnet  xweier 

Theta-Fnnctionen  Ton  Schröter. 


Die  Bemerkung  zu  Aufang  des  vorhergehenden  §,  das8 
Aufstellung  der  Modulargleichung  die  Herstellung  der  algebraifldiei 
Relation  zwischen 

H^)  „nd  ^^(^>  ^*) 

genügt,  ist  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Weise  von  Schröter  flr 
eine  Anzahl  von  Modulargleichungen   durchgeführt  worden.   Die 
Resultate  finden  sich  in: 
Schröter:  De  aequationibus  modularibus.    Regiomonti  (1854). 

die  Modalargleichnngen  und  Anwendungen  derselben  enthalten. 

HermUc:  Sor  la  r^solntion  de  T^quation  du  cinqoiöme  degr&    (Compli 

BenduB  1858  T.46  p.50S— 515).    Sor  la  rÖBolntlon  de  r^qnationä 

quatriöme  degr6,  (ib.  715—722,  961—967).    Lettre  de  Mr.  Kioneebb 

(ib.  1150— 1152). 

Bernau:  Sur  la    throne    des    6qaations    modnlaires.     (C.  R.  1859  ttf 

p.  940—947, 1079—1084, 1095—1102  t.  49  p.  16—24, 110—118, 141-1«). 

Diese  Aufsätze  gesammelt  n.  d.  T.  Hermite:  Sor  la  thdorie  des  ^utioH 

modulaires  et-  la  r^solution  de  röqoation  du  cinqoiöme  d^gr^.    Paris  18^ 

68pp.  in  4®.    In  Verbindung  hiermit  stehn  folgende  Arbeiten: 

Jaubert:  Sur  divers  öquations  analogues  aux  ^uations  modulaires,  dt« 
la  thdorie  des  fonctions  elliptiques.    (C.  R.  1858  t.  47  p.  341— 345> 
Brioschi:  Sur  divers  öquations  etc.    (ib.  337 — 340). 
Schldßi:  Beweis  der  Hermite'schen  Verwandlungstafeln  für  die  ellipiiiehti 

ModularfunctioneB.    (Borchardt  Joom.  t.  72  p.  360— ^9). 
Die  Modulargleichungen  sind  femer  behandelt  in: 
Jordan:  Notes  sur  les  öquations  modulaires.    (Ck)mpt.  R.  1868  p.30S— Sl))- 
Die  von  Kronecker  und  Bemäte  im  Jahre  1858  gleichxeitig  waSpx^ 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  hat  eine  Ansahl  voi  ^ 
beiten  hervorgerufen,  welche  mit  den  Modulargleichungen  oder  MaltipIicl(o^ 
gleichungen  in  enger  Verbindung  stehn.    Hiervon  ist  noch  eu  nennen: 
Joubert:  Note  sur  la  rösolution  de  röquation  du  cinquiöme  degrö.  (Gosp* 

tes  R.  1859  t  48  p.  290—294). 
Brioschi:  Sülle  equadoni  del  moltiplicatore  per  la  transformaoone 

fnnzioni  ellitiche.    (Annali  dl  Mathematica  1858  1 1  p.  175-177> 
Brioschi:  Sulla  risoluzione  della  equazioni  del  quintogrado.   (Ad.K't' 

p.  256—259.  326—328). 
Joubert:  Sur  Töquation  du  sixidme  degrö.    (CR  1867  t64  p.  102^1«* 

1081—1085,  1237—1240). 
Brioschi:  Sur  T^quation  du  cinqui^me  degr^.    (C.  R.  1871  1 73  p.  H7(H 
1472> 
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Kurze  Notizen  hieraus  sind  enthalten  in: 
Extrait  d'une  lettre  adress^e   k  M.  Liauville  par   M.  Schröter. 
(Journal  de  Math.  Deux.  sörie.  1858  tili  p. 258— 264). 

lieber  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.  (Bor- 
chardt  Joum.  1 58  p.  378—379). 

Weitere  Ausführungen  über  einige  Formeln  der  obigen  Disser- 
tation enthält  die  Schrift: 

Schröter:  lieber  die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen 
Transcendenten  d-  und  die  Theilung  dieser  Functionen. 
Breslau  1855. 

Hierbei  ist  die  auf  pag.  335  in  der  Note  erwähnte  Abhand- 
lung von  Görmg  noch  zu  erwähnen. 

Die  obige  Arbeit  von  Schröter  scheint  nicht  die  genügende 
Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  kurzen  Auszüge  in  den  Journa- 
len von  Lioiwille  und  Borcbardt  sind  nicht  hinreichend,  eine  zu  An- 
fang der  Abhandlung  aufgestellte  selir  allgemeine  Relation  zwischen 
Theta-Functionen  ohne  Weiteres  herleiten  zu  können. 

Die  von  Schröter  angewandte  Methode  besteht  wesentlich  darin, 
das  Product  zweier  Theta-Functionen  durch  eine  Summe  ähnlicher 
Producte  auszudrücken. 

Für  besondere  Werthe  der  Argumente  reduciren  sich  die  Theta- 
Functionen  auf  Quantitäten,  welche  nur  von  den  Moduln  und  den 
gwizen  elliptischen  Integralen  abhängen.  Die  elliptischen  Integrale 
fiülen  durch  Division  weg,  es  bleibt  nur  eine  Belation  zwischen 
den  Moduln,  d.h.  die  Modulargleichung.  Der  besseren  Uebersicht 
halber  mögen  einige  Entwickelungen  von  Theta -Functionen  fUr 
besondere  Werthe  des  Arguments  vorangehn. 

Es  ist: 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  auf  pag.  296  geben : 


») 


BBBepar,  eUipt.  Fanotloneo.  27 
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*3(jiog?)=*,({iog«)  =  *3(ü)r'^l/^^i/*; 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1)  und  2)  giebt  die  Glei- 
chung 1)  auf  pag.295,  x  =  -q-  gesetzt: 

o 

Wegen: 


ist 


^r 


»•  (f ) 


Vi+^'. 


Da: 

1+H  =  (i+i/F)(l— l/F+^'), 
so  folgt: 

Wendet  man  ähnliche  einfache  Transformationen  an,  89  geben 
die  Gleichungen  1) — 4)  auf  pag.295  mittelst  der  obigen  Gleiehun* 
gen  2)  und  3)  die  folgenden: 


4) 


*s(0)    '    ^  (^+\/^(\/^+k'+\){\/T+P-\/JP)M, 


^ '      sW^  '    °°  ^*  "^^^  ^^^ ■^*'~^^  ^^^  H-A' + l/ÄÖ *, 


rji  -  CH 


^'    sW^'  ='0-l/*^)(l/i+*'+i)(l/i+*'+i/*Ö^. 


kJi=0H 


,(o)j  -^^    i/P)(^/i +*'-!)  (i/i+*'-l/F)ir, 


Vfo  JU=  l/l±*^i/p. 
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Man  findet  ganz  analog: 


^L  »3(0)  J  =r^o+i/^)(i/i+*+i)(i/r+Ä-i/Ä)iv, 


\&1 


^'       ^^(^^J=*    "(l-l/Ä)(l/l+Ä:+l)(l/l+A+/*)iV, 

^L   »3(0)  J  =<^  ••0-l/*)(i/i+*-i)(/i+*-i/*)i\^, 


=  4-    1«  (1  +l/Ä)  (l/l  +A— 1)  (i/T+I+i/*)  AT, 


In  den  Gleichungen  4)  und  5)  ist  die  vierte  Wurzel,  mit  Aus- 
me  in  der  letzten  Gleichung  gleich  +1  zu  nehmen.  Wegen 
ichung  7)  auf  pag.296  ist  allgemein 

»,(»«) --.0, 

Q  eine  reelle  Grösse  bedeutet 


Nach  pag.85  ist: 


=  0, 


*  (fLt^)  =  ,-4^,(0)  =  ,-ii/F*3(0), 


»i 


2     V 

l0g«r\ 


(^±^)  =  ig-^m  =  .-^-^V^^aCO), 


»■( 


2   ; 


') 


=   g~**3(0). 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  1)  —  4)  auf  pag.  295  x  = 
-r^j  80  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichungen  6)  folgendes 
tem  von  Gleichungen: 


Am  • 


27 
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fx+ihgq\ 


»(0) 
ni 

e-  q 


7) 


=  q-\^  f^  =  iq-\^'L^^ 


n% 


2   --VÄF^^  =  «2  9- 


L    *,(ü)    - 


*i/*ip"^ 


2 


*-v*^^ 


e     ^  q 


L      j^3(o)      J 


/**^( 


l/T+Är+iVl-*Y 


=  ^-i  i/ÄiP'iz±'  =  .-^-i  i/*p*+»*:  = 


m 


^^  ^ 


\  l  -  - 


l/**'^' 


^3r+tiogg\  I 


il/ÄP 


— tA^— it^ 
2 
ni 


^q-'m(^''-'-f---l 


Die  Gleich  uDgen  2)  —  7)  sind  mit  einiger  Vollständigkeit  dv- 
gestellt,  da  dieselben  noch  bei  andern  Untersuchungen  Verwendoo{ 
finden.  Man  kann  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Werthc  der 
Theta-Functionen  mit  den  Argumenten: 

j€      ilogq     JT+tlog^ 

für  n  =  3,  4 .  • .  successive  berechnen,  mit  Kücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  —  4)  auf  pag.295. 

Bei  der  zweiten  Herleitung  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta- Functionen  auf  p.  100  und  101  ist  das  Product  zweier  Tbeti- 
Functionen  mit  dem  zweiten  Argumente  q  durch  ähnlicbe  Ausdrfleke 
mit  dem  zweiten  Argumente  q^  ersetzt  Dieses  Verfahren  hat 
Schröter  auf  folgende  Art  bedeutend  verallgemeinert 

Nehmen  r  und  s  alle  ganzzahligen  Werthe  an,  so  ist: 
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Statt  s  werde  in  der  Doppelsumme  rechts  ein  neues  summiren- 
ts  Element  /  mittelst  der  Gleichimg  s  =  r+i  eingeführt  Es 
i  dann: 

ler  ^+/^  statt  q  gesetzt: 

An  Stelle  des  summirenden  Elements  t  in  der  Doppolsumme  rechts 
hre  man  s  mittelst  der  Gleichung  t=^{a  +  ß)s  +  fi  ein.  Nimmt 
die  ganzzahligen  Werthe  0,  1,  2,...  a+ß — 1  an,  so  durchläuft 
alle  ganzzahligen  Werthe  von  — oo  bis  oc,  wenn  dieses  mit  / 
w  Fall  ist    Die  Gleichung  8)  wird  hierdurch : 


A4  =  0 


0: 


ö  =  r{x+y)+y[{a+ß)s+fi]j 

Q  =  [(«+/»)  (r+/J*)+/9^]«+a/3[(a+/^)*+//]^ 
er: 

6  =  {r+ßs){x+y)+{ay  —  ßx)s+fiyy 

+2(a+^)/9  [(r+/9^)^+cw^]. 

In  der  Gleichung  9)  werde  g^+^  einfach  durch  q  ersetzt  An 
ille  von  r  werde  r'  als  summireudes  Element  mittelst  der  Glei- 
mg  r+ßs  =  r*  eingeführt.  Die  Gleichung  9)  geht  hierdurch 
T  in: 

a+ß^  1 

10)  *3(^,  (f)  Hy>  qh  =    V^  qßf^'e^^y'B, 

0 

zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

©  = 

0'  =  r'(a;+y)+(ay  — /Ja;)*. 
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Nun  ist  allgemein  (f^  =  ^»»-lög^^  also: 

^^*ti  ==  g2ßfir' log  q    q2aßsfi    ^  ^2afisiogq^ 

Der  Ausdruck  von  ß  Ifisst  sieh  mittelst  dieser  Gleichungen  it 
Product  zweier  Summen  darstellen.    Es  ist  dann  offenbar: 

e  = 

v^(a+,?)r'»  ^2iX'\'y-,ißi  \ogq)r'i^ 
j;qfxß(a-{-ß)s*  ^2(ay—ßx—fiaßi\ogq)si 

oder  einfach: 

e  = 

Setzt  man  diesen  Wcrth  von  ß  in  die  Gleichung  lU),  so  eAä 
man  folgende  bemerkenswerthe  Gleichung: 

a+ß^  l 

V  qßf^'e^f'y'  {^.^{xi,  ^«+/^)  ^3(2/4,  ^«/^(«+/^»), 

0 

.r,  =  x+y—fißilogq, 
Vi  =  ay—ßx—fiaßilogq. 
Da  die  linke  Seite  durch  gleichzeitige  Vertauschuug  von  x 
y  und  a  mit  ß  ungeändcrt  bleibt,  so  ist  auch: 

12)      r%{x,  r/«)  .%{tj,'q^  = 

a^ß-  \ 

V  q^f^^e'if^i  ,%(x'^  q^^ß)  ^^{./^  q^ßi^-^ß))^ 

0 

x'  =  x+y  —  a^ilog^,  y'  =  ßx — ay  —  fiaßilo^q. 

Diese  Gleichung  gicbt  zu  vielen  interessanten,  spcciellen  F:l 
Veranlassung,  von  denen  nur  die  folgenden  hervorgehoben  wci 
mögen. 

Für  X  =  az+a,  y  =  ßz+b  erhält  man: 

0 

x'  =  (a+ß)z+a+b  —  fiaiWj;q, 
y'  =  ßa  —  ab  — fiaßi  log  q. 


13) 


4^3 

Diene  Gleichung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  uuter  dßm 
umuienzeiehen  eine  der  Theta-Functionen  von  z  unabhängig;  ist 

Für  a  =  or,  «  =  1,  5  =  — ä,  ^  =  y  und  ß  =  7i  wird  die 
rleichung  13)  einfacher: 

14)     d-^ix+y,  q)  ^^{ny  —  x,  q^)  = 
i]  qf'^e^f^^'^y^'  ^^\{n+i)y  —fiilogq,  ^'*+^]x 


f=^'^  d'i[(7i+i)x—n(4i\ogq,  ^^(^+^)]. 

Auf  diese  Gleichung  hat  Schröter  die  Construction   der  Modu- 
argleichungen  begründet. 

Es  Kci  n  eine  ungrade,  aleo  7i+i  eine  grade  Zahl.    Setzt  man 

1  14)  .r+-^  statt  X,  so  folgt: 

(^(x+y,  q)  d^{ny  —  x,  q")  = 


n 


^  9's[(n+\)x  —  nfiilosq,  ^'»t^+O], 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  14)  addirt  giebt: 
)     *3(^+y,  ^/)  Mny—x,  q^)+9'{x+y,  q)  »{ny  —  Xj  ^)  = 

"  *3[(w+  l)a:— 2n^ilog^,  ^('*+^)]. 

Unter  Anwendung  der  beiden  Gleichungen: 

j  2^3(2ar,  ^)  =  &,{x,  q)  +  ^(x,  ^), 

1  2^.,(2.r,  q*)  =  ^3(0:,  g)-^(Xy  q), 
;st  sich  die  Gleichung   15)   noch  weiter   transformiren.    Mittelst 
r  Gleichungen  16)  folgt: 

17)     *3(^,  q)  ^3(zi,  qi)+Hh  Q)  H^u  Qx)  = 
2*3(2^,  q^)  {^3(2z„  g,*)+*2(2z,  ^*)  *2(2^i,  ^lO. 
Man  setze  z  =  x+y^  z^  ==  ny — x  und  ^i  =  ^*.    Die  linke 
ite  yon  15)  ersetze  man  durch  die  rechte  Seite  von  17),  nehme 

rauf  Xj  y  statt  2a^  2y  und  q^  statt  q.    Man  erhält  so : 
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18)     d-zix+y,  q)  »^(ny  —  x,  q^)+»2(^+yf  Q)  *i(«y— «;  f)  - 

Es  sei  n  =  4m — 1,  setzt  man  in  der  yorstehenden  Gleichun; 
^+-9  statt  Xj  addirt  die  so  erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  18], 

so  folgt: 

19) 

H^+y^  q]  *3[(4m— 1)2/— a:,  ^-•-'] 

+H      »      ]  ^2[  n  »       ] 

+* [        »        ] ^ [  »  n         ] 

-*ir        n        ]   *l[  »  n         ]   = 

m— l 
2  2  ^^''^  e4^(^+y)i  *3[2my— ^ilog^^y-JX 

0  ^jpmo;— (4m—  l)/[«i  log^,  ^*^^1 

In  der  Abhandlung  „Ueber  die  Entwickelung  der  Potenzen  etc' 
hat  Schröter  die  Gleichung  1 4)  noch  etwas  verallgemeinert  (L  c  p.  ^\ 
Da  indessen  die  Ableitung  dieser  Gleichung  etwas  weitläufig  i^ 
und  dieselbe  nicht  weiter  im  Folgenden  angewandt  wird,  so  m5g6 
hier  der  Hinweis  auf  die  bemerkte  Abhandlung  genügea 

Wird  in  den  Gleichungen  1)  —  7)  q  durch  ^  ersetzt^  so 
k  und  k'  respoctive  übergehn  in  /  und  1%  so  dass  z.  B.  die 
Doppelgleichung  auf  folgende  f&hrt: 

^3(o,^»)r^M/^V7. 

%  50    Anwendung  der  Theta -Functionen  auf  die  Con8tra^ 
tion  Ton  Modnlargleichnngen  nach  Schroter. 

Die  Gleichungen  1 4),  1 7)  und  1 9)  des  vorhergehenden  §  ^ 
statten  Relationen  zwischen  Thetji-Functionen  herzustellen,  welcto 
für   besondere  Werthe   des  Arguments   unmittelbar  auf  Modnl*^ 
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hnogen  f&hren.  Man  kann  sich  hierbei  noch  mit  Vortheil  der 
afonnationen  zweiter  Ordnung  bedienen.  Die  Oleiohangen  5), 
IX  lU),  IIX  24),  25)  und  26)  von  §  40  geben: 

(»3(0, g»)  _  i/T+F  »»(»>  g')  _  l/IE?  »(o>  g')     ,Vp 

»3(0,  g)  *s(0,g)  '    »s(0,g)         "^     "^ 

Von  diesen  Gleichungen  sollen  im  Folgenden  einige  Anwen- 
."en  gemacht  werden. 

idnlargleichung  fflr  die  Transformation  IIL  Ordnung. 
Für  m  :=  1  giebt  die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  § 

»»(«+!/,  g)  »s(3y— «,  Q^)+Hx+y,  g)  H^y—x,  g») 

+»ix+y,  q)  »(3y—x,  g»)— #,(x+y,  q)  *,(3y— «,  ?»)  = 

2»s(2y,g)#3(2a:,g»)- 
Für  o;  »»  y  »=  -A-  folgt  hieraus: 

*s(^^  g)  ^Zy  q^). 
Setzt  man  hierin  z  »»  0^  so  folgt: 
*,(0,  q)  *,(0^0+*(0,  ^)  *(0,  ^0  =  ^3(0,  q)  H^\  q") 

\/Ti+]/lFP  =  1 , 

die  von  Legendre  gefundene  Gleichung  ist  (Fonct  eil.  L  p.  230, 

L  p.  70). 

[st  (t  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  die  Gleichung  3)  für  z  »^  /Eitlog^: 

3)     *3(0,  q)  «•sO'ilog^,  g3)  =  {^,(0,  q)  »^(/iilogq,  g») 

+*(0,^)(-iy%ilog^,^3). 

dulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 

[n  der  Gleichung  15)  von  §  49  nehme  man  n  =  5  und  \/q 
q^  femer  in  der  Gleichung  18)  n  =  5  und  q^  statt  q.  Es 
so: 
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4)    »a(.r +y,  \/q)  H^y  -  x,  \/¥)+H^+y,  \/9)  H^y-x,  ]/if)  = 


8 


In   4)  nehme  man  a;  =  0,  y  =  — f— ,  ferner  y  =  0,  jc 


5iIog^ 
4 
Nun  ist: 

Durch  Vertausch un^  von  q  mit  ^^  ergeben  sich  zwei  analop 
Gleichungen.    Es  ibt  ferner; 

Mit  Rttcksielit  auf  diese  Entwiclcelungen  erhalt  mau: 


6) 


»2(0,  l/*)  *2(0,  [/f/')  =  2V;,/V'  lk^((ii]i>gq,q3)  *3(5///log«,«'' 


0 
•2 


^•iO»,  l/^)  *i(«,  l/y»)  =  2V.72^'*,(//no-V,y»)  r%{^(inogq,i' 


0 


^ 


Die  Gleichung  5)  giebt  x  =  i\  tj  =  -r  und  y  =  0,  x  = 

4 

gesetzt: 


7) 
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In  der  Gleichung  3)  setze  man   ^^  statt  q  und  schreibe  die 
)8altirende  Gleichung  auf  folgende  Art: 

^2(0,  q"^)  H^fiilogq,  q'^)+HO,  q^)  (—1)^  ^(5^/log^,  q^^)  = 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  der  Gleichung  3),  das 

rlaltene  Product  mit  ^^^^  und  setze  /t«  =  0,   1,  2.     Die  Summe 
lieser  Gleichungen  giebt  nach  6)  und  7): 

T  ^3(0,  q)  *2(0,  q^)  .  ^2(0,  \/q)  H^  Z^) 

+^s(0,  q)  *(0,  q^)  . »{%  q^)  »{%  q^^)  = 

T  *30>.  Q')  ^2(0,  q)  .  ^2(0,  l/i)  ^2(0,  l/^) 

+^3(0,  q')  m  q) .  *(o,  q")  m  q'"") 

)der: 

4  [^3(0,  q)  *2(0,  q^)  -  H^,  q)  H%  q')]  H^  l/^)  ^2(0,  l/^   = 
[^(0,  q)  {^3(0,  ^*)-^3(0,  q)  ^(0,  ^^)1  *(0,  q'^)  »{%  qi^) 
ii  nach  1): 

i\/l—\/k)  \/ki  =  (i/F— i/io  \fW, 

"^as  die  von  /acofti  gegebene  Gleichung  ist 

Uodulargleichung  für  die  Transformation  VIL  Ordnung. 

Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  giebt  für  m  =  2, 
c  =  0  und  y  =  0  ; 

^3(0,  q)  ^3(0,  g^+^2(0,  q)  ^2(0,  ^')+^(0,  q)  ^(0,  ^7)  = 
2  [^3(0,  ^2)  {^3(0,  (^^*)+^2(0,^^)  ^2(0,  q'^)\ 
Nach  1)  wird  diese  Gleichung: 

l+l/^/+l/P?  =  l/(l+Är')(l+/0+l/(l— ^0(1— 0- 
Um  hieraus  die  von  Gueizlaff  gegebene  Gleichung  zu  erhalten^ 
Ide  man  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung.    Nach  einer 
ifachen  Reduction  folgt: 

2l/5w  +  2l/^r+2l/5wi/JF?  =  1+^/+^'/', 
er: 

\\/Ti]/¥P  =  [1 — 1/^7— i/FT'p. 

Durch  Ausziehung  der  Wurzel  folgt: 
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2\/kl\/k'f  =  \—)/kl—]/k'r 
d.i.  X 

(\/kl  +  \/W)'^  =  1. 
Hieraus  ergiebt  sich  uumittelbar  die  gesuchte  Gleichung: 

Modttlargleiehung  für  die  Transformation  XL  Ordnung. 
Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  wird  fUr  m  =  3: 

8)   H^+y,  q)  *3(iiy ~«,  «")+*j(«+y> «)  *»(i ^y— ^» «") 

+*(a;+y,är)  {>(lly— »,  jU)_#,(x+y,  «r)  *i(lly-x,«")  = 
2  V«*''*«*''^^+y^**s(6y— /«»log*,  «')  #3(6«— llA<«log«,  «")• 

0 

Die  rechte  Seite  lägst  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  reducireo. 
Wird  in  3)  q^^  statt  q  gesetzt,  so  lässt  sich  folgende  Gleichung 
herstellen : 

H^y  q'')  H^\fiilogq,  q^)+m  q'')i-^T  Hnfiilogq,  q^) 

Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  3),  daraof 

mit  q^f**,  setze  ^  =  0,  1,  2  und  bilde  die  Summe  der  so  erhalte- 
nen Gleichungen. 
Hierdurch  folgt: 


2 


9)     *,((),  g)  *,(0,  «••)  2  q*l^*  *3C«nog*,  q»)  *,(1  Ifülogq,  «») 


) 


) 


+*(;  )*3(  «  )2(-^)^^*''**(     »     )*»(      »     > 

Die  vorkommenden  Summen  lassen  sich  leicht  mittelst  der 
Gleichung  8)  durch  Theta- Functionen  darstellen,  in  denen  das 
zweite  Argument  respective  q  und  q^^  ist  Zu  diesem  Zwecke 
setze  man  in  der  Gleichung  8)  successive: 
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-  11t  logg 

y   =   0,  35 j^; 

A  ^ 

y  =  0,  a;  =  j; 

A  »log« 

a;  =  0,  y  =  -^; 

X  =  0,  y  =  -j. 

Mit  Rttckeicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  3)  von  §  49  findet 
nun: 

2(-iy«*^**30«nog<?,««)  *(ii//iiogg,«»»)  == 

0 

».(l.  »)».(f  «")+».(f,  «)»,(f ,") - 


8  ' 


2(_  iy«5,4/.«  i^nog^jT, «»)  *,(ll/<tlogg,  tf») 

0 


* 


,(0, ,)  >.(o„..)[|/tt±JlÜ±Q_|/C-m'-m,^. 
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Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  die  Gleichong 
9)  auf  folgende  Form  bringen: 

Analog  der  Gleichung  3)  hat  Schröter  noch  mehrere  einfache 
Relationen  aufgestellt,  welche  in  ähnlicher  Weise  zur  Verwendung 
kommen,  wie  die  Gleichung  3)  bei  den  Modulargleichungen  fBr  die 
Transformationen  V.  und  XI.  Ordnung.  Für  eine  weitere  Behand- 
lung des  Gegenstandes  muss  auf  die  früher  citirte,  ausgezeichnete 
Dissertation  verwiesen  werden,  da  die  sehr  ausgedehnten,  wenn 
aucli  sehr  symmetrischen,  Formelsysteme  sich  nicht  wohl  an  dieaeB 
Orte  wiedergeben  lassen.  Die  Modulargleichungen  sind  nicht  immer 
in  der  einfachsten  Form  aufgestellt,  wie  die  Notizen  in  den  Jou^ 
nalen  von  Liouville  und  ßorchardt  zeigen.  Es  scheint  hier  nodi 
ein  weites  Feld  fllr  umfassende  Untersuchungen  vorzuliegen,  sowoU 
was  eine  Weiterführung  der  gewonnenen  Resultate,  wie  eine  mög- 
liche Vereinfachung  derselben  anbelangt 


i 


Notel. 

lieber  einige  Integrale,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale 

reduciren  lassen. 

Im  ersten  Bande  des  „Trait^  des  fonctions  elliptiques^  hat  Legendre 
1  versehiedenen  Stellen,  namentlich  in  Chap.  XXVI,  XXVU,  XXXII 
id  XXXIII,  Integrale  betrachtet,  welche  auf  elliptische  reductibel 
id  und  deren  ziemlich  einfache  Formen  es  gestatten  ohne  Znhülfe- 
Jime  anderer  Theorien  die  Reduction  einfach  direct  ansführen  zu 
innen. 

£fl  sollen  zunächst  die  im  Chap.  XXXII  p.  252 — 256  behandelten 
die  mitgetheilt  werden. 

Sind  Py  Qy  Ry  S  Functionen  von  x\  bo  lässt  sich  jede,  rationale, 
brochene  Function  auf  die  Form  bringen: 

^  R+Sx' 
er  Zahler  und  Nenner  mit  R — Sx  multiplicirt: 

PR-QSx^HQR-PS)x 

JH  und  N  rationale  Functionen  von  x^  sind. 
Sind   Ay  By  Cy  D  und  Z  Polynome  von  z,  so  lässt  sich   durch 

iltiplication  und  Division  mit  C — D\/z  Agt  Ausdruck: 

C+D\/Z 
■  die  Form: 

ngen,  wo  ü  und  V  rationale  Functionen  von  z  sind. 
L     Setzt  man  a;^  >=  z  in: 


/ 


^+^^      ä., 


\/a+hx'^^Vx^^afx^ 
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wo  M  und  N  rationale  Fanetionen  von  a;'  sind,  so  geht  du  Integ 
über  in: 

Ji^  p Mdz \_  p  Ndz 

wo  nun  M  nnd  N  rationale  Fanetionen  von  z  sind.     Die  beiden  In 
grale  in  Beziehung  auf  z  sind  elliptiBche  Integrale. 

Im  Chap.  XXXIIIi  p.  259—272  hat  Legendre  das  obige  Integi 
genauer  unterBUcht  und  dabei  eine  Anzahl  interessanter  Speeiilfi^ 
betrachtet 

IL  Es  bedeute  T  eine  rationale  Function  von  Xj  so  kann  ni 
setzen  T  ==^  M+Nx^  wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x^  m 
Sei: 


, dx. 

Man  setze: 


|/a+2fta:*^+ca;*  =  z 
und  nehme  die  Wurzel:  

z*tfz 
also:  *'^^*^  "^ 


Es  ist  -^  —  «/+Fl/6H-(z*— a)c,  wo  ü  und   F  rationale  FM^ 
tionen  von  zS  sind.    Man  erhält  so: 

/Nxdx  ^    p        üzHz  fvz^dz 

l/a+2bx^+cx^       J  \/V'H^'-a)c     J 
Um: 

Mdx 


/, 


\/a+2bx'^+cx^ 
zu  reduciren,  setze  man: 

\/a+2bx^+cx^  =  xy 
oder:  x^  =  -t  +  i/^»-a(c-i^), 

Differentiirt  man  den  Logarithmen  dieser  Gleichung,  so  folgt* 

X        \j/b^^a(c—y*)—bc—y*J''^ 
Mnltiplieirt    und    dividirt    man     im    ersten    Tenne   recht»  ■» 
\/b^—a{c—y*)+b,  so  folgt  einfkcher: 
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dx  ^  \/b^—a{c—\fy  —  h  yMy 

X  c—t/^  l/«>2— a(c— y*)" 

oder: 

dx xhf'^dy 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

wo  &'|  und   Fl  rationale  Functionen  von  ^  sind. 

Sind  wieder  M  und  N  rationale  Functionen  von  oc\  so  lässt  sich 
gaiui  auf  dieselbe  Weise  wie  H  das  Integral: 

Hx  =    I  {M+Nx)  \/a+V>x^+cx!'  dx 

tranaformiren.    Auf  die  Integrale  H  und  Hi  lässt  sich  das  Integral: 

{M'{'Nx).{a+Ux^+cxl^)^^  dx 

redacireDi  und  ebenso  für  /  »b  o:^  das  Integral: 

wo   L  eine  rationale  Function  von  i  ist. 


/ 


IIL    Das  Integral: 


/(,„+*)  (.+^.+«.+^..)±.^. 


ymo  M  und  ^  rationale  Functionen  von  x^  sind,  lässt  sich  auf  mehr- 
ÜRche  Weise  auf  elliptische  Integrale  reduciren.  Man  kann  sich  zuerst 
einer  der  folgenden  Substitutionen  bedienen. 

l/a+äto  +  cx^+a'x»  =  l/a+/, 

3    3  

Man  kann  zweitens  eine  der  Constanten  a  oder  a^  in 

wegschaffen,  indem  man  x^==m'\'y  oder  o:  =  m-| —  setzt  und  für  m 

eine   reelle   Wurzel  der  Gleichung  a+2*m+cm-+a'»i^  =  0   nimmt 
Es  sei  auf  diese  Art  die  Quantität  a^  weggeschafft    Setzt  man  dann: 

a+2te+ca;2  —  z^  oder  ex  =  —  ^+l/ft^+(2'— a)c, 
80  Utost  sich  J  auf  die  Form  bringen: 

Ennaper,  oUlpt.  Functionen.  28 
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/Udz  Cy^^ 

l/^2  +  (^3_a)c       J  ^' 


WO  V  und  V  rationale  Functionen  von  z  Bind. 

Offenbar  lässt  sich  auf  dem  von  Legendre  angegebenen  Wege  aneh 
das  Integral: 

/  {M+Nx)  (a  +  2bx  +  cx^+  afofi)^^  dx 

behandeln. 

Die  in  dieser  Nummer  behandelten  Integrale  sind  mehrfach  repro* 
ducirt  worden ;  man  hat  auf  dieselben  Sätze  angewandt,  welche  di- 
fache  Consequenzen  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  «oi 
In  einer  sonst  sehr  hübschen  kleinen  Kotiz  „Th^or^me  rektif  i  one 
certaine  fonction  transcendante^  (Grelle.  Journ.  1 9  p.  29[i — 296)  hit 
Mindmg  das  Integral: 


ß 


\+<xx^dx 


behandelt  und  sich  dazu  eines  allgemeinen  Satzes  von  Abel  (Crdk. 
Journ.  t.4  p.200)  bedient.  Richelot  (Grelle.  Journ.  t9  p.407— 4flB) 
hat  schon  bemerkt,  dass  das  von  Mindivg  behandelte  Integral  all 
besonderer  Fall  in  dem  obigen  von  Legendre  behandelten  Integnte 
enthalten  ist.  Unter  dem  Titel  „Note  relative  ä  rint^gration  d*«» 
^quation  remarquable""  hat  AlUgret  in  den  „Gomptes  Rendus''  (163 
p.  1144)  die  Differentialgleichung: 

^  -+ ^ 3  =  0 


{A+BX+  Cx'^+Dx^Y^      (A  +By+  Cy^+Byi^)^ 

behandelt  Die  Unkenntuiss  der  Arbeiten  von  Legendre  und  eine 
pompöse  Ankündigung  neuer  Entdeckungen  haben  dem  Verfasser,  vb* 
achtet  einiger  eleganten  Entwickelungen,  eine  sehr  scharfe  Kritik  toi 
Serret  und  LiouvUle  (Gompt.  R.  1174)  nicht  erspart 

Die  in  II, und  III  behandelten  Integrale  finden  sich  erweitert  nnd 
vollständiger  ausgeführt  in  der  Dissertation:  „Do  quibusdam  generibns 
intcgralium  ellipticorum"  (Berolini  l8ö7)  von  Röthig.  Ein  Ausjug 
dieser  lesenswerthen  Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Ueber  einige 
Gattungen  elliptischer  Integrale'*  im  Journ.  f.  Math.  1 56  p.  197—203 
mitgetheilt 

IV.    Es  sei  P  eine  rationale  Function  von  Xy  in  dem  Intregrtle: 

F.dx 


A 


\+bx+cx'^+gx^+cx^+hx^'{-aofi 
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NTy  was  dasselbe  ist,  in  dem  Integrale: 


Px'~^  dx 


H^    f 

ze  man  x+x^^  =  2z,  also  x  =  Z'±\/z^ — 1, 

£Ke  letzte  Gleichnng  diflTerentiirt  giebt: 


dx  /    dz  dz    \   \ 

x^  ~  V^Ti  ^  i/^^-i V2  ' 


Setzt  man  zur  Abkürzung: 

2a(4z3— 32)+2ft(2z2— l)+2cz+^  =  Z, 
nimmt  H  die  Form  an: 

^         f     Z,dz  f     Z^dz 

Zi  und  2^  rationale  Functionen  von  z  sind. 

V.    Ist  Q  eine  rationale   Function  von  y,  so  kann  man   setzen 
=  M+Ny^  wo  M  und  A'  rationale  Functionen  von  y^  sind.    Es 
nun: 

Qdy 


/ 


Fttr  y^  »s  «  nimmt  das  Integral: 


/ 


\/b+cy^+gy*'  +cy^+by^ 

nau  die  Form  des  in  IV  behandelten  Integrals  an,  wenn  dort  a=^  b 
setzt  wird.    Für  y^  =  x  reducirt  »ich: 

Nydy 


A 


]/h+cy^+g\/'+cy^+by^ 
ienbar  auf  ein  elliptisches  Integral. 

VI.    Auf  das  Integral  H^  in   V  lässt  sich  das  Integral: 


/Pdx 
l/a+2*x*+cP 


luciren,  wo  P  eine  rationale  Function  von  x  ist,  mittelst  der  Sub- 
tntion  X  s=  ('')  ^'  ^^^^  Substitution  setzt  voraus,  dass  a  und  c 
üche  Zeichen  haben. 

28» 
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Für  den  Fall,  dass  6  =  0,  a  =  ±1  und  c  =  T 1,  da«  Inte- 
gral also  die  Form  hat: 

Pdx 


/, 


l/±(l-a:«)' 
vergleiche  man  über  dessen  Redaction  eine  Abhandlung  von  Richeht 

in  Grelle.  Journ.  t32  p.  213—218. 

VIT.     Es  bedeute  0  eine  rationale  Function   von  sin^^.    Ist  io: 

J 


/Qdg> 


w  >  1,  so  setze  man  tn  =  -7-^-    und   sing)  =  sin  er  sintp.     Es  geht 
dann  V  über  in: 


J   l/i— sin^asin^y' 


wo  Q  eine  rationale  Function  von  sin^^  ist 

VIIL    Ist  m  positiv,  sonst  beliebig,  so  folgt   mittelst  der  Sobsti- 
tution:  <p  =  ■«- — V?\ 

f    o^9>     _  _|/r=r2  f     ^^ 

J    l/l+msin^g)  J   \J\—k^m?Vf' 

wo  K^  =  r-; — .    £s  bedeutet  Q  eine  rationale  Function  von  wnf 

1  -f-fW 

und  cos9>  oder  von  cos^  und  sin^. 

IX.    Ist  Q  eine  rationale  Function  von  sing)  und  cosg),  so  setse 
man  zur  Reduction  des  Integrals: 

Qdq> 


A 


l/a+6  cosg)+c  sing) 
^  =  7,\p+a  und  bestimme  a  durch:  6sina  «»  ccosa.    Es  wird  dass 
a+6  cosg)+csing)  =  a+(ftcosa+csina)cos2^ 
=  a+6cosa+csina-7-2(ftcosa+csina)sin*y 
oder  kürzer  a+ft cos g)+c sing)  =  a'±&'sin*^.    Der  Ausdruek  fftr  ö 
nimmt  die  Form   an  iß  =  if+^A^Bin^  cosV^,   wo   ^  und  N  rationil6 
Functionen  von  sin'V^  sind.     Das  obige  Integral  nimmt  die  Form  »*• 

Jl  r       ^^^       4_  i.  /^-^'siny  cosytfy 

V     l/a'i^'sin^v?       V      l/a'±*'Bin«ip  ' 
Das   erste   der  vorstehenden  Integrale   lässt  sich   auf  elliptisdie 
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Integrale  rednciren,  das  zweite  wird  rational  mittelst  der  Substitution 
al'±b'än^tp  =  x\ 


X.    bt  Q  eine  rationale  Function  von  sin9>  und  cos 9»,  setzt  man: 
2         •^'    2 


Ung-^  *=  «^i  "S"  =  arotanga:,  also: 


\—x^      .  2x      ^  2dx 

^«9>  =  rqr^,,  Bing)  -  j:p^,,  d^-  ^-p^,, 

80  geht  das  Integral: 

/Qdq> 

unmittelbar  in  ein  eUiptisches  Integral  über. 

E^n  anderes  sehr  ausgezeichnetes  Verfahren  dieses  Integral  zn 
rednciren  rührt  von  Gauss  her.    (Werke  III  p.333).*) 

XI.    Es  bedeute  Q  eine  Function  von  sin^g).    Für: 

m'sin^^ 


tangg)  =  mtangv,  sin^g)  = 


co8*V'+»»^8in^V>' 


,  cos^tp  ,  mdtp 

^        cos^ip+m^sin^V^'  ^        cos^V+m^inV 
nimmt  das  Integral: 


'J  \/a 


f 


i+ftsin^g)  l/a'+*'sin*9>' 
die  Form  an: 

mQd^ 

1/ä  ' 

wo: 

R  =  [acos*tp+(a+6)m2sin2V^]  [a'i^offl^+{a'+V)m^Axi}fp\. 

Eb  nimmt  /  die  Form  eines  elliptischen  Integrales  an,  wenn  m 
durch  eine  der  Gleichungen  a  =  {a-\'b)m^^  oder  af  =»  (ö'+6')m* 
bestimmt  wird,  was  voraussetzt,  dass  a  und  a+b,  oder  af  und  af+V 
gleiche  Zeichen  haben.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erftUt^  so  setze 
man  Änq>  ^^  x  und  betrachte  Q  allgemeiner  als  eine  rationale  Func- 
tion Yon  sing)  und  cosg).  Man  kann  dann  setzen  Q  =  -Ti+-TjI/1 — x\ 
wo  J^i  und  A^2  rationale  Funttionen  von  x  sind.  Das  Integral  /  geht 
dann  über  in: 

J  -    f  ^'^  +   f  ^^^ 

J   )/\—x^)/a+bx'^\/a''+h'x'^     J  ]/a+bx^  \/af+Vx'^^ 

•)  Vide  §  5. 
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Das  ente  der  vorstehenden  Integrale  ist  in  I  behandelt,  das  zweite 
hat  die  Form  eines  elliptischen  Integrals. 

Ausser  den  in   I — XI  betrachteten   Integralen  hat  Legendn  m    i 
Chap.  XXVII  auf  p.  178  und  p.  180  noch  einige  Integrale  reducirt,  derei   | 
vollständige  Ausführung  hier  zu  weit  führen  wttrde.    Da  die  behandel- 
ten Integrale  als  specielle  Fälle   der  in  IV  und  V  aufgestellten  Inte- 
grale erscheinen,  te  sollen   dieselben,  von   diesem  Oesichtspunct  n^ 
hier  noch  kurz  angemerkt  werden. 

In  dem  Integrale: 


%/     l/l  —  cos'a  Bin^9> 


setze  man: 

4    4 

l/l  —  cos^a  sin*9)  =«  yl/sina, 
also: 

cosasing)  -=  l/l — ^sina,  cos a  cos 9)  =  l/sinal/y* — sina. 
Man  erhält  so: 


A 


J   l/— sina(l+y«)+(l+sin^a)j^  ' 


welches  Integral  sich  auf  H^  in   V  reducirt  für: 

ft  =  — sina,   c  =  0,  und  g  ■—  1+sin^a. 
Setzt  man: 

l/l  —  cos^a  sin^g)  =  x  (/sin  a, 
so  geht  das  Integral: 


B-f.  ^ 

*^    l/l  — cos^a  sin^g) 


Aber  in: 

3^    r a:(sing)^d^ 

""       ^y   l/— Bina.(l+a:«)+(l+ßia*a)a:3" 

Dieses  Integral  kommt  auf  das  durch  H  bezeichnete  Integral  io 
IV  zurück,  für  a  =  — sina,  ft  =  0,  c  =  0  und  g  =  l+sin-a 
Das  von  Legendre  p.  183  behandelte  Integral: 

C  ssB    /  \  /l — cos^g  sin^y 


■■  -/i/*" 


dw 
smy 

nimmt  für  sing)  -=    7^==-  die  Form  an: 

l/coöcr 


C  =  2l/'cosa  / 

J 


(1  — co8«y*)rfy 


1/(1 +y®)  cos« — (l+cos^a)^* 
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Das  rechts  stehende  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  des  in  V 
mitersiiehten  Integrals  Hx. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  zu  §  5  folgende  Abhandlungen  nach- 
Mglich  angemerkt  werden^  welche  sich  mit  der  Reduction  elliptischer 
Integrale  auf  die  Normalform  beschäftigen^  oder  Untersuchungen  Aber 
lerartige  Integrale  enthalten. 

Heine:  Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  in  ihre  kanonische 
Form.    (Borchardt  Journ.  t.  53  p.  199—230). 
Die  Abhandlung  enthält  allgemeine  und  ausführliche  Untersuchun- 
gen über  den  Fall,  dass  die  Constanten,  welche  in  einem   elliptischen 
Differential  vorkommen,  nicht  reell  sind. 

Müiler:  Beziehungen  zwischen  dem  Modul  der  elliptischen  Functio- 
nen und  den  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Formen. 
(Zeitschrift  für  Mathem.  Jahrg.  18  p.  280—287). 
Eine  directe  Anwendung  der  Reductionsmetliode  von  Legendre  mit 
ßficksicht  auf  die  Gränzen  des  Integrals,  enthält: 
Lmdman:  De  formula  integrali 

dx 


f 


\/Bx^+Cx^+Dx+e' 


(Grunert:  Archiv  für  Mathematik.    Theil  27  p.  1—12). 
Sehr  ausführlich  ist  die  Reduction  behandelt  bei 
Guderincmn :  Theorie  der  Modular-Functionen  und  Modular-Integrale. 
Siebzehnter  Abschnitt.    (Grelle.  Journal  t23  p.  301— 353). 
Die  angewandten  Methoden,  an  sich  ziemlich  elementar,  enthalten 
schon   thellweisc  Begriffe   und   Bezeichnungen   elliptischer  Functionen. 
Briaschi:  Sopra  una  transformazione  deir  integrale  ellitico.    (Annali 

di  Matematica  1 3  p.  216— 220). 
Genocchi:  Intomo  alla  riduzione  degl*  integrali   elliticL    (Annali  d. 
M.  1 6  p.  5—17). 


Note  n. 


Die  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier. 

Da  die  £ntwickelung  einer  Function  in  eine  trigonometrische 
Beihe  bei  verschiedenen  Problemen,  betreffend  die  Theta-Functionen, 
xnr  Anwendung  kommt,  so  soll  eine  kurze  Ilerleitung  derartiger  lieihen 
hier  ansgeftihrt  werden.    Der  befolgte  Weg  ist  im  Wesentlichen   mit 
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dem  ttbereinstimmend,  welchen  Schlömilch  in  der  Schrift:  Die  Reiben- 
entwickelungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  (Dresden  1851) 
eingeschlagen  hat 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  q>{x\  ^^x\ 
f(x)  endlich  und  stetig  bleiben  innerhalb  der  Gränzen  des  Argumenta, 
für  welche  sie  zur  Anwendung  kommen. 

Die  geometrische  Progression  fahrt,  wenn  —  1  <  y  <  1^  auf: 

_J_.   =    l+y^«  +  yl^2«>... 

1 — y^* 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 

1/       1 1        \  ^  yrfnz  ^ 

2i\i  _y^t      1  —ye-^J         1  — 2y  cosz+y«  ~ 

ysinz+y^ßin2z+..., 

oder  durch  y  dividirt: 


sinz  * 


1 — 2y  cosz+y^ 


=  ^ir-^^i 


sm  nz. 


n       /*^__8inz_-      ,         ^  .         r^-^ 

1)      /     ; -z: : — ^dy  —   TjSinnz  /      y*-^ 

^      /     1— 2ycosz+y2   ^        ^         J      J 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 

OD 

0  «^0 

d.i. 

«v         ^  sinz  V^sinnz 

2)    arctang:; =    7^ • 

'  °1 — cosz        -^     n 

Das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  bleibt  endlich 
und  stetig,  wenn  der  Nenner  1  —  2yco8z  +  y^  von  Null  verschieden 
ist  Dieses  findet  statt,  wenn  z  innerhalb  der  Gränzen  0  und  2jr 
liegt,  welchen  Werth  auch  y  von  0  bis  1  annehmen  möge.  In  2)  wird 
folglich  0<z<2:7r  angenommen.     Da  fQr  ein  positives  a: 


arctanga+arctang—  =  -^,  arctaug(tanga)  =^  a^  a<^n 


so  ist: 


sinz  31  X       A        ^\  3t — z 


2, 

wenn  0<-^<;r  d,i.  0<z<  2jr.    Die  Gleichung  2)  wird  hierdurch: 

V     Jt—z        ^  sinwz    ..  ^     ^  Q 
3)    —^  =  2^  —^,  0  <  z  <  2jr. 

* 
Durch  Vertanschung  von  z  mit  jr  —  z  folgt: 
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Es  sei: 

h)    A  ^=^    I     9)(w)^7J ^ ^dw,  0^a;=jr. 

Da  0  <  x+tf  <  2:7ry   so  lässt  sich  A  nach  3)  auf  folgende  Form 
bringen : 


6)    A 


£ 


^/ 


Durch  partielle  Integration  folgt: 

/.f  vSinn(M+a:)  .           ,      .^  sin^io;    ,  .      sin/u;    ,  . 
9>'(«) \ '^=  (— 1)"-^9>(^) ^-9P(0) 

9)  (w)  cos  n  (m +a:)  du. 


s: 


Sammirt  man  in  Beziehung  auf  n^  wendet  die  Gleichungen  3)  und 
4)  aOy  so  folgt)  wegen  der  Bedeutung  von  A  aus  5): 

/ITT 

7)     --4  =  — "o^^W 5 — 9^(^) —  /     9>(w)  cosw(w+a:)(fw. 


Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  3)  und  4)  gieht, 
wenn  x  statt  z  gesetzt  wird  — :;r  <a;<  jr,  0<i'?<2jr;  es  ist  also 
in  den  Gleichungen  6)  und  7)  0<a:<jr.    Setzt  man: 


ij     9{u)du+ I 


^0  "0 

so    giebt  der  doppelte  Werth   von   A  aus   6)  und  7)   5=0,  wenn 
0<^x<J€.    Für  X  =  0  ist: 


Durch  partielle  Integration  folgt  auch: 
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A  =   j      9)'(w)J^ du  =  —  /     g>{u)^^eo%nudii^ 

Diese  GleichuDg  in  Verbindung  mit  9)  zeigt,  daas: 
10)    -^  j     q>{u)du+  I     9)(M)^cosnudw  =  — g)(0). 

Für  o;  =  jr  geben  die  Gleichungen  4)  und  5): 
11)    A  =    r  <p'{^)^{-\Y'^  du /'*9>'(«)|<fe 

t/o  «/o 


Wendet  man  wieder  die  partielle  Integration  an,  so  ist  auch: 

^=y%'(«)2:(-i)-^*'= 

—  /     9^W^^( — l)"coBnMdu  =  —  /     g)(tt)^2lrfC08n(tt+;r)rftt. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 
12)     -^  /     q>{u)du+  I      g>(u)j^toBn(u+jt)du  =  -^g>{x). 

•/q  t/o 


Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  8),  11)  und  12)  giebt: 

5  =  0,  0  <  o;  <  jr. 

13)    j^  =  f  9>(0),  X  =  0. 

S  =  "9'9^(^)>  ^  =  ^« 
In  dem  Integrale: 

14)  2. -y*%'(„)|;?!E!fc£V 

liege  X  zwischen  den  Gränzen  0  und  jr.  Man  zerlege  das  Int^nl 
in  zwei  andere  mit  den  Gränzen  {x,  jc)  und  (0,  x).  Da  im  zweiten 
Integrale  M<a;,  so  setze  man  sin  n(w-^a:)  =  — Binn(a; — m).  Man 
erhält  so: 


1 


5)  /?  =  /^W)2;''"^^;;~'^^tf^^-  /^Vw]S''"''^n""'^^' 
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sten  Integrale  ist  0  <  m  —  a:  <  jr,  im  zweiten  0  <  o: — w  <  jr. 
in  ^80  die  Reihe  3)  an,  so  wird  der  Werth  von  B: 

g)'(w) du ^ —  /     (p\u)du  —  -^  /     <p\u)udu  = 


4)  oder  15)  erhält  man  dorch  partielle  Integration: 
i)  und  4): 


:- 1)-^'-^+9.(0)  2^"^  =  A«)  coB«(«-a:y«, 


nan: 


#     g)(tt)(ftt+  /     g)(w)^^co8n(M — x)du  —»  5i, 
0  t/o  1 

er  doppelte  Werth  von  B  aus  16)  und  17)  S^  =  Jr9>(a:), 
c<jr.  Da  die  Werthe  von  S  und  S^  aus  8)  und  18)  tmt 
>n  für  OJ  «=  0  und  o:  =  :;r,  so  ist: 

^  =  f  9>(0),  0-  =  0. 

man  diese  Relationen  mit  den  Gleichungen  13)  zusammen, 
rch  Addition  und  Subtration: 

5i+6'  ===  nq>ix\  0  =  .r^jr, 

5j — S  =  jr  9)(a:),  0  <  x  <  ^. 
ibstitntion  der  Werthe  von  S  und  S^  aus  8)  und  18)  ftlhrt 
senden  Reihen,   welche   unter  dem  Namen   der  Reihen  von 
ind  Faurier  bekannt  sind. 

=   /     ^{u)du+2J^coBJix  I     g)iu)  C0S71U du,  i)  =  x  =  jr. 
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20)    jcq){x)  =  IJ^Ännx  j     q>{u)%\jinudu^  0<a:<jr. 
Man  setze  a;  =  —z,  in  den  Integralen  rechts  ti  "»  — ,  die  6ld- 


chun^n  19)  und  20)  werden  dann: 


008 — d». 
a     ' 

0 


COS dv.  0=j;=4 

a       ' 


t/o 

oder  9)f  —  j  =  ^(z)  und  o;  statt  z  gesetzt: 
21)  atp(x)  =  /    tp(v)dv+2^tQü'^  I    tp{p) 

t/o  t/o 

22)aip(a:)—  ^^B^n^  /    VW  sin^iÄ;,  0<x<(i 

In  der  Gleichung  21)  nehme  man  ^{x)  =  (^^tt^H^^  in  jj) 
tp  (x)  =  ^ -'.    Da  nun  allgemein : 

/   Fiv)f{—v)dv  =    /   F{—v)r{v)dv, 


0 

so  geben  die  Gleichungen  21)  und  22): 


a 


x)  1    /^^.  ,  ,    .  V'        ^^^  r" rt  \       '*^A. 

--  «=  y  #    /^(t;) <fy+  2^^^—  I    f{v) cos — *, 

=  ^^sm #     /(t;)8in  —  w. 


"^  2 

/'(a^)-/'(-a:) 
2 

Aus  der  Summe  dieser  Gleichungen  erhält  man: 


2a fix)  =   I    f(v)dv  +  2^  I    f{v)coB 

Setzt  man  rechts: 

2co8a  =  ^*  +  e'-^f 


nxdv. 


so  ist  auch: 


445 
OD     nnxi    j^  nnvi 


/OD      nnxM     y»a  nnvt 

f{v)dv+^e  «     /   f{v)e     '^dv+ 


nnon     y«a         nTCVt 


00  wTmnt     y^ 


/•(t;)<r  ^  <ft;. 


Kimmt  man  in  der  ersten  Summe  rechts  n  =  m,  in  der  zweiten 

'^    —I»,  80  ist  einfacher: 

m  =  OD     mnxi     •»«  mxrri 


^QB  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  die  allgemeine  Entwickelung: 

fit  =  00  mnxi 

22)    f(x)  =      2     ^« 


,e  « 


m  =  — <» 


-/ 


a  iitTrrt 


23)    2a.4«  =    /    f(v)e       ^   dv. 


Bedeutet  v  eme  nnbegränzt  zunehmende  Zahl,  so  giebl  die  Glei- 
kung  19)  für  x  =  0: 

/«                  ^                        y^TT        sin(2i;+l)~ 
g>(ii)[\+2^^coBnu]rIu=^  j     (p(u) du, 
_                           *                          /ft                    sin-=r 


sm-2- 


u 


Setzt  man  im  Integral  links  "a  ^^  ^»  ferner  9p  (2t;)  ^=  V'(t^);  so 
»Igt: 


ft^\     ^     /Ax           /^       ,  ^sin(2i;4-l)t;  ,     ,  . 

24)     -^n>{fS)  ==    /       ^{p) -^^^dv,  {v=oc). 

bt  ^(v)  =i  f(v+z)f  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 
^ri\  i^^i    I    .sin(2i;+l)t;  ,       ,  . 


Es  sei: 


rtr\        ry  #  ^/       .       xSin(2v+l)tt, 

25)     C  —   /      /(w  +  z)  — \        '   du, 

V  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet    Man  zerlege  (7  in  eine  uu- 
lliche  Beihe  von  Integraleui  indem  man  setzt: 
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2n         j^Zn 


/n       pm        p6n 


0  ^n  ^lai 

Im  ersten  Integrale  rechts  substitnire  man  u  =  ir,  im  zwei 
w  =  jr+w,  im  dritten  u  =  2ji+w  u.  s.  f.  Die  Gränzen  der  säm 
liehen  Integrale  werden  dann  0  and  jr.  Vereinigt  man  dieselben 
einem  Integral,  so  nimmt  C  folgende  Form  an: 


/n 


inw+z)+f{3c+w+z)+f{'lx-{-n>+z)+...f^^^i^^^fm. 

sinir 

0 

Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  swei  Integrale  mit  den  Qiin- 
zen  (o, -^  1  und  ('a'*'^)*    ^  ersten  Integral  substitaire  man  it^^r, 
im   zweiten   tv  =^  ji  —  v.     Die   Gränzen   beider  Integrale    sind  dtui 
Ihre  Vereinigung  giebt: 


(o.  f). 


n 

26)     C=   /   %(„)?»i?i±lL"*, 

'  smt;  ' 

0 


-/ 


27)     Fiv)  =  /•(»+2)+/-(jr+!;+2)+/-(2jt+f;+2)+... 

+f{x—v+z)-\-ni3t-i>-\-z)+... 
Man  lasse  v  nnbegränzt  zunehmen,  nach  24)  geht  dann  die  Gtei- 
chnng  26)  ttber  in: 

C  =  f  F(% 
d.i.  nach  27):  r  =  a> 

r=  l 
Substituirt  man  den  Wertli  von  C  aus  25);  so  erhält  man  folgende 
Gleichung,  welche  von  Lejeune-Dirichlet  herrtthrt: 

Wm  r nu+z)'^^±^du  =  I  [/•W+22/(r^+^)],  (.'=-). 

Es  ist  dieses  die  Gleichung,  welche  im  §  17  zur  Anwendung  ge- 
kommen ist. 

Ist  a  eine  beliebige  Quantität,  so  giebt  die  Gleichung  19), 

gesetzt: 


Für  o:  =  jr  und  a?  «=  0  erhält  man  hieraus: 


28)  ^5!^l±£l!Z_i  =  2>:-^,. 
a  1      ,-v(-i)"« 

fPn ^-«7t         o  ^  ««  +  «2 

Die  Differenz  dieser  Gleichungen  giebt: 
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OD 


07C  CCTC 

e^—e     ^  ^ 


=  4y ^ 


oder  a  mit  2a  vertauscht: 


Mit ^ — an  ^^  ^ 


In  28)  und  29)  setse  man  ayt  =  j3/  und  multiplicire  auf  beiden 
Seiten  mit  ß^  dann  folgt: 


f-^  _  ^-. ^ 

Diese  Gleichungen  mit  dt  multipUcirt,  nach  t  zwischen  den  Grän- 
sen  0  und  1  integrirt  geben: 

log— ^^ ^2-i««(^i+^> 

3eht  man  von  den  Liogarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist: 

^=^^  fi(x^£.\  <^+Cl-  fr(x  ,      ^»'     \ 

In  Folge  der  Ableitung  ist  ß  ganz  arbiträr.    Nimmt  man  ß  => 
li — ft  •—  i(o+fti),  so  folgt: 

e(«+W)i_^-(«+W)i        8in(a+W)  _    y/f.      fa+btY\ 

OD 

COS 


2i(a+&t) 


..^«=y/[.-(i^)] 


2 

Eb  sind  dieses  die  Gleichungen,  welche  zur  Reduction  der  unend- 
lichen Doppelproducte  des  §  10  zur  Anwendung  gekommen  sind. 
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Note  m. 

Transformationen  einiger  unendlichen  Producte  in  Reihen. 

In  §  12  ist  zur  Darstellnng  einiger  unendlichen  Producte  io 
Reihen  das  einfache  Princip  der  Zerlegung  in  Partialbrflche  angewandt 
Allgemeinere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  hat  Heine  gege- 
ben in  einer  Abhandlung,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  sogenaDO- 
ten  hypergeometrischen  Reihe  enthält  (Crelle.  Journ.  1 34  p.  307). 
Eine  bemerkenswerthe,  hierauf  sich  beziehende  Gleichung,  ist  in  t39 
des  Journal  v.  Crelle  p.  124 — 125  mitgetheilt  Eine  weitere  Darlegung 
der  geistreichen  Resultate  würde  hier  zu  weit  führen. 

Die  Entwickelung  des  in  §  15  aufgestellten  unendlichen  Products 
hat  Gauss  auf  folgende  Art  ausgeführt  in  einer  Notiz,  welche  deo 
Titel  trägt:  Varia  Imprimis  De  Integrali 

du 


/ 


und   vom  November  1799   herrührt     (Gauss,   Werke  t3  p.434).  Eb 
sei: 

(1+^^)  i^+q^z)  (l+^^z)...(l+^z~»)  a+q^z'')  a+q^zr')...  - 

...  +-^  +  ^+P+Qz+Rz^+... 
z^      z 

Setzt  man  zq^  statt  z,  so  wird  das  links  stehende  Product  repro-  ' 

ducirt,  dividirt  durch  qz.    Hieraus  folgt: 

Gleiche  Potenzen  von  z  führen  auf  folgende  Gleichungen: 

q  ~     '    q^         ^'   q^         ^'"' 
oder:  ^  Q  =  Pq,  R  =  Pq\  S  =  Pq^,,... 

Es  ist  folglich: 

1)     (l+qz)  i\+q'z)...a+qz-')  (\+q^z-')...  = 
P[^+q(z+zr-^)+qHz^+z-^)+qHz^+z-^)+ ...]. 
Ganz   ähnlich    wird    das  Quadrat    des    links   stehenden  Prodoe» 
entwickelt. 

Die  Bestimmung  der  Constanten  P  ist  nicht  ohne  einige  Schwi(*fif 
keit,  wie  auch  Jacobi  bemerkt  bat.  (Fundamenta  p.  178)  Man  ^^'' 
gleiche  hierüber  die  folgende  Note. 
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Mit  nnendliohen  Producten,  wie  das  in  der  Oleichung  1)  enthal- 
ne,  hat  sich  Cauchy  in  den  folgenden  Abhandlungen  besehäftigt, 
eiche  gleichzeitig  Anwendungen  der  sogenannten  Residuen-Rechnung 
ithatten. 

Memoire  snr  une  certaine  classe  de  fonctions  transcendantes  li^es 
entre  elles  par  un  Systeme  qui  fournissent  comme  cas  particuliers^ 
leg  d^veloppements  des  facteurs  elliptiques  en  s^ries.  (Comptes 
BenduB  1843  tXYU  p.  640— 651.) 

Memoire  snr  les  factorielles  g^om^triques.    (ib.  693 — 703). 

Memoire  sur  les  fractions  rationelles  que  Ton  peut  eztraire  d'une 
fonetion  transcendantes  et  sp^cialement  du  rapport  entre  deux  produits 
de  factorielles  reciproques.    (ib.  921 — 925). 

Memoire  snr  les  fonctions  qui  servent  ä  d^composer  en  fractions 
rationelles  le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  reciproques. 
(iWd.  1169—1164). 

Als  Supplement  zu  diesen  Abhandlungen  dient: 

Note  sur  les  propri6t6s  de  certaines  factorielles  et  sur  la  d^com- 
position  des  fonctions  en  facteurs.  (C.  R.  1844  t.XIX  p.  1069— 1067). 


Note  IV. 

keorem  über  die  Theta-Functionen.    Transformation  einer  Reihe  in 

ein  ProducL 

Legt  man  die  Reihen  des  §  16  als  Definitionen  der  Theta-Func- 
lien  zu  Grunde,  so  kann  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacohi  auf 
^nde  einfache  Weise  umgekehrt  von  den  Reihen  zu  den  Producten 
^rgehn. 

Die  Oleichung  22)  der  Note  U  giebt  für  a  =  jr: 

1)  fix)  =    2  ^-' «~'' 

m  =  — OD 
Hit  Hfllfe  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  sehr  leicht   der  Satz: 
dde  Fanctiony  welche  der  Bedingung: 

nx+i\ogq)  =  —q-'  i^'nx) 
Hflgt^  ist  von  der  Form  ÄB'{x)+Bd'i{x\  wo  A  und  B  von  x  un- 
bingig  sind.** 
IMe  bemerkte  Bedingung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  1)  giebt: 

laatptr»  «llipt.  Fanotlonen.  29 


4^ 

00  OD  00 

In  der  Summe  rechts  m  mit  m  —  2  vertauBcht  giebt: 

Da  X  arbiträr  ist,  so  kann  diese  Gleiohnng  nur  stattfinden  ftr** 
Am  9"^  =  — ^*  ^«-8.  Je  nachdem  m  grade  oder  ungrade  folgt 
hieraus: 

Diese  Gleichungen  fahren  auf: 

WO  i^o  und  i^t  beliebige  Constant^n  sind.    Die  Gleichung  1)  wird  ftr 
die  vorstehenden  Werthe  det  GoefBcienten : 

OD  00 

Pur  An  ^=  A  und  Ai  =  — iBgi  ist  einfacher: 

/•(x)  =  AH^)+B&i{x), 

was   die   zu   beweisende   Gleichung   ist    Jenachdem  /*( — x)  «=  /(x) 
oder  f{—x)  =  —  A^)  wt  /(x)  =  A&{x)  oder  /(o:)  =  B»i(xy) 

Nach  §  16  ist: 

Fflr  x  »B  0  folgt  hieraus: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ^(x)  verschwindet  ftlr 
X  —  i^^T-^'log?,  oder  für  ±2xj  -=  (2n— i)log«'  =  log?*^' 
d.h.  also  wenn: 

Hieraus  folgt,  das^  1— jr*»-^e^,  1  —  q^^^  er^  Factoren  voi 
ß'{x)  sind,  in  welchen  n  alle  gansszahligen,  positiven  Werthe  annehmeo 
kann*  Bezeichnet  man  das  Product  aller  dieser  f^actoren  durch  f{x)i 
so  ist: 


*)  Ueber  den  bemerkten  Satz  vergleiche  man: 

.  £ztrait8  de  deux  lettres  de  M,  Ch.  Hermite  k  M,  Jacoht,  Grelle.  J.t^ 
p.284. 


m 


OD 


2)  ri^)  =  77'(i  -  9*^'  ^  (1  -«'--'  r-" ) 


1 

OD 


Diese  Gleichnng  giebt: 


Da  nun  nach  2)  /"( — x)  =  /(x),  so  unterscheidet  sich  f{x)  von 
B'{x)  nur  durch  einen  Factor ,  welcher  von  x  nnabh&ngig  ist  Mit 
Rflcksicht  auf  2)  folgt  also: 

3)     &{x)  =  F(q)  fl(\  —2q^^  cos2a:+^*"^), 

wo  F(g)  eine  Function  von  q  ist  Dieses  ist  dieselbe  Gleichung^ 
welche  nach  Note  ill  Gauss  auf  umgekehrtem  Wege  gefunden  hat, 
für  z  —  —e^  und    P.F(q)  =  1. 

Zur  Bestimmung  von  F{q)  dienen  die  Gleichungen  18)  von  §  20, 
nimlich: 

Für  X  —  -T-  erhält  man  hieraus: 
4 

4)  ^»(f ,  <?)  =  *(p  9)  -  *(0,  «0. 
Nach  3)  ist: 

1 

also  ^  statt  4^  gesetzt: 

5)  H^l")^  Fiq*)jji\-q^y. 

1 

Für  a:  -=  j  giebt  die  Gleichung  3): 


6)  *(f,<r) 


00 


1 

Da  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6)  nach  4)  einander 
gleich  sind,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F{q): 

oder: 
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7)     /•(«)  =  Fi9')JI(\-  q^)  (1  -  <?*-»). 
In   J7(l  —  ^*-*)    unterscheide    man   die    graden    und   ungraden 
Werthe  von  ^2,  so  dass: 

ZTo-^'-o  =7/(1 -<r-»)  (!-?«'-), 

oder  rechts  wieder  n  statt  r  gesetzt: 

7/(1-«*-')  =  7/(1 -«•^)0-9'^- 

Die  Gleichung  7)  wird  hierduch: 

8)     Fiq)  -  F{<i*)JJ{i  - ^-»)  (1  - «*•-*)  (1  -q"^). 

Es  sind  alle  graden  Zahlen  in  einer  der  vier  Formen  enthalten: 
Suy  8n — 2,  8«  —  4,  8n  —  6,  Multiplicirt  man  die  Gleichung  8)  auf 
beiden  Seiten  mit  77(1 — ^),  so  lässt  sich  der  Factor  von  F{^)  auf 
der  rechten  Seite  einfach  schreiben  /7(1 — ^).    Man  erhält  so: 

Hq)Hiy-^)  -  ^(«*)7/(i -<?*•), 

oder: 

n{\—q^n)        27(1  _^«)' 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt,  dass  jede  Seite  constant 
ist  Nimmt  man  g  =  0,  so  reducirt  sich  jede  Seite  auf  F{^\  es  i^ 
also  F{q)  =  /-(O)  77(1  —  ^2«),  Für  ^  =  0  ist  also  ^(ar,  0)  =  1. 
Die  Gleichung  3)  giebt  dann  1  ==  F{j)\  hieraus  folgt  schliesslich: 

^(«)  =  7/(i-«n 

und  noch  3): 

9)  ^{x)  =  ]T(\—q''')]I{\—2q^^  cos2x+^*— 0- 
Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  wieder  die  unendlichen  Doppel- 
producte  herstellen,  welche  im  dritten  Abschnitt  als  Zähler  und  Nenner 
der  elliptischen  Functionen  auftraten.  Da  die  Ausführung  kein^  be- 
sonderen Schwierigkeiten  darbietet,  so  soll  dieselbe  hier  der  Kflne 
halber  übergangen  werden. 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Transformation  einer  Reihe  in 
ein  Product,  mittelst  der  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange  rührt  von 
Jacohi  her,  welcher  eine  directe  Verification  zwischen  Reilie  und  Pro- 
duct, indem  er  jeden  dieser  Ausdrücke  logarithmisch  differentiirte,  zun 
Gegenstände  einer  interessanten  Abhandlung  gemacht  hat  Man  Ter- 
gleiche  hierüber:  ^lieber  die  unmittelbare  Verification  einer  Fundamen- 
talformel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen**  enthalten  in 
Crelle's  Journal  t.  36  p,  75 — 80,  oder  auch  Jacohi:  Mathemat  Werke 
IL  p.  7—12. 
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Nimmt   man  in  der  Gleichung  1)  von  Note  III  z  «=  — e^  so 
ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Gleichung  9): 

Z7(l  — ^*^») 
Dft  z  in   der  No^e  III  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen   hat,   dass 
Product  und  Reihe  endliche  Werthe  haben,  so  gilt  in  Folge  davon  die 
Gleichung  9)  für  ein  beliebiges  reelles  oder  complexes  x. 


Note  V. 

lieber  einige  Folgerungen  Jacobi's  aus  dem  Additionttheorem   der 
elliptieohen  Functionen  durch  Combinationen  der  betreffenden  Gleichun- 
gen und  Integration. 

In  der  Abhandlung  ^Sur  la  rotation  d*un  corps^  hat  Jacobi 
(Grelle  Joum.  t39  p.325,  Werke  II,  p.  171)  ein  System  von  16  Glei- 
chungen aufgestellt,  von  denen  12  je  zwei  der  Functionen: 

sin  am  (a+ 6),  cos  am  (a+ fr),  Jam(a+fr) 
enthalten,  während  in  den  vier  übrigen  sAmmtliche  drei  Functionen 
vorkommen«  Diese  Gleichungen  sind  mehrfach  abgeleitet  worden  z.B. 
von  Broch  in  der  Abhandlung  9,Sur  les  formules  d'addition  des  fonc- 
tions  elliptiques  de  M.  C-G-J.  Jacobi^  (Comptes  Rendus.  t59  p.99 — 1004) 
und  BjÖrVmg  ^Notes  sur  les  formules  d'addition  des  fonotions  ellipti- 
ques"  (Grunerts  Archiv  f.  Math,  t  47  p.  399—402). 

Aus  den  Gleichungen  für  cosam(a+fr)  und  Azm{a+h)  ergiebt 
sich  leicht  die  folgende  Gleichung: 

1)  cosamXa-|-fr)+8inama  sinamfr  ziam(a-l-fr)  =  cosama  cosamfr. 
Vertauscht  man  a  mit  a — ft,  darauf  — h  mit  ft,  so  folgt: 

2)  cosam^  cosam(a+fr)-|-sinamfr  ziama  sinam(a4-fr)  =  cosamo. 
Durch  Vertauschung  von  a  und  b  folgt  hieraus: 

3)  cosama  cosam(a+fr)+sinama  ziamfr  sinam(a+fr)  "^  cosamfr. 

Wird  in  der  Gleichung  1)  a  durch  a+A^  ersetzt,  so  geht  dieselbe 
Aber  in: 

4)  Jama  8inam(a-|-fr) — sinama  cosamfr  Jam(a+fr)  =  cosama  sinamb. 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  b  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

5)  J  am  fr  sin  am  (a4- fr)— sin  am  fr  cosama  Jam(a+fr)  =^  cosamfr  sinamo. 

In  der  Gleichung  4)  setze  man  a — fr  statt  fr,  dann  fr  statt  — fr, 
es  ist  alsdann: 
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6)  sin  am  2^  cos  am  (a+ fr)  —  cosamd  zlama  öosamCa+fr)  "^^ 

— sinama  Jam(a+fr). 
Darch  Vertauschang  von  a  mit  b  folgt  hieraoB: 

7)  sinama  coBam(a+fr) — eosama  Jamfr  co8am(a+fr)  ==■ 

— sin  am  fr  i4am(Ä+fr). 
lii  der  Oleichong  4)  vertausche  man  fr  ndt  fr — a  und  darauf  a 
mit  — Oj  man  erhfllt  so: 

8)  — cosama  8inam(a+fr)+Binama  Jamfr  cosam(a+fr)  ^= 

— sfnamfr  zlamo. 
Diese  Gleichung    führt  durch  Vertauschung  von  a  mit  fr  auf: 

9)  — cosamfr  sinam|(a+fr)+sinamfr  Jama  cosam(a+fr)  »= 

—  sinamaJamfr. 
Ersetzt  man  in  der  Gleichung  1)  a  durch  a+Kj  fr  durch  fr+^} 
so  findet  man: 

10)  Jama  Jamfr  cOBam(a+fr)+Ar^8inama  sinamfr  «»= 

cos  am  ö  cos  am  fr  i4am'(a+fr). 
In   der   vorstehenden  Gleichung  a  —  fr   statt  a,  dann  — fr  statt  b 
gesetzt  führt  auf: 

11)  Jama  cosamfr  cosam(a+fr)+A/^sinamfr  sinam(a+fr)  = 

cosama  Jamfr  Jam(a+fr). 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  fr  folgt  hieraus: 

12)  Jamfr  cosama  cosam(a+fr)+A:^^8inama  sinam(a+fr)  "== 

cosamfr  Jama  Jam(a+fr). 
Zwischen  den  Gleichungen  1)  und  10)  eliminire  man  das  Prod.^^ 
sin  ama  sin  am  fr;  man  erhält  dann  die  merkwürdige  Gleichung: 

13)  Jama  Jamfr  Jam(a+fr) — Ar^cosama  cosamfr  cosam(a+fr)  =    ^  ', 
Werden  a  und  fr  hierin  durch  a+IC  und  b+K  ersetzt,  so  fo 

14)  Jam(a+fr)+^^8inama  sinamfr  cosam(a+fr)  ==  Jama  Jamfr. 


Setzt  man   a — fr  statt  a  und  darauf  — fr  statt  fr,  so  giebt      ^^ 
vorstehende  Gleichung: 

15)  Jamfr  Jam(a+fr)+^^Binamfr  cosama  sinamfa+fr)  «=  Jarno. 
Durch  Vertauschung  von  a  mit  fr  erhält  man  schliesslich  aus     ^-^ 

vorstehenden  Gleichung: 

16)  Jama  Jam(a+fr)+Ar2sinama  cosamfr  sinam(a+fr)  =»  Jamfr. 
Dieses  sind  die  16  Gleichungen  Jacobfs  in   etwas  verschied^^^^ 

Anordnung  wie  sie  Björling  abgeleitet  hat    Es  verdient  bemerkf^       ^ 
werden,   dass   die  Gleichung   13)   sich   schon   bei   Gueizlaff  in  eii:^^ 
kleinen  Aufsatze.  ^Aequatio  modularis  pro  transformatione  AmetioB^*^ 
ellipticarum  septimi  ordinis**  findet.  (Grelle.  Joum.  i  12  p.  173). 

In  der  Abhandlung  ^Formulae  novae  in  theoiia  transeendes^^^ 
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Ipticarnm  fandampntalfla"  (Grolle.  J.  t.  XV  p.  199—2041  Irat  Jncohi 
nji  ein  sehr  cinfachcB  IntogratiouBverfaliren  eine  mfirkwurdige  He- 
ion  nwiBclien  Sinns  Amplitudinis  aufgcBt«llt,  für  welche  Richelot 
id.  p.  201)  einen  direoten  Beweis  gegeben  hat. 

Setzt  man  im  Zähler  von  8inam(«+(Ü)   a  =  ii+a,  ß  =  u+b,  so 
tt  aioh  derselbe  schreiben : 

ainam(u+ei)  coBara(7j+*)  ^am(M+ft) 
+  8inanj(M+ft)  coBam(u+a)  .S&miti+a) 


^=  Binfim(u+a) 


tfBinam(«+&) 


+8inani(K+i) 


dänAmiu+a) 


(fBinam(u-|-a)  sinam(u-|-Ii) 

dii 
!t  man  ferner  im  Zähler  von  8inam(«+;y)  «=-;/,  ß  =^  u+i 
Bich  derselbe  auf  die  Form  bringen: 

rfainara!/.8inam(H+a-f-fc) 
du 
Gleichung  beider  Wertfae  von  sinam(2»4-a+^)  giebt: 
dBinam(H+tt)  sinampt+A) 

Ai _ 

l — /r'8in'am(w+a)  8in^am(M+ft) 
(f  sin  am»  aia  am  {u-\-a+b) 

du  ~       ^ 

1  — A'8in*amM  ain'am(M+a+6) 
te^rt   man   in  Beziehung   anf  »  von   u  =  0   bis  u  ='  i 
man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  flbergeht: 
lH-ißinam(M+a)  Binam(«+/')   1 — A sin  am«  sinamii 


.1 — ABinam(u+a]  Binam(u+(')'  l+Asiua 
l+*8inami(  Binam(u+a+ft) 
1 — A:  sin  am»  sinamOi+u+Ä) 
!  Gleichung  entwickelt  giebt: 
IMDd  «innm'*+Binam«ainam(ii+a-+-M — Binam(»+n)  Binam{M+ft) 
a  sinamf'  8inam((/+fl)  aiaumlu+b)  ainaoiM  8inam(«+a+ft). 
ntauBcbt  mau  u,  a,  h  respective  mit  ui,  ai,  bi,  ferner  k  mit  dem 
■nent&rmodul  A',  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

(tangama  tangam^+tangam»  tangam((i+a+6| — 
tangam(u  +  «)  tangani(«+'>)  = 
I  i"  tangama  lang  am  ö  tangaDi(u+a)  tangam(«-i-6)  X 
l  tangamif  tangam(M+o+6). 
OD  der  Gleichung  17)  „qaae  est  formula  nova,  maximi    momeuti 


i«) 


456 

per  totam  theoriam  fanctionam  ellipticamm**  hat  Jacohi  AnwendoBgen 
auf  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  gemacht  Der  directe  Beweta, 
welchen  Richeloi  von  def  Gleichung  17)  gegeben  hat,  beruht  auf  der 
folgenden  sehr  einfachen  Betrachtung.    Setzt  man  zur  Abkflnong: 

sin^amee  =  x^  sin^amjS  =  y,  sin^am/  ™  z, 
80  ist  nach  §  24 : 

sinam(a+i9)sinam(a— i9)  =  jt^j^, 


19) 


k^xy 
8inam(y+a)  Binam(y — a)  =  ^ rs — , 

sinam(/3+7)  Binam(j3 — 7)  — 


\—khfz' 

Bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen,  bringt  reehts  die 
Ausdrücke  auf  denselben  Nenner,  so  ist: 

20)    sinam(a+i3)  sinam(a — j9)+8inam(7+a)  sinam(7  —  a) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich  dem  Prodnete 
der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  19)  multiplicirt  mit  — Ar^,  also  »nA 
gleich  dem  Producte  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  19)  multipliciit 
mit  —  k\    Die  Gleichung  20)  führt  hierdurch  auf  folgende  Gleichnng: 

sinam(a+/3)  sinam(a — ß) — sinam(7+a)  sin  am (7 — «)+ 

8inam(j9+7)  sinam(j3 — 7)  = 
—  A:2sinam(a+j3)  sinam(a — ß)  sinam(7+a)  sinam(7 — a)  X 

sin  am(j3+7)  sin  am  (ß  — 7). 
Diese    Gleichung    fällt    mit    der    Gleichung   17)    zusammen     ^ 
a+ß  =  aj  a — ß=b,  Y+a  =  u+a+b,  also  7 — a  =  M,  /J+7=  ^'^ 
ß—r (u+b). 


Note  VL 

Das  Theorem  von  Fagnano.    Die  Ellipsen-  und  Hyperbelbog^ 

Theorem  von  Landen. 

Mit  dieser  Bezeichnung  ist,  wohl  namentlich   nach  Legmäti 
geometrischer  Satz  belegt  worden,   dahin  lautend,   dass   auf  de 
fange  einer  Ellipse  sich  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Bogen  !► 
men  lassen,  deren  Differenz  durch  eine  gerade  Linie  ausdrflckh 


j 
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Der  Veninril,  Bogen  von  Cnrven,  welche  Bogen  nicht  snperpoBabel  sind, 
mit  einander  zu  vergleichen,  ist  schon  vor  Foffimm  gem&chL  In  der 
folgenden  Note  sind  einige  BciBpiele  mitgetheilt  von  Curveobogen,  die 
ücli  nicht  anf  einander  legen  Insse»  und  dnuh  gleiche  Lftnge  h&bcn, 
oder  deren  Differenz  sieh  durch  die  Differenz  zweier  Geraden  ansdrOc- 
ken  Iftsst.  Was  die  Entdeclcnng  Faguano's  besonders  merkwürdig 
macht  und  Bicb  bei  Legeiiiire  nicht  hervorgelioben  findet,  ist  die  Weise 
wie  Fagnano  seinen  Satz,  oder  besser  seine  S&tze,  mit  Hlllfe  von  Be- 
trachtnngen  herleitet,  welche  eine  bemerkenswerthe  Analogie  mit  dem 
Verfahren  zeigen,  welches  der  unvergleichliche  Enler  bei  dem  Addi- 
tionstheorero  der  elliptischen  Integrale  angewandt  hat  Bei  der  emi- 
nenten historischen  Bedeutung  der  Untcrsnchungen  von  Fagtmno  ist 
es  wohl  am  Besten  die  eigenen  Worte  des  hervorragenden  italienischen 
Mathematikers  an7:uf(lhreu.  Eb  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  llber  das 
Leben  und  die  Arbeiten  des  CmUe  di  Fagnaiio  (geb.  zu  Sinigaglia 
26.  September  1682,  gest  1766)  eine  Reihe  vorzOglicher  Au&ätze  findet 
in:  Bulletino  di  blbliogrnphia  e  di  storia  dclle  seienze  matemaüche  « 
fifticbe   publicato   da  B.  Boncompagni,     Roma  1870.     T.  III  p,  1 — 66. 

Die  betreffenden  Resultate  seiner  Unlersnuhungen  hat  Fagnatio 
zuerst  mitgetheilt  in:  Giornale  de  'Letterati  d'ItalJa.  Tonio  Ventesimo 
8e«to.  Anno  MDCCX\a.  Vcnczia  MDCCXVL  pag.  266—279.  Das 
-Uiornale"  enthält  in  seinen  verschiedenen  Bänden  eine  Reibe  raathe- 
malischer  Hittheilungen  von  Fagntmo,  welche  nebst  andern  Arbeiten 
später  gesammelt  erschienen  unter  dem  Titel:  Produzioni  Matematlohe 
Del  MarcbcBB  Giulio  Carlo  De'  Tosclii  Di  Kagnano.  Pesaro  MDCCL. 
•2  vol.  in  4**.  Auf  dem  Titel  jede«  Bandes  boßndct  sich  innerhalb  einer 
Vignette  eine  Lommseate  mit  der  L'ebcrschrift  _Deo  Veritalis  Gloria", 
durch  weiche  Curve  die  Entdeckungen  von  Foffiumo  angedeutet  sind, 
welche  er  selbst  für  seine  bedeutendsten  gehalten  hat  Die  AufsAtic 
im  -Oiomale"  sind  von  dem  Verfasser  mit  der  Unterschrift  Fagnani, 
dem  Plural  von  Fnijiuaw,  als  „Patrizio  Senogagliese"  versehn. 
Im  Tomo  Secondo  p.  336  findet  man: 
^L  Teoroma 

^^B  Da  cni  sl  deduce  una  naova  misura 

^B  Degli  Arclii  EUitici,  Iporbolici  e  Cicloidali. 

^H^Ne'   due   piilinomj   infraacrittj    ^',   e  .^   e   ncU'   equazinne   (1)   le 
^^fce  K,  l,  r,  ff,  rnppresentino  quäl  sivoglia  quantitii  <rostaute, 
^^  Jo  dico   in  prinio    luego,    che  se  null'    equazione  (1)  responente  * 
«ignificR  l'unitii  poaitiva,  Tintegrale   dell'   aggregato   de'   dne  poliuumj 

JC+Z  e  ognale  a . 


J[o  dico  in  secondo  luogo,  clie  se   nelU  medesimit  eqnauoae  (1) 
Vesponente  s  esprime  runitä   negativa,  allora   Tintegrale  dl  Ä+Z^  h 

xz\J — h 


nguale  a 


\J^)        /— — — — 

Vfxx+g 
(Z)  ^^\/^^^+^ 


(l)fhxxzz*+flxx'+flzz*+gf  —  0. 
Dimoatrazione  della  prima  parte  4^1  teprema. 
Dali'  equa,zione  (1)  naace  la  segnente 

^   _  ]/-flxx-gl 

\ffhxx'\'fl 
e  di  piü  dalla  medesima  equazione  (1)  si  dednce  an  valore  dl  o;  tde 
che  la  medesima  x  h  data  per  z^  oome  appnnto  z  nell'  eqnazione  (3) 
ö   data  per  x.    Laonde   introdncendo  z   nel  poUnomio  JT,  e  x  od 
polinomio  Z  si  ä 

(3)    JT+Z  -  ^i^^^i!^^ 

z\/f  x]/f 

Ma  Teqoazlone  (1)  differentiata,  e  poi  diviaa  per  2fxz  fa  conoecere 

,    ,    ,  ,    ,   ,  Idx  ,  Idz       ^ 

Z  X 

cio^  trasponendo;   e  dividendo  per  |/ — fl 

dx]/ — /    dz\/ — /  hzdx hxdz 

z\/r         x\/7     ~       l/H/V     \/^l 
dnnque  sostitnendo  11  secondo  membro  .di  qnest'  ultima  eqnaäoneiB 
luogo  del  primo  dl   essa  nell'  eqnasione  (3)  e  poscia  integraodo  i 
ottiene 

,,,  f.^ß  _  -0. 

11  che   dovea  dimostrarsi,  J   significa  somma,  owero  integrale. 

Dimostrazione  della  seconda  parte  del  teorema. 

Ponendo    r.unitä   negativa  in   vece   di   s  nell'   equazione  (1);  ^ 
facendo  le  debite  operazioni  ritrovasi 

(5)     z  =  ^^E^^3: 
"   \/fhxx-\'gh 


\m  ancorsy    che  x  h  data  per  z,  oome  z  neW  antecedente  eqna- 
le  (5)  h  data  per  Xy  dl  modo  che  Tintroduzione  di  z  nel  poünomio 
e  di  «r  nel  polinomio  Z  BommluiBtra 


aftegrando 


„  -  _        zdx\/ — h  ,  xdz\/ — h 
Jl+Z  »»  7= -7= — 

\/ff  Vff 


(6) 


ß^ß 


xz 


i^ 


l/? 


n  che  dova  dimostrarsi. 


Appiioasione  de]lla  prima  parte  del  teorema  all'  elisse. 

Uno  degU  aasi  deV  elisse  AGHJ^  buI  quäle  bi  vogliono  prendere 
bidwey  Y.  g.  FasBe  JG  si  nomini  (2a),  il  sao  parametro  {p\  e  x 
kMiflBa  yariabile  CD^  che  ä  per  origini  11  centro  C>  £2  noto  agP 
teidenti  della  geometria  interiore,  che  se  per  abbreviarc  bi  Buppone 
**p — 2a^  Felemento  dell'  aroo  AB  oorrlBpondente  all*  abaclBBa  CD  h 

dx\/hxx — Tafl 

\/2a^—1axx 

Fig.  1. 


Sappongasi  dunqae  queato  polinomio  egnale  al  Ipolinomio  generale 
c  81  avA  /  =  2a^;  f  =  — 2a;  ö'  =  2a3,  i  quali  valori  aarrogati 
*  eqoauone  (2),  e  (4)  fanno  conoacere,  ehe  prendendo  Taltra  ab- 
la  t7i?  «SS  z  di  tal  natura,  che  Bia 

a/2a^ — 2aa:a; 

~     \/hxx+1a? 


Are  AB+ktüAF^  ~iS+^ 
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Per  trovare  il  valore  della  coBtante   K  si   osaervi,  ehe  qrund« 

X  ^=  0  allora  Tarco  AB  h  nnllo,  come  anehe  TeBpreBsione  rettüin« 

hüox 

r — ,  ma  in  questo  caso  Tarco  AF  diviene  ngnale  alF  arco  intiere  A% ; 

dunque  K  h  ugnale  a  questo  medesimo  arco,  e  perö  trasponendo  W 

tima  equazionei  e  sostituendo  Tarco  GF  negativo  in  cambio  dl  utif 

— arc^6^  finalmente  si  scopre 

hxz 


AicAB—SLTcGF 


2aa 


Applicazione  della  seconda  parte  all'  iperbola 

11  primo  asse  IfA  AelV  iperbola  ABF  si  chlami  (2a)  il  buo  pm* 
metro  (p),  e  x  Fabscissa  variabile  CDy  che  nasce  dal  centro  (7,  suppoi- 
gasi  ancora  h  >=  p+2a]  sanno  i  conoBcitori,  che  Telemento  ddl'ino 
AB,  il  quäle  corrisponde  all*  abscissa  CD  h 

dx\/hxx — 2a^ 

\J^axx—1a? 
E  questo  polinomio   essende   uguagliato  al  polinomio  generale  ly 
mostra,  che  /  =*  — 2a^;  /"=  2a;  ^  =  — 2a^,  i  quali  valori  po8ti  oeD 
cquazioni  (5),  e  (6)  fanno  vedere,  che  assumendo  Taltra  abscissa  ^£(2) 

tale,  che  si  abbia  

_  a\/hxx  —  2a3 


\Jhxx — hojOL 


Si  ottiene 

(7)    Arc^/?+arc^i:  = 

xzyß 

ayla 

Si  noti,  che  z  decresce  al  cres- 
cere  di  x  como  ciascuno  poträ  da  se 
medesimo  assicurarsi. 

Chiamisi  ora  (0  Fabscissa  Gd,  ed 
(u)  Faltra  abscissa  Ce  in  modo  perö, 
che  u  sia  data  per  i^  eomo  z  per  x, 
e  per  la  stessa  ragione  si  avrä 

ArCi4Ä+Arc4/^  = 

Dunque  sottraendo  quesV  ultima 
cquazione  dall*   equazione  (7)  in  flne 


Fig.  2. 
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seopiira 

4      T^^      A      »L        xz\/h       tu\/h 

al/2a       a\/2a 

Egli  ^  viflibiley  che  uno  dei  duo  archi  //)  Bb  ^  arbitrario.  Ana- 
ig wie  auf  die  Ellipse  wendet  Fagnano  den  ersten  Theil  seines  Theo- 
m  auf  die  Epicycloide  an,  welche  Anwendung  kein  besonderes 
iteresse  darbietet    Zum  Schlnss  fügt  er  noch  Folgendes  bei: 

Altro  teorema,  che  servo  per  misurare  differentamente  gli 

archi  deir  iperbola. 

Teorema. 

Sieno  come  sopra  i  due  poliuomj  X^  e  Z;  io  dico,  che  se  si 
reodera 

xV  fh 
■tegrale  dl  Ä+Z  sarä  j\/fxx+g  1/^+-^. 

Dimostrazione. 

Introdncendo  nel  polinomio  Z  in   luogo  di  z,  ^  dz  \  loro  valori 
X|  e  dx^  e  operando  nel  debito  modo  si  avrä 

ldx\/fxx+g 
focx\/hxx+l 
Perloch^  X+Z  sarä  eguale  al  differenziale  di 

^fxx-^g  l/ÄH Dunque.  ec  Q.  E,  D. 

V  XX 

Applicazine  all'  iperbola. 

Chiamisi  (2b)  il  secondo  asse  dell'  iperbola,  e  (q)  11  suo  parametro, 
endasi  sul  medesimo  secondo  asse  prolungato  qualunque  abscissa  x\ 
li  h  giä  notOy  che  Tarco  correspondente  a  detta  abscissa  ä  per  suo 
mento 

dx\/qxx'{'1bxx + 2&* 

\ßhxx+Tb^ 

l>anqae  nguagliando   questo  polinomio   al  polinomio  generale  X^ 
troveri   h  ■-»  ^+2fr,    i  =  g  =  2b%   /  =  2^,    e   si   vedrk,   che 
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^      bb]ß 

della  medesima  iperbola  tale,  che  la  sornma  di  qaeste  dne  areU  i 
ngnale  alla  Botto  scritta  quantitä  variabile  piü,  o  meno  nna  qnantül 
costante 


l/f^l/ 


+» 1/  +«+»+^ 


Nel  resto  si  procederä,  come  soprai  ec. 

Auf  UntersuchungeDy  betreffend  die  Vergleichung  von  Bogen  be- 
sonderer Hyperbeln  und  Ellipsen,  beziehn  sich  noch  zwei  Abhuidlangei 
im  Tomo  II  der  wProduzioni^,  nämlich: 

Metodo  per  trovare  nuove  misure  degli  «rchi  doli*  iperboU  equ* 
latera,  p.  504—509, 

Metodo  per  misurare  gli   archi  di  quella  elisse  conica,  n  di  evi 

aase  maggiore  h  medio  proporeionale  tra  Tasse  minore,   e  11  doppio 

del  medesimo  asse  minore  p.  510 — 536. 

Diese  Abhandlungen,  welche  die  letzten  der  Sammlung  biklea,  air 

halten  besonders  Untersuchungen  über  Qleichungen  zwischen  Diffeitr 

tialen  von  den  Formen: 

/f         dz.    j,,'       dz, 

wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Uebrigens  hat  Fagnano  Relationen  von  der  Form  der  Gldehmg  i 
(1)  und  der  im  letzten  ^Teorema^  über  die  Hyperbel  enthslteaea, 
mehrfach  bei  anderen  Gelegenheiten  angewandt^  bei  (Belrachtung  toi 
Curven,  deren  Bogen  auf  elliptische  Integrale  ftlhren  und  ist  dabei  n 
Theoremen  gelangt,  welche  nicht  minder  bdmerkenswerth  idnd,  wie  ft 
vorhergehenden. 

Was  die  Darstellung  elliptischer  Bogen  durch  Integrale  betriff  < 
so  ist  die  einfachste  und  gebräuchlichste  Art  folgende. 

Die  Hauptaxen  einer  Ellipse  (Fig.  3)  mögen  mit  den  Coordinatenaxei 
zusammenfallen,  so  dass  ihre  Gleichung  die  bekannte  Form  annirnnt: 

Es  sei  OA  ^=  ttj  OB  ^=  by  wo  a  >  fr  ist     Um   die  Lage  taauB  \ 
Pnnctes  P  der  Ellipse  zu  bestimmen,  beschreibe   man   um  den  Mittel-  j 
punct  0  mit  dem  Radius  OA  ^^  a  einen  Kreis,  welcher  von  der  Ter 
längerten  Ordinate   PP'  des  Pnnctes  P  im  Punote  P*  getroffen  wiii    ' 
Verbindet  man   0  mit  /^  durch  eine  Gerade,  so  ist  OP*  an-a.  Jtf    : 


« 


Fig.  3. 


«ÖS 


OP"  ->  «,   so   giebt   du  orthogonale  Dreieck  OPP"  die  Relation 


X  »>  a^i^PöP^.    Aus  dieser  Gleichung  und  der  Oleichung  1)  folgt: 

2)    X  — üiiQ^POP'jy  =  bmPOP". 

Der  Winkel  P'OP"  beiBst  die  excentrische  Anomalie  des  Punctes 
P.  Fflr  das  Folgcilide  ist  es  bequemer  den  Nebenwinkel  P^OV  zu 
Bahiiieii,  d.b«  das  Ccmplement  der  excenirischen  AnamaHe,  Setzt  man 
p^Or  —  %  also  POP"'  =  900—9),  so  geben  die  Gleichungen  2): 

3)    x  -B  asin?),  y  =  &C0S9). 

bt  ifo  das  Bogenelement  der  Ellipse,  so  geben  die  Gleichungen  3): 


4) 


dxfi 


\/wm 


l/a*cos*9)+ft*sin*9)  = 


ay  \ ^sinV- 


Der  Bogen  der  Ellipse  werde  vom  Punkte  B  an  gerechnet,  d.  h. 
Tom  Endpnnete  der  kleinen  Axe  an,  für  welchen  Punct  das  Complement 
der  ezeentrischen  Anomalie  verschwindet  Integrirt  man  in  4)  von 
9  —  0  an,  setit: 
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und  bezeichnet  die  Integrationsvariabele  durch  w,  so  ergiebt  sich  für 
den  Bogen  PB  folgende  Gleichung: 


f\/i—k^fih 


6)    ^^=    /      \/i—kUin^wdw 


oder,  nach  der  Bezeichnung  von  Legendre: 

7)  — ^—  =  £{g>). 

Ist  der  Punct  Q  analog  wie  der  Punct  P  durch  den  Winkel 
O^OB  =  tp  bestimmt,  so  erhält  man  ähnlich  wie  die  Gleichung  7): 

8)  ^-Ei^). 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  7)  und  8),  so  Utft  vA 
die  rechte  Seite  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  in  §  26  transforai' 
ren.    Man  erhält  dann: 

9)    = =—  =  Eio)+k^Bmg)  sin V^. sin a. 

Da  nach  7)  E(ö)  wieder  das  Verhältniss  eines  elliptischen  Bogeiii 
zur  halben  grossen  Axe  ist,  so  giebt  die  Gleichung  9)  eine  Relation  ifi* 
sehen  elliptischen  Bogen,  wo  g>j  %  C  durch  die  Gleichung  verbunden  sinl:   j 

/y         dtv  P"^         dw  ^     P"^         dw 

\/i—k^Bm^tv   J     \/\—k^An^w  ^  J     /l— A^in^w 

oder  tp  =  AmUj  tp  =  amt;  gesetzt  0  =  am(w+t;).    Ist  ö  =  x,  w 

hat  man: 

10^    sin^  __    cosy    1      J(y)^ 

^    cos9>        Ar'sin^)        zl(9p)  Ar' 

Für  0  =  ~  folgt  aus  7)  Arc^^  =  «iS^f^].    Die  Gleichung  9) 
wird  dann: 

ÄicPß+ArcQB        AtcAB 


a  a 


+/r^sing)  sin^. 


Da  weiter  AtcAB — Are QB  =  Are QA^  so  lässt  sich  die  vorste- 
hende Gleichung  mittelst  der  Gleichungen  10)  auch  schreiben: 
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..V     AtcPB — ArcQA         .,  .        .    .         .oBin^ocoagp 

11)     ^-  =  k^BinwBintp  =  k^ — a,  ^      ' 

^  a  zl(9)) 

Diese  Gleichung  enthält  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano. 
Es  sei  PPiB^  die  Tangente  zur  Ellipse  im  Puncto  Py  Pt  der  Pubs- 
pnnct  des  Perpendikels,  geHlllt  vom  Mittelpuncte  0  auf  die  Tangente, 
B^  der  Schnittpunct  der  Tangente  mit  der  verlängerten  kleinen  Axe 
OB.    Bringt  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

«2  -^--52    —  'f 

wenn  Ä^  V  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen,  fttr  den  Punct  P 
mittelst  der  Gleichungen  3)  auf  folgende  Form: 

io\    ^siny  ,  J^cosy 
80  findet  man,  mit  Rücksicht  auf  5): 

13)    ^  =  *»?!E|^,^  =  5!5£j(9,). 

^      a  A{q>)     ^    a  cos  9)    ^ 

Es  sei  A^OQx  die  Tangente  im  Puncto  (>,  A*  ihr  Schnittpunct  mit 
der  verlängerten  grossen  Axe,  Qi  der  Fusspunct  des  Perpendikels,  ge- 
ftUt  vom  Mittelpuncte  0  auf  diese  Tangente.    Ihre  Gleichung  ist  dann: 

ÄBUi'kp  ,  J^costp         . 

a  0 

Mit  Hfllfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  10) 
findet  man: 

QQ\         .^siny  cosy?         .^siny  cosy 
a    =^       A(n>)      ^^       A{ip)     ' 

QA'        costp  .,  .         sino)    Ar'^ 
^  A(^)  — 


a  sintp  cos 9)  zl(9o) 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  geben: 

^  =  ^  =  P^'—Q^'  _  .,stoy  cosy 
a  a  a  A{ip) 

Die  Gleichung   11)  lässt  sich    hierdurch    auf   folgende  Relation 
swiachen  Bogen  und  Segmenten  gerader  Linien  reduciren: 

14)    kitPB—kxtQA  =  PB'—QA'  =  />/>,  —  OQu 
waa  die  geometrische  Bedeutung  des  Theorems  von  Fagnano  ist    Fttr 
die   Hyperbel  ergiebt  sich  auf   folgende  Art  ein  Ausdruck    für  den 
Bogen.    Die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Hauptaxen  bezogen  ist: 

Baneper«  oUipU  FnnoUonen.  30 
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Fig.  4. 


Um  X  und   y  in   Function   einer  dritten  Variabein  darznatelien, 

beschreibe  man  um  den  Mittelpunct  0  mit  dem  Radius  0^  =  a  emeo 

Kreis.    Die  Tangente  FT  zur  Hyperbel  in  Puncte  P  schneidet  diesen 

Kreis  in  einem  Puncte  /,  welcher  mit  dem  Mittelpunct  0  durch  m, 

Gerade  verbunden  werde.     Es  sei  L.  OIT  =  w.     Setzt  man  OD  =  J, 

PD  =  y,  so  ist: 

.^v     Xx      Vy 

16)     -ö-  — "iT  =  ^ 

die  Gleichung  der  Tangente  PT.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des 
Punctes  /  durch  x^  und  t/i,  so  genügen  dieselben  der  Gleichung  16) 
und  der  Gleichung  des  obigen  Kreises,  d.h.  man  hat: 

xx^_m  ^ 
a2        &2 


17) 


1,  ^i^+yi^ 


a\ 


Die  Gleichung  der  Graden  Ol  ist: 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  16)  giebt: 


cosw  = 


^1      Wi 


i/x.Hy.Vj;+i-; 


d.L  nach  17): 


COBTZ' 


1 


a 


oder: 
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Ans  den  Gleichungen  15)  nnd  18)  lassen  sich  x  und  y  leicht  ab 
Functionen  von  w  darstellen.    Zur  Abkürzung  setze  man: 


Ans  den  Gleichungen  15)  und  18)  findet  man: 

19)     £  =  |/l— Ar^BJn^iy    y_  ^  ^  Binw 
a  coBw        '  a  /:  coßw' 

welche  Ansdrttcke  denen  von  Legendr e  analog  sind.  (Fonct  elL  L  p.  16). 
Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Hyperbel  durch  ds^  bo  geben 
die  Gleichungen  19): 

J^^  ^  k^ 

«  ^        k  cos^  w  l/l—^igin^ii; 

20)   l^  ^  \^^^S!S}lSEI^^-l.JY=]^^^;^. 

^     a  dw         k  drv  k^ 

Fflr  den  Punct  A  ist  in  Folge  der  Gleichungen  19)  w  =  0.  Fflr 
den  Punct  P  möge  w  =^  tp  sein.  Integrirt  man  die  Gleichung  20) 
von  w  =  0  biß  w'  =  9),  80  folgt: 

=  -T  tanggp  l/l  — /f^Bin^^p — -r-  /     l/T^^^^^^^in^irrf«;, 

oder  kürzer: 

rt^v     Are  AP        Bin^p  iJ(9))      JF(9)) 
'         a  Arcosg)  k 

Die  Gleichungen  19)  geben,  wenn  tv  =  %  für  das  Segment  PT 
der  Tangente  folgenden  Ausdruck: 

PT  k'^^inq} 

a         keo»g>  A{q)) 

Zieht  man  von   dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 

^^v     PT — AtcAP        /rsiny  cosy     E{q>) 

^  a  ^  A(9)      ■*"    k 

Eis  sei  OP'  die  Asymptote  der  Hyperbel,  /^  der  Punct,  in  welchem 
die  verlängerte  Ordinate  PD  des  Punctes  P  diese  Asymptote  schneidet 
Für  das  Segment  OP'  findet  man: 

a  k 

d.L  nach  19)  &\t  w  "^  g>: 

30* 
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a  /fcos^p 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung   die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 

OP'—kt^AP        A{(p)\  /l— Bing)      E{q)) 


a  k     V    1+Bing>         k 

Läset  man  den  Punct  P  sich  vom  Puncto  A  immer  weiter  ent- 
fernen, so  hat  der  Winkel  (p  zur  Gränze  90®.  Die  vorstehende  Glei- 
chung reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

,.     OP"— Are  AP        E 

lim =  T"' 

a  k 

welche    Gleichung    den   bekannten    Satz    enthält,    dass   die   Differeni 

zwischen   der  Länge   der  Asymptote  und   dem  Bogen   einer  Hyperbel 

für   einen  unendlich   weit  sich   entfernenden   Punct  der   Curve  einen 

bestimmten,  endlichen  Ausdruck  zur  Gränze  hat 

Für  einen  Punct  Q  der  Hyperbel  möge   in   den  Gleichungen  19) 

w  =  tp  sein.    Es   sei  S  der  Schnittpunct   der  Tangente    im  Pancte  0 

mit  der  Axe  OJC,    Analog  zur  Gleichung  22)  ist  dann: 

QS— Are  AQ Arsiny^cosip      Ejtp) 

a  ~  A{tp)       "^     k    ' 

oder  auch,  analog  zur  Gleichung  21): 

^         a  A'costp  k 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21)  und  nimmt 
Ä'tangg)  tangip  =  1,  so  folgt: 

Ave  AP+ Are  AQ        sincp  J(®)  ,   BinV) /l(tv)      ,   .        .    ^     ^ 
1 V  ^   _jr — V22_j ^ — ^^— ArsmopsinV^— 7: 

a  keosq)  kcoBtp  ^ 

A{q))  E 

Asing?  cosg?         k 
Abgesehn  von  der  Bezeichnung  kommt   diese  Gleichung  mit  der- 
jenigen überein,  von  welcher  Fagnano  bei   seinem  Theorem  über  fl»« 
Hyperbel  ausgegangen  ist 

Die  Differenz  der  Gleichungen  21)  und  22)  giebt: 

2.x     Are  AQ— Ave  AP  _  AiePQ  ^ 
^  a  a 

sin  tp  A(y))      sin  g)  A  {(p)      E^ip)  —  E((p) 
Arcosip  /rcosg)  k 

Da  E(tp)  und  E{jp)  EUipsenbogen  proportional  sind,  so  folgt,  atfS 
ein  beliebiger  Hyperbelbogen  sich  mit  Hülfe  von  zwei  EUipsenbogen 
ausdrücken  lässt  Dieses  nicht  sehr  überraschende  Resultat  veranltf*^ 
seinen  Entdecker  Landen  in   der  Abhandlung:  „An  Investigation  01  • 
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general  Theorem  for  finding  the  Length  of  any  Are  of  any  Conic 
Ilyperbola,  by  Means  of  Two  EUiptic  Ares,  with  somc  other  new  and 
UBeful  Theorems  deduccd  therefrom"  (Philosophical  TransactionB.  For 
the  year  1775  p.  285.  oder  Mathematical  Memoirs  by  John  Landen. 
London  1780.  p.  33)  zn  dem  Ausruf: 

^Thus  beyond  my  expeetation,  I  find  that  the  hyperhola  may  in 
general  be  rectified  by  means  of  two  elUpses\^. 

Diese  Entdeckung  hatte  Landen  schon  1771  in  den  Philos.  Trans- 
act  angekündigt,  *)  es  ist  bemerkenswerth  dass  Laiiden  weniger  Gewicht 
auf  einige  andere  Resultate  derselben  Abhandlung  zu  legen  scheint, 
welclie  seinen  Namen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dau- 
ernd erhalten  haben,  wie  auf  das  obige  geometrische  Theorem,  welches 
an  sich  nach  den  Arbeiten  von  Legendre  von  geringer  Bedeutung  ist 
und  dessen  Urheber  wohl  schon  längst  vergessen  sein  würde. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyper- 
beln hat  Legendre  in  seinem  „Traite**  1. 1  p.  46 — 53  gegeben.  Mit 
demselben  Gegenstande,  namentlich  was  die  Thcilung  elliptischer  Bogen 
anbelangt,  beschäftigen  sich  die  folgenden  Abhandlungen  von  Küpper  % 

Demonstration  g6om6trique  de  cette  proposition,  que  tonte  fonc- 
tion  elliptique  de  premi^re  esp^ce  peut  etre  remplacde  par  deux 
fonctions  elliptiques  de  seconde  esp^ce,  et  Ddveloppement  relative 
k  la  rectification  de  Thyperbole.  (Journ.  f.  Math,  t  55  p.  89 — 93). 

Consid^rations  g^om^triques,  destin^es  ä  faciliter  T^tude  de  la 
th^orie  des  transcendantes  elliptiques.  (Journ.  f.  Math.  1 63  p.40 — 57). 

Da  weder  die  Ableitung  noch  weitere  Ausdehnungen  des  Satzes 
von  Fagnano  gegenwärtig  besondere  Schwierigkeiten  darbieten,  so 
erscheint  es  nicht  nothwendig  alle  diesen  Gegenstand  betreffenden  Ar- 
beiten hier  anzuführen. 


*)  Man  vergleiche  hierüber:  Ländern  A  Disquisition  conceming  oertain 
FlncntS)  which  aro  assignable  by  the  Ares  of  Conic  Sections';  whorein  are 
Investigated  somc  new  and  usehil  thcorems  for  Computing  such  Fluents  (Ph. 
Tr.  1771.  Vol.  LXI  p.  29S— 309).  Die  Al»handlung,  welche  sich  auf  die  Diffe- 
renz zwischen  dem  Bogen  und  entsprechenden  Segment  der  Asymptote  einer 
Hyperbel  bezieht,  wenn  beide  Längen  indefinit  zunehmen,  enthält  am  Schlüsse 
die  Ankündigung  des  oben  bemerkten  Satzes. 
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Note  Vn. 

Historische  Notizen  Ober  geometrische  Anwendungen  elliptitcher  Integrale. 
Maclaurin,  d'Alembert,  Jacob  u.  Johann  Bernoulli,  Fagnano, 
Euler,   Legendre.    Arbeiten  über  Fagnano.    Brinicley,   Wallace, 

Talbot,  LibrL 

DasB  die  Integrale,  welche  gegenwärtig  den  Namen  «elliptiflche 
Integrale^  fflhren,  sich  nicht  durch  bekannte  Functionen  aasdrflcken 
lassen,  wurde  schon  während  des  Entstehens  der  Integralreehnnng 
bemerkt  Um  nun  mit  den  geometrischen  Bedeutungen  dieser  Integrale, 
namentlich  was  die  Länge  und  Construction  von  Curvenbogen  anbetrifft, 
zu  geometrischen  Theoremen  zu  gelangen ,  haben  die  Geometer  n 
Ende  des  XVIL  und  im  XVIIL  Jahrhundert  verschiedene  JJ^kr- 
Buchungen  angestellt,  von  denen  die  bemerkenswerthesten  angefflhrt 
werden  sollen.  Man  verglich  Curvenbogen  mit  den  Bogen  von  Kegel- 
schnitten, wobei  die  Kegelschnitte  gleichsam  als  Normalcurven  n 
Oininde  gelegt  wurden.  Derartige  Vergleiche,  welche  keine  besondere! 
Schwierigkeiten  darbieten  und  nur  von  geringem  Interesse  sind,  soliei 
hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Ein  Beispiel  hierzu  enthält  die  Note  VI 
in  dem  Satze  von  Landen^  dass  ein  Hyperbelbogen  mit  Hülfe  swder 
Ellipsenbogen  sich  ausdrücken  lässt. 

Eine  andere  Gattung  von  Problemen  soll  nur  durch  ein  BeiBpieV 
angedeutet  werden,  da  derartige  Probleme  einer  allgemeinem  Theorie^ 
der  Construction  von  Differentialgleichungen,  angehören.    Hierbei  bün- 
delt es  sich  namentlich  darum,  Curven  geometrisch  zu  construiren, 
welchen  eine  der  Coordinaten  cxplicite  durch  ein  elliptisches  Int^ 
ausgedrückt   ist,   dessen   Gränze   die   andere   Coordinate  enthält 
Beispiel  hierzu   bietet  die  ^elastische  Curve^  definirt  durch  die 
rentialgleichung: 

Durch  Integration  führt  die  vorstehende  Differentialgleichung  ^^o 
eine  Relation  der  bemerkten  Art.    Jacob  BernouUi,  welcher  der  (s^"'*' 
stischen   Curve   besondere   Aufmerksamkeit    gewidmet,    bemerkt  fl*^'^ 
diesen  Gegenstand  in  den  ^Acta  Eruditorum**  vom  Jahre  1694,  p.2'^^'' 
wEgo  ob  graves  causas  suspicor  curvae  nostrae  constmctiooecii  i 
nullius  sectionis  conicae,  seu  quadratura,  seu  rectificatione  penderf 
(Jacobi  BemoulH  Opera,  Genevae  MDCCXLIV  p.  592).  J 
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Durch  die  vorstdienden  Worte  des  grossen  Mathematikers  zu 
einer  Behandlung  des  Problems  angeregt,  bemerkt  Maclaurin  im  t  II. 
p.  744  seines  berühmten  Werkes  „A  Treatise  of  Fluxions"  (Edingburgh 
MDCCXLII)  unter  Nr.  927  Folgendes  im  Anschluss  an  die  obigen  Worte 
von  Bemoulii: 

t,But  it  is  constructed  by  the  rectification  of  the  equilateral  hy- 
perbola,  for  if  the  base  of  a  figure  be  always  taken  equal  to  the 
perpendicular  fVom  the  centre  on  the  tangent  of  such  an  hyperbola, 
and  the  ordinate  equal  to  the  excess  of  the  tangent  terminated  by 
that  perpendicular  above  the  aro  intercepted  betwixt  the  vertex  of 
the  hyperbola  and  the  point  of  contact,  than  the  figure  shall  be  the 
elastic  curve.'' 

Auf  ähnliche  Art  hat  Maclaurin  die  Integrale  (Fluents)  von  Ans- 
drflckeui  wie  die  folgenden: 

dx  dx 

und  anderen  analogen,  welche  sich  auf  elliptische  Differentiale  redu- 
cireo  lassen,  mit  Hülfe  der  Bogen  von  Kegelschnitten  construirt,  worüber 
namentlich  Nr.  799—808  auf  p.  652—660  des  „Treatise"  zu  verglei- 
chen sind.*) 

Die  von  Maclaurin  gefundenen  Resultate  hat  d*Alembert  auf 
einfachere  Art  abgeleitet  und  um  eine  Reihe  von  Sätzen  erweitert  in 
der  Abhandlung:  ^^ocherches  sur  lo  calcul  integral",  (Histoire  de 
l'Acadtoio  de  Berlin.  Ann^e  MDCCXLVI  p.  182—224).  Der  zweite 
Theil  dieser  Abhandlung  ,,Des  Diffdrentielles  qui  se  rapportent  k  la 
rectification  de  rdlipse  ou  de  Thyperbole"  behandelt  eine  Anzahl 
Differentiale,  deren  Integrale  sich  durch  einfache  Substitutionen  und 
partielle  Integrationen  auf  solche  Integrale  reduciren  lassen,  durch 
welche  der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Ilyperbel  ausgedrückt  wird.    Lässt 


i/^ 


*)  In  einer  kleinen  Sclirift:  Letterc  de  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor 
Flavio  Gangini  contente  alcuni  osservazioni  intomo  tre  articoU  delP  opera 
dcl  Signor  Colin  Maclaurin  sopra  il  calcolo  dello  Flussioni.  In  Pesaro 
MDCCLIII.  11  pag.  in  49  (Aus  derselben  Druckerei  wie  die  Werke  von 
Fagnano)  sucht  Gal/l  nachzuweisen,  dass  die  Resultate,  welche  Maclaurin 
anter  Nr.  802,  803  und  927  seiner  Lehre  von  den  Fluxlonen  angemerkt  hat, 
schon  längere  Zeit  vor  Erscheinen  dieses  Werkes  von  Fagnano  publioirt 
worden  seien. 

Eine  Darstellung  der  hierhin  gehörigen  Arbeiten  von  Maclaurin  findet 
man  bei  Felix  Müller:  Studien  über  Mac  I^aurin's  geometrische  Darstellung 
elliptischer  Integrale.  Berlin  1875.  Programm  d.  Königl.  Realschule  zu  Berlin. 
Ostern  tS75. 
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sich  ein  Differentialansdrack  aof  das  Differential  des  BogenelementB 
einer   der  bemerkten  Curven  redaciren,  so   nennt  dieses  d'Alemberi, 
denselben  mittelst  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  integrirt  zu  haben.    Die 
rein  analytische,  ziemlich  reichhaltige  Abhandlung  ist  von  einem  Sha- 
lichen  Gedanken    nach    Classification    elliptischer  Differentiale  dordh 
drungen,  dnrch  dessen  Durchfülimng  später  Legendre  der  Entwicke- 
lang der  Analysis  einen  so  bedeutenden  Dienst  geleistet  hat    Abgeflehi 
von  dem  nicht  zu  unterschätzenden  Einfluss  der  Arbeiten  von  Legendre 
auf  Abel  und  Jacobi  muss  man  die  Ueberwindung  von  Schwierigkeiteo 
nicht  ausser  Augen  lassen,  welche  solche  eminenten  Geister  wie  Mac- 
laurin  und  d'Alemberi  auf  isolirtc  Resultate  beschränkt  haben. 

Eine  dritte  Gattung  von  Problemen,  von  welcher  hier  besonden 
die  Rede  sein  soll,  besteht  in  Vergleichung  von  Bogen  ein  und  der 
selben  Curve  unter  einander,  ohne  dieselben  erst  mit  einem  EllipBen- 
oder  Hyperbelbogen  zu  vergleichen.  Es  kommt  bei  diesen  ProblemeD 
besonders  darauf  an,  durch  glücklich  gewählte  Substitutionen  besondere 
elliptische  Integrale  zu  transformiren.  Die  Idee  Bogen  derselben  Cone, 
welche  Bogen  nicht  congruent  zu  sein  brauchen,  mit  einander  zu  vet- 
gleichen,  findet  sich  zuerst  bei  einem  der  Mitbegründer  der  Integnl* 
'  rechnung,  dem  genialen  Jacob  Bemoulli  in  der  Abhandlung:  „Specimen 
calculi  differentialis  in  dimensione  Parabolae  helicoidis^  welche  die 
„Acta  Eruditorum^'  vom  Jahre  1691  (p.  13  n.  f.)  enthalten.  (Aach 
Opera  p.  431— 442). 

Fig.  5. 
B 


Die  Axe   einer   gewöhnlichen   Parabel    werde   auf  dem  Ümönp 
eines  Kreises  BCDM  aufgerollt.    Die   Curve,  welche  dann  dnrch  die 
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Endpnncte  der  nraprünglichen  Ordinaten  geht,  nach  dem  Büttelpanct 
des  Kreises  zu  gerichtet,  nämlich  BFGNAj  heisst  die  parabolische 
SptraJe  ( —  dicitur  nobis  Parabola  helicoidesy  vel  si  mavis,  Spiralis 
paraboiica). 

Der  Entstehensweise  nach  ist  das  Quadrat  von  CF  proportional 
dem  Bogen  BC.  Bezeichnet  man  durch  r  den  Radiusvector  AF  des 
PoBctes  Ff  durch  a  den  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  CF  =  a — r. 
Ist    femer    tv    der   Winkel    CBA^    so    ist    der  Definition   zu  Folge: 

(a — r)*  =«  2iabfVj  oder  a — r  =  \/2abWy  wo  h  eine  Constante  bedeu- 
tet, die  Polargleichung  der  parabolischen  Spirale.  Ist  ds  das  Bogen- 
element  der  Curve,  so  folgt: 

Kan  bezeichne  durch  Si  den  Bogen,  dessen  Endpnncte  den  Wcr- 

a  a 

tben   -s"  nnd  ■s'  +  ^   von  r  entsprechen,   ferner   durch  ^2   den  Bogen, 

a  a 

dessen  Endpnncte  den  Werthen  von  -^ — c  und  -^  von  r  entsprechen. 

Es  ist  dann: 


/V^^^^*--/V- 


2 


Setzt  man  r  =  -3-+^  im  Integrale  für  ^1,  femer  r  «=  v-  — z  im 
Integrale  ftlr  s^y  so  zeigt  eine  leichte  Rechnung: 

t/o 

worans  man  unmittelbar  mit  Bemoulli  (Opera  p.434)  folgert: 

„ —  unde  patet  quod,  in  curvis  etiam  illis  quae  rectificationem 
nondum  accepemnt  partes  aequales  dissimilares  assignari  possunt^. 
Diese  Entdeckung  theilte  Jiicoh  BernoülU  seinem  geistig  ebenbür- 
tigen Bruder  Johann  Bemoulli  mit,  der  sich  wohl  in  Folge  davon  auf 
p.374  der  „Acta  Eruditorum^  vom  Jahre  1695  das  Problem  stellte,  zu 
einer  gegebenen  Curve  eine  andere  zu  finden,  so  dass  die  Summe  oder 
Differenz  der  Bogen  sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  lässt  Als 
Fortsetzung  enthalten  die  „Acta  Emditorum^  vom  Jahre  1698  auf 
p.  462  n.  f.  (Vide  auch  Johannis  Bemoulli  Opera  omnia  1 1.  p.  249. 
Laosannae  et  Genevae.  MDCCXLII)  die  Abhandlung:  „Theorema  univer- 
sale Bectificationi  Linearum  curvamm  inserviens.''    In  einem  besonderen 
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Fallo  rednciren  sich  die  beiden  Carven  auf  eine  Carve,  nämlich  die 
cubische  Parabel,  Johann  BemoiilU  bemerkt  hierzu:  (A.  E.  p.46^ 
Opera  I.  252) 

,, —  adeoque  est  Parabola  cubicalis  primaria  qnae  cnm  se  ipse  com- 
parata  rectißcari  potest,  sen  in  qua  assignari  poBSunt  duo  arcns,  qao- 
rum  differentia  est  rectificabilis.  Hie  ergo  incidimus  quasi  fortoito 
in  perelegantem  hujus  famosissimae  currae  alias  irrectificabilis  pro* 
prietatem  . . . .  '^ 

Da  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  der  cubischen  Parabel,  enthalten 
in  der  Gleichung  %ahß  =  x\  zusammenfällt  mit  analogen  TheoremeB 
für  andere  Curven,  so  soll  er  mit  erwähnt  werden  bei  Betrachtnng 
anderer  Parabeln. 

Die  bemerkte  Abhandlung  von  Johann  BemouUi  legte  den  Grund 
zu  sehr  scharfsinnigen  Untersuchungen  von  Fagnano,  enthalten  in  der 
Abhandlung: 

„Nuovo  metodo  per  rettificare   la   difTerenze   die   due  arcbi  (nno 
de'  quali  h  dato)  in  infinite  specie  de  Parabole  irrettificabili^, 
welche  zuerst  1715  im  tomo  ventesimo  secondo  (p.  229  u.f.)  des  ^jGior- 
nale   de'   letterati   dltalia"   erschien   und  auf  p.  317 — 330  im  t  II  der 
„Produzioni"  sich  abgedruckt  findet 

Im  „Giornale"  (Tomo  Decimonono  p.  438)  hatte  Fagnam  17U 
den  Mathematikern  folgendes  Problem  vorgelegt: 

,,Sia  data  una  parabola  biquadratica  primaria  che  k  per  eqna- 
zione  costitutiva  x^  =  y  e  sia  data  ancora  una  porzione  di  essa; 
dimando,  che  si  assegni  un'  altra  porzione  nella  medesima  curva  tal^ 
che  la  differenza  delle  porzioni  suddette  sia  rettificabile. 

Se  i  geometri  si  degneranno  riflettere  a  quanto  scrive  Tincompa- 
rabilo  sig.  Giovanni  Bernoulli  negli  atti  di  Lipsia  deir  anno  1698 
alla  pag.  465.  depo  la  linea  5.  non  giudicheranno  questo  problema 
affato  indegno  della  loro  attenzione'^ 

Da  keine  Lösung  dieses  Problems  einlief^  so  gab  FagnoßM  dieselbe 
in  Verbindung  mit  ähnlichen  Problemen  in  der  oben  angefahrten 
Abhandlung. 

Fagnano  geht  im  Wesentlichen  von  folgenden  Betrachtungen  ans- 
Es  sei  a  eine  Constante,  m  eine  beliebige,  reelle  Zahl  und: 

2     X  '^ 

die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve.    Durch  t  bezeichne  man  das 
Segment  der  Tangente  des  Punctes  (o:,  y)  zwischen  diesem  PuDcte  ^ 
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der  AbBeiBsenaxe.    Die  Gleichung  der  Cnrve  giebt  dann: 

2a; 


2)    t 
dy 


f;l/T+y^ 


m+2 


!/'+(!)"• 


-j-  gesetzt  ist.    Bezeichnet  mau  durch  s  deu  Bogen,  so  ist 


WO  y'  « 

flbr  die  obige  Parabel: 

3) 


-N 


Durch  partielle  Integration  findet  man  leicht: 


fli+2 


/i/'+(7)-- 


«1/^ 


+ 


m    P        dx 

V  i/r;7if  ■ 


Diese  Gleichung  läSBt  sich  nach  2)  und  3)  auch  schreiben: 

dx 


=-J-^.-o  - 1 


oder: 


4) 


fft+2 


f» 


(* 


-"  -/,Ä 


!/• +(!)"' 


efj; 


^'+(?)" 


Nimmt  man  das  rechts  stehende  Integral  zwischen  zwei  bestimm- 
ten Gränzeuy  so  ist  seine  geometrische  Bedeutung,  das  Product  eines 

in  die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel,  ver- 


eonstanten  Factors 


m 


mindert  um  die  Differenz  der  Längen  der  Tangenten,  welche  durch 
die  Endpuncte  des  Bogens  gehn.  Unter  der  Länge  der  Tangente  ist 
das  Segment  derselben  zwischen  Contactpunct  und  Schnittpunct  mit 
der  Abscissenaxe  gemeint. 


Es  sei  AB  ein  Bogen  der  in 
Bede  stehenden  Parabel.  Die  Ab- 
Bcissen  der  Puncto  P^  P^y  0  und 
Ol  seien  respective  Xq,  o?],  Zq  und  Zx, 
Die  Tangenten  in  diesen  Puncten 
snr  Cürve  mögen  die  Abscissenaxe 
in  den  Puncten  Rj  Riy  S  und  S^ 
schneiden.  Zu  Folge  der  Gleichung 
4)  hat  man  dann: 


Fig.  6. 


w+2 


ArcPP,— (/>,Äi  — PÄ), 


R   R, 
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">    l^^P.I     '%.^^  -  Are 00. -(0.5.-05). 


l/^-aj 


Lässt  sich  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Oleichnng  5) 
80  transformiren,  durch  Einführung  einer  Variabein  z,  dass  die  FaB^ 
tion  unter  dem  Integralzeichen  ungeändert  bleibt,  also  das  Integril  in 
das  Integral  der  Gleichung  5)  übergeht,  so  erhält  man  durch  Yeiglei- 
ehung  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6): 

ArcPPi  —  iPiBi  —  PR)  =  ArcQQi  —  {QiSi—OS). 
Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  ein  Integral  der  Differen- 
tialgleichung: 

dx  dz 


'+(^)"  i/'+(i)" 


zu  ßndeu,  oder  von  der  folgenden: 


7)         ,    '^  \       ,     "' 


i/'+er  i/'+(f)" 


Für  folgende  Fälle  hat  Fagnano  das  Integral  gegeben. 

m  ==  4.    Die  Gleichung  der  Curve  ist  y  =  -^-j,  man  hat  dam 

die  cubische  Parabel    Der  Gleichung  7)  genügt  xz  =  a\ 

2x^ 
m  =  3.    Die  Gleichung  1)  giebt:   y  =  — =-.     Der  Gleichung  7) 

wird  genügt  durch: 

m  =  6.    Die  Gleichung  1)  giebt  dann   die  Gleichung  der  biqn»- 

dratischcn  Parabel  y  =  f-r..     Zwischen   x   und   z   der  Gleichung  ') 
besteht  die  Relation: 


X 

a 


©•- 


1 


Dieser  Fall  entspricht  dem   Problem  von   Fagnano.     Ausserdem 
hat  Fagnano  noch  folgende  Fälle  der  Gleichung  1)  behandelt: 
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I»  =  — y,  y  =  Sä^x^y  oder  y^  =  27a^. 

6  5    *    »     ^        n        3125  ^  „ 

m  =  — y,  y  =  ya*a;^,  oder  y*  =  -32"^^? 

I»  =  — y,  y  =  4a^a:4,  oder  y^  =  256a5aT. 

Man   bemerkt  hierbei  leicht,   dass  diese  Gleichungen  durch  Ver- 

lachung  von  x  und  y  aus  den  vorhin  behandelten  drei  Gleichungen 

h  ergeben.    Sowohl  die  vorstehenden   drei  Fälle,  sowie   der  Bogen 

4 
r  Curve,   deren   Gleichung  aus   1)   fttr   1»  =  — y  folgt,  welchen 

{frumo  ebenfalls  untersucht  hat,  lassen  sich  leicht  direct  behandeln, 
nn  man  die  Integrale  für  den  Bogen  auf  die  Normalform  elliptischer 
.egrale  reducirt  Zu  bemerken  ist,  dass  Fagiimw  von  dem  folgenden 
sultat  ausgeht    Setzt  man: 

x^^jx^'+p)^^  _ 

ist  (x^+p)  (z*+p)  =  r    ein    Integral    der    Differentialgleichung 
[x)dx+<p(z)dz  =  0. 

Die  zu  Anfang  angeführte  Abhandlung  von  Fagnano  beginnt  eine 
^e  von  Aufsätzen,  in  welchen  der  geistvolle  Geometer  in  höchst 
kirfsinniger  Weise  seine  relativ  geringen  Hülfsmittel  auf  eine  detail- 
te  Untersuchung  der  Lemniscate  und  der  cubischen  Parabel  anwendet 
^  eme  Anführung  der  einschlägigen  Arbeiten  zu  weit  fahren  würde, 
lern  eine  ziemliche  Anzahl  isolirter  Formeln,  welche  in  der  Art  ihrer 
iwendung,  keinen  inneren  Zusammenhang  zeigen,  sich  nicht  füglich 
pfoduciren  lässt,  so  sollen  nur  die  wesentlichsten  Entdeckungen  her- 
fgehoben  werden.  Diese  Entdeckungen,  welche  bei  Fagnano  den 
^  Ausführung  gekommenen  Wunsch  erregten,  dass  zur  Erinnerung 
'  seinem  Grabsteine  eine  Lemniscate  eingemeisselt  werde,  haben  den 
Dien  des  italienischen  Mathematikers  in  Verbindung  mit  Problemen 
Integralrechnung  erhalten,  welche  das  grösste  mathematische  Genie 
^ier  Jahrhunderte  zum  Gegenstand  bewunderungswerther  Arbeiten 
aacht  hat   (Gauss,  Werke  L  p.  413). 

Da  sich  sämmtliche  Citate  auf  den  Tomo  Secondo   der  „Produ- 
^i^^  beziehn,  so  sollen  nur  die  Seitenzahlen  angemerkt  werden. 

Fig.  7. 

s 


10 
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Auf  p.  328  wird  das  Problem  behandelt,  den  Quadranten  der 
Lemniscate  zu  halbiren.  Man  ersetze  die  Gleichung  der  Lemniseate 
(a;2+y2)2  =  2a2(a:2_y2)  durch: 

8)  ^  =  i/iTi^,  ^  =  i/;ri^. 

Der  Bogen  CS  werde  vom  Puncte  C  an  gerechnet  Hat  u  flr 
den  Punct  S  den  Werth  m,  so  ist: 

9)     ArcCS  -  -^.  P  ^     ^        . 

Fflr: 

1— f 

\+v 

folgt:  1-« 

,   /*"   du    _  z*^  dr>    ^  r  _r^ 

^    m 

Ist   in    den   Gleichungen   8)   filr   den   Punct  M  u^=^  r— —  iiii 

l+w 

u  =  1  für  den  Punct  Z,  so  geben  die  Gleichungen  9)  und  10): 

Are  6!»  =  ArcCZ— ArcCilf  =  ArcZAÄ 

1 — m 
Ist  I»  =  -r-, — ,  so  fallen  die  Puncte  S  und  M  im  Puncte  T  «t- 
l+m' 

sammeUf  der  Quadrant  der  Lemniscate  wird  dann  im  Puncte  nulUii 

£ine  andere  Methode  der  Halbirung  beruht  auf  folgenden  Formeia 

Auf  pag.356  und  357  ^vl^^X- Fagnano  aus: 

u)  X  -  l^i^'. .  -  ^, 

die  Differentialgleichungen: 

1  o\         ^      a=  ^  J_       <fe  (fa:      _^    /2<fa 

Mittelst  der  Gleichungen  11)  und  12)  lässt  sich  der  Bogen  der 
cubischen  Parabel  durch  den  Bogen  der  Lemniscate  anf  zwei  ▼ersebift' 
dene  Arten  ausdrücken.  Weitere  Formeln  fflr  denselben  Zweck  «f 
p.  357  und  p.  358  bieten  kein  besonderes  Interesse. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  den  Glei- 
chungen 12),  so  folgt  für  das  obere  Zeichen: 

13)     z  =    ^l/^    ^  2m/r^     \lv—\J\  —  z^  ^     til/2 
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Eb  sei  r  der  Radiusvector  eines  Punctes  der  Lemniscate;  man 
aetse  —^  =  z,  ist  ds  das  Bogenelement,  so  findet  man  leicht: 

1     ds  1 


al/2  tf^        l/l— 2*' 

Die  Oleichnngen  13)  und  14)  geben  hierdurch  ein  Mittel  den 
doppelten  Bogen  CS  eines  Bogens  CI  zu  finden,  oder  umgekehrt  die 
Hüfte  CI  eines  gegebenen  Bogens  algebraisch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  nehme  man  das  untere  Zeichen. 
Setzt  man  t  statt  Uy  so  folgt: 

*^^  — z —  =  7r374' '= -[+?--• 

16)      ^'  ^^' 


i/i— z*       i/i— /*' 

Ist  (75  =  2al/2,  r/^  =  ^al/2,  so  geben  die  vorstehenden  Glei- 
chungen AxeCS  »=  2  Are  HZ,    Fallen  die  Puncto  H  und  6*  zusammen, 

nimmt  man  in  der  Gleichung  16)  z  =  t,  also  z*  =  2l/3  —  3,  so  ist 
hierdurch  algebraisch  das  Problem  der  Dreitheilung  des  Lemniscaten- 
bogens  gelöst 

Setzt  man  weiter: 

CI  =  wal/2,  CS  =  za]/2  CO  =  ta\/2, 

l/i-n/ruji  ^   ^t/2    l/i+Vj^*  _   <t/ä 

ßo  ist  (75  ==  2C/;  CI  —  20Z,  folglich  C5  —  AOL  Fallen  die 
Puncto  S  und  (>  zusammen,  so  wird  dadurch  der  fQnfte  Thcil  des 
Quadranten  der  Lemniscate  bestimmt 

Aus  dem  Vorhergehenden  schliesst  FagnanOf  dass  der  Quadrant 
der  Lemniscate  sich  algebraisch  in  gleiche  Theilc  zerlegen  lässt,  wenn 
die  Anzahl  derselben  in  einer  der  drei  Formen  2.2"*,  3.2"*,  5.2*" 
enthalten  ist^  wo  m  eine  positive,  ganze  Zahl  bezeichnet: 

„£  questa  e  una  nuova,  c  singolare  proprietä  dclla  mia  curva'* 
(p.  368). 

Die  ebenso  eleganten  wie  merkwürdigen  Theoreme  von  Fagnano 
bewogen  Euler  sein  Additionstheorem  in  einer  Reihe  von  Abhandlun- 
gen theils  weiter  auszuführen,  theils  geometrisch  zu  verwerthon.  Der 
ziemliche  Umfang  dieser  Abhandlungen  gestattet  keine  eingehendere 


480 

Analyse  derselben,  einige  Andeutungen  der  bemerkenswerthesten  Re- 
sultate mögen  genügen.  Hier  wie  in  fast  allen  Theilen  der  Mathe- 
matik tritt  die  wahrhaft  staunenerregende  Productivität  Eukr^s  m 
bemerkenswerther  Weise  hervor. 

In  der  Abhandlung:  ,,Observatione8  de  comparatione  areuum  m- 
varum  irrectificabilium^  (Novi  Commentarii  Acad.  Petropolitanae.  T.VI 
p.  58 — 84.  Petropoli  17G1)  bestimmt  Euler  auf  dem  Qudranten  eiiier 
Ellipse  zwei  Bogen,  deren  Summe  sich  geometrisch  ausdrücken  Übst 

Wird  die  halbe  grosse  Axe  zur  Einheit  genommen,  ist  c  die  halbe 
kleine  Axe,  setzt  man  1 — c^  =  n^  so  stellt  sich  Euler  die  Anfgibe^ 
die  Integrabilität  des  Differentialausdrucks 

zu   bestimmen.     Hierbei   wird   bemerkt:  „—  cum   igitur  tentaminibnB 
totum  negotium  absolvi  debeat,  fingatur  1/  ^    =  au,  et  «  iti 

concipiatur  ut  vicissem  fiat  1/  .         ,   =  cacf^. 

Da  n  <  1  ist,  so  führt  die  obige  Annahme  zu  keinem  rellen  Re- 
sultate.    Euler  setzt  daher  (tentemus  ergo  alias  formulas): 

18)  i/^  ==  £  i/\E««*  =  « . 

^     V    1 — x^         w'  V    1 — ü^         X 

Hieraus  folgt  a  =  1  und 

19)    x'^+u^  =  l+nxhi\ 

Für  a  =  1  ist  nach  18)   der  Differentialausdrnck   in  17)  gleich 

dx      du  ^  djx'^+y^) 

u        X  2xu 

d.  i.  nach  19): 

dx  ,  du  , 

=  ndxu. 

u        X 


Findet  die  Gleichung  19)  statt,  so  ist  also 

I  /l — nu^  

V   l-w2   — 


^1/   i_^2  +du\/  \ — '^  =  ndxu. 

Da  nach   10)  u  ==  1   für  o;  =  0,  so  giebt  die  vorstehende 
chung  integrirt: 


r-i/\^*+/-i/i 


TlU^ 


1— W^ 


nxu. 


Diese  Gleichung  enthält  Nichts  weiter  wie  den  Satz  von  Fogf^fS^' 
Euler  giebt  für  denselben  folgende  einfache,  leicht  zu  beweisende 
Construction  au. 
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Die  Tangente  im  Puncte  P  der  Ellipse  ^«  ^• 

Fe  die  kleine  Axe  OB  im  Puncte  Q. 
\  dieser  Tangente  werde  QR  =  OA^  d. 
gleich  der  halben  grossen  Axe  abgeschnit- 
.    Die   Parallele  zn  OB  durch  R  trifft 

Ellipse  im  Puncte  S.    Es  ist  dann: 

kvfiPB—kri^AS  =  PM, 
M  der  Fusspunct  des  Perpendikels   ist^ 
lilt  vom  Mittelpuncte  0  der  Ellipse  auf 

Tangente  des  Punctes  A 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  reproducirt  E^der  eine  ziem- 
e  Zahl  der  von  Fagnano  gefundenen  Formeln«  Zu  diesen  wird  der 
^nde  Satz  hinzugefügt: 

Theorema. 
^i   corda   arcus   simplicis    CM  fit  =^  z   et   corda   arcus  n  cnpli 
/ilf" >  «=  tt,  erit  corda  arcus  (n+1)  cupli 


(7y!f(»+i)  = 


Der  T.  VII  der  ^ovi  Commentarii"  (Petropoli  1761)  enthält  in 
kehrter  Reihenfolge  die  Abhandlungen  Euler^s] 

Specimen  novae  methodi  curvarum  quadraturas  et  rectificationes 
iiasque  quantitates  transcendentes  inter  se  comparandi.   (p.  83 — 127). 

Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcendentes  inter 
le  comparandi  de  comparatione  arcuum  Ellipsis.     (p.  3 — 48). 

Es  seien  X  und  F  dieselben  Functionen  von  x  und  y.  Nimmt  man 
tschen  x  und  y  die  Gleichung  a+2ß{x+y)+Y{x^+y^)+26xy  =«  0 

so  lassen  sich  mittelst  derselben  Integrale  herstellen,  J  Xdx^  J  ^^V 

deren  HOlfe  sich  die  Summen  von  Kreisbogen  und  Parabelbogen 
16  zu  weitläufige  Rechnungen  ausdrücken  lassen.  Diese  Methode 
let  den  Gegenstand  der  ersten  Abhandlung.  Mit  seinem  unflber- 
ifliehen  Talent,  vom  Einfachen  zum  Complicirten  auf  systematische 
use  Yoranzugehn,  nimmt  Etiler  in  der  zweiten  Abhandlung  die  ,,Ae- 
itio  canonica^  0  =  a'\-y(pcx-\-yy)+26xy-\-C,x:cyy  als  Ausgangspunct 
'  Herstellung  seines  Additionstheorems. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  mit  Euler: 

'+£^+£x^ 

]/A+Cx^+Ex* 

liitptr,  «Ulpt.  Fnnetloneii.  31 


20)  //(.)=y"^^i?^^, 
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80  finden  folgende  Gleichungen  statt  (pag.  11): 

//  (.^)  +lliy)  -lliz)  = 

xyx .  »Hy^+g^  „  .  xh/H'i   ^ 


wo: 


22X    ^  ^  a;i/^(^+^yH^y^)+yi/^(^+^^^+^^) 


Für  ^  =  0,  ^  =  0  repräsentiren  die  Gleichungen  20)— 22)  du 
Addltionstlioorem  der  elliptischen  Integrale  erater  Gattung,  für  ^i  =  1, 
r  —  — (1  -{-k^  E=k^,  A'=\,  1^  =  —k^,  C  =  0  zeigen  dieselben 
Gleichungen,  dass  Euler  auch  als  Entdecker  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angesehn  werden  muss,  rvelchei 
Theorem  auf  p.  24  in  der  gentöhnlichen  Form  direct  aitsgesprochen 
sich  vorftfxdet  Von  pag.  24  an  bis  zum  Ende  der  Abhandlung  bediest 
sich  Euler  fortwährend  dieses  Satzes  zur  Vergleichung  von  Ellipsenbogeii 
Nachdem  schon  auf  p.  14  bemerkt,  wie  die  Gleichung  II{x)  =  nlH^] 
herzustellen  ist,  finden  sich  auf  p.  37  u.  p.  46  Probleme  über  Verdoppe* 
lung  und  Verdreifachung  eines  elliptischen  Bogens.*) 

Im  t.  VII  der  „Comment  Petropol/'  findet  sich  noch  folgender 
Aufsatz  Euler' s: 

Demonstratio  theorematis  et  solutio  problematis   in  Actis  Emdito- 
rum  Lipsiensibus  propositorum.  (p.  128 — 162).**) 

Das  zu  beweisende  Theorem  besteht  in  Folgendem. 

Es  sei  (Fig.  9)  DD*  ein  gegebener  Diameter  der  Ellipse  ABßtV. 
Man  construire  den  conjugirten  Diametcr  CCf.  Es  werde  auf  der  Ver 
längeruug  von  CC  vom  Mittelpunct  0  der  Ellipse  aus  das  Segment 
0^a=  OA  abgeschnitten.'  Vom  Puncte  E  fälle  man  das  Perpendikel 
EH  auf  OA^  welches  den  Umfang  der  Ellipse  im  Puncte  1^  trifll 
Durch  den  Punct  P  ist  dann  der  halbe  Umfang  DBCAD'  der  ElUpae 
zwischen  den  Endpuncten  des  gegebenen  Diameters  DD^  so  getheil^ 
dass  kxitDBP—hi^PAD'  =  FF'  ist  Die  Puncte  F  und  P  sind 
die  Fusspuncte  der  Perpendikel  gefällt  von  den  Puncten  D  ruii  ^ 
auf  den  conjugirten  Diameter  CC\ 

Euler  hat  den  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  sowie  die  Lösung 
des  Problems  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AB  zwei  Puncte  p  ^ 


•)  Problema  7. 

Proposito  Ellipsis  arcu  qnocunque  fy,  a  dato  puncto  p  abscindere  srcooi 
pqrSf  qni  ab  illius  arcas  fg  triplo,  differat  qaantitate  geometrice  assigo^l'i^ 
••)  Nova  Acta  Erudito^um  MDCCLIV  p.  40. 
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Fig.  9. 


(jr  Bo  ZU  beBtimmen,  dass  Arepq  »^  -^  Are  AB.    Dieses  letztere  Problem 

wird  auf  ein  geometrisches  Problem  reducirt.  Die  Tangente  des  Punetes 
p  schneide  die  verlängerten  Haaptaxen  OA  und  OB  der  Ellipse  in 
den  Pnncten  ;/  nnd  yA  Der  Punct  p  ist  dann  durch  die  Bedingung 
p*p — pp^^  =  a-\-b  bestimmt,  wo  OA  =  a  und  OB  =  b  ist  Genau 
auf  dieselbe  Weise  ist  der  Punct  q  bestimmt,  dass  die  Differenz  der 
Segmente  der  Tangente  gleich  der  Summe  der  halben  Hauptaxen  ist 
(p.  155).  Am  Ende  seiner  Abhandlung  behandelt  Euler  das  Problem 
den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  in  drei  gleiche  Theile  zu  zerlegen 
(p.  156 — 162).    Ueber  dieses  Problem  findet  man  die  Worte: 

ifQuoniam  enim  facillime  arcus  assignatur,  qui  totius  perimetri  fit 
semissis,  vel  quadrans,  vel  ope  problematis  praecedentis  etiam  octans, 
band  pamm  notatu  dignus  videtur  casus,  quo  triens  postulatur,  cigus 
Bolntio,  etiamsi  ob  summam  facilitatero,  qua  res  de  semissi  et  qua- 
drante  expeditur,  non  admodum  difficilis  vidoatnr,  tamen  ad  investi- 
gationes  perquam  prolixas  et  opcrosas  deducitur,  quas  superare 
tentabo^. 

In  allen  diesen  angefthrten  Abhandlungen  macht  sich  bei  Euier 
das  Vorbild  geltend,  welches  Fagiicuio  in  seinen  Arbeiten  gegeben  hat, 
eine  fortwährende,  unmittelbare  Anwendung  der  gefundenen  Formeln 
anf  Geometrie.  Etiler  citiii;  auch  mit  offener  Bewunderung  die  Arbeiten 
seines  Vorgingers  in  diesem  Gebiete  der  Analysis. 

Die  folgenden  Abhandlungen  Euler's  sind,  ungeachtet  ihrer  Titel, 
beinahe  rein  analytischer  Natur,  die  Untersuchungen  von  Maclaurit^ 

31  • 
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und  d'Alemberty  welche  angefahrt  Bind,  scheinen  den  Gmnd  zu  diesen 
Arbeiten  gelegt  za  haben. 

Consideratio  formnlarnm,  quarnm  integratio  per  arcns  sectionaiD 
conicamm  absoivi  potest  (Novi  Oomment  t  VIII.  p.  129 — 149  Pe- 
trop.  1763) 

De  rednctione  formularnm  integralinm  ad  rectiücationem  ellipsis 
ac  hyperbolae.  (N.  C.  t  X.  p.  3—5(1.  Pet  1766). 

Findet  zwischen  x  und  y  die  Relation  statt: 

23)    (a+2te+ca:2)y2+(a'+2&'a:+c'a:2)«/+a"+26"a:+c"a^2  =  u, 

so  werden  particnläre  Fälle   dieser  Gleichung   auf  die  Transformation 
von  Integralen  angewandt,  enthalten  in  der  Form: 


/^ 


r+ffä^ox. 


k'\rhxx 

Je  nachdem  die  Constanten  f,  g,  h,  k,  theilweise  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nachdem  ferner  gewisse  Ungleichheiten  zwischen  den- 
selben stattfinden,  unterscheidet  Euler  12  verschiedene  Fälle,  welche 
sämmtlich  sehr  eingehend  behandelt  sind.  In  geometrischer  Hinsicht 
wird  dabei  unterschieden,  ob  ein  solches  Integral  eine  der  folgenden 
fünf  Bedeutungen  hat:  elliptischer  Bogen,  hyperbolischer  Bogen,  ellip- 
tischer Bogen  plus  einem  algebraischen  Theil,  hyperbolischer  Bogen 
plus  einem  algebraischen  Theil,  elliptischer  und  hyperbolischer  Bogen, 
nebst  algebraischem  Theil.  Aus  der  enormen  Menge  von  Detailnnter- 
suchungen,  welche  beide  Abhandlungen  enthalten,  möge  hervorgehoben 
werden,  dass  EvJer  in  der  ersten  Abhandlung,  die  allgemeine  Gleichung 
23)Kauf  ein  ziemlich  allgemeines  Problem  anwendet  (p.  142). 

Die  Gleichung  23)  führt  bekanntlich  auf  eine  DifferentialgleichQng: 

wo   X  und  Y  Polynome   vierten   Grades   von  x  und  y   sind.     Euler 
setzt  nun: 

(  y  =  AY+'^B'y'+C'y^+'^D'y+E'y 
^^)  \X^  Ax^+Cx^+D. 
Nimmt  man  A'^  D\  C^,  D\  Ef  als  gegeben  an,  so  giebt  die  erste 
der  Gleichung  25)  zwischen  «,  ft,  c  etc.  5  Relationen.  Da  X  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthält,  so  ergeben  sich  zwischen  den  bemerkten  Coef- 
ficienten  noch  zwei  weitere  Relationen.  Um  eine  letzte  Relation  [die 
Gleichung  23)  enthält  factisch  nur  8  arbiträre  Coefficienten]  zu  erhalten. 
geht  Euler  Ton  folgender  Gleichung  ans: 


/ 
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\/aY + 2ä  V+  Cy« + 2Z)'y + E' 


dy  =  Con8taD8+ 


mx+ny+p+  f  P±Q£±^  ^a:. 

Diese  Gleichung  wird  mittelst  der  Gleichungen  23)  und  24)  be- 
handelt £s  seien  P,  Q'^  Bf  gegebene  Quantitäten.  Um  nun  eine 
achte  Relation  zwischen  a^h^c  etc.  zu  erhalten,  setzt  Euler  A'Q'  =  ß^R^ 
£s  ist  dann: 

Rf 

mx+ny+p  =  -j^iby+c/x+cxy). 

Die  finale  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Gleichung  23)  hängt 
von  einer  cubischen  Gleichung  ab.  Sind  dieselben  bestimmt^  so  ergeben 
sich  Ay  By  Cy  Py  Q  und  R  durch  lineare  Gleichungen.  Aehnlich  wie 
die  vorhin  erwähnten  beiden  Abhandlungen  enthalten  die  beiden  fol- 
genden wesentlich  analytische  Resultate. 

Uberior  evolntio  comparationis  quam  inter  arcus  sectionnm  coni- 
carum  instituere  licet.  (Acta  Academiae  Petropolitanae.  pro  Anno 
MDGCLXXL  Pars  Posterior.  Petrop.  1785  p.23— 44).  De  miris 
proprietatibns  curvae  elasticae  sub  aequatione 

/x'^dx 

(Acta  A.  P.  pro  A.  MDCCLXXXIL  Pet  1789.  p.  34—61). 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  namentlich  mit  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  (p.  30)  und 
Anwendung  desselben  auf  die  Vergleichung  von  EUipsenbogen.  Auf 
p.35  wird  in  das  Integral  für  den  elliptischen  Bogen  ein  Winkel  als 
Integrationsvariabele  eingeftthrt  Am  Schluss  (p.  43)  findet  sich  folgendes: 

Theorema. 

8i  capiatur   s  =    ,  ,  erit  dififerentia  istarum  formu- 

l/c*+(a2_c2)^2' 

lamm  integralium  semper  algebraica: 

cl/c*+(a2— c^)^2' 
Diese  „egregia  reductio^',  wie  Euler  dieselbe  nennt,  ist  indessen 
nnr  eine  andere  Form  für  das  Theorem  von  Fagnmw, 

Die  Abhandlung  über  die  elastische  Curve  basirt  auf  einem  älteren 
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Anfsats  „Plenior  explicatio^  von  welchem  weiter  unten  die  Rede  sein 
soll.  Von  pag.  51  ab  werden  die  Bogen  der  Cürven,  welche  in  Form 
elliptischer  Integrale  erscheinen,  mit  einander  verglichen.*)  Die  Ver- 
gleichnng  von  Curvenbogen,  welche  nicht  snperposabel  sind,  haben 
Euler  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  einigen  sehr  interessanten  und 
geistvollen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben,  von  denen  man  nur 
bedauern  kann,  dass  dieselben  nicht  in  dem  Maasse  durchgeführt  sind, 
wie  dieses  bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist 

Diese  Untersuchungen,  welche  von  den  bisher  bemerkten  ginslich 
verschieden,  sind  die  folgenden: 

De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarnm  longitudinem  per  arcm 
ellipticos  metiri  licet  (Nova  Acta  Ac.  Petrop.  t  V  pro  Anno 
MDCCLXXXVn.  Petr.  1789  p.  71—85). 

De   infinitis   curvis   algebraicis   quarum   longitudo   indefinita  arcni 
elUptico  aequatur.  (M^moircs  posthumes  de  L.  Euler,  F.  F.  Schubert 
et  N.  Fuss.    Petersbourg  1830  p.  95^ — 99). 
Die  erste  Abhandlung  behandelt  folgendes: 

Problema. 
Pro   coordinatis  x  et  y  fnnctiones   algebraicas  ipsius  v  investigare, 
ut  fiat: 

Nachdem  eine  Lösung  gegeben,  setzt  Euier  t^  «=  sin^o  und  giebt 
dann  auf  p.  80  als  altera  solutio  folgende  Gleichungen : 

2a;  =  ■^sin(i  +  l)9>  — -^sinC^-l)^, 

n+1       ,,  ,  ,.  n— 1        ^,      ,^ 

Nimmt  man  die  Fälle  X  ^^  ±^\  aus,  so  bestimmen  die  vorstehen- 
den Gleichungen  für  rationale  Werthe  von  X  unendlich  viele  alge- 
braische Curven.  Auf  p.  83  wird  noch  ein  zweites  System  gegeben, 
welches  nur  unwesentlich  von  dem  obigen  verschieden  ist  Aus  der 
zweiten  Abhandlung,  welche  vom  Jahre  1781  datirt^  sind  folgende  Glei- 
chungen hervorzuheben: 


*)  Die  geometrische  Untersuchung  der  elastischen  Curve  verdankt  ihren 
ürprung  einem  Probleme  von  Jacob  BernoüUi^  (Acta  Erud.  1692  p.  207)  die 
Form  eines  Tuches  zu  finden,  welches  von  einer  schweren,  flüssigen  Mkteiie 
ausgedehnt  wird.  Eine  Lösung  des  Problems  erfolgte  nicht  BemoulU  g*b 
seine  LOsung  A.  £.  1692  p.  262.  Weitere  Untersuchungen  von  demselben  ent- 
halten die  A.  £.  1094  p.338;  J695  p.  545. 
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iL  h 

n+1  n — 1  * 

y  =  ^8in(n+l)©— ^8in(n-l)©, 

wo  n  s=s  :j:  1  auBznnehmeii  ist 

In  einer  früheren  Abhandlung: 
Integratio  Aequationia 

dx dy 


(Novi  Commentarii,  t.  XII  p.  A.  MDCCLXVII  p.  3—16) 

hatte  Euler  schon  bemerkt^  dass  in  dem  ersten  Differential  durch  eine 

Substitution  von  der  Form: 

mz+a 

X  ^^  — — 

nz+b 

die  ungraden  Potenzen  von  z  unter  dem  Wurzelzeichen  sich  wegschaf- 
fen lassen.  Dasselbe  gilt  fElr  das  zweite  Difrerential.  Nimmt  man  also 
in  der  obigen  Gleichung  B  '=^0y  />  =  0,  so  wird  die  Allgemeinheit 
derselben  dadurch  nicht  verringert  Indem  Euler  in  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung unter  den  Wurzelzeichen  nur  grade  Potenzen  von  x 
und  y  annahm,  gelangte  er  durch  eine  wesentliche  Vereinfachung  der 
Rechnungsoperationen  zu  den  Ergebnissen,  welche  in  der  ebenso  merk- 
würdigen wie  bedeutenden  Abhandlung  niedergelegt  sind: 

Plenior    explicatio    circa    comparationem    quantitatum    in    forma 
integral! 

Z 


L 


dz 


contentarum,  denotante  Z  fnnctionem  quamcunque  rationalem  ipsius  z\ 
Diese  Abhandlung  findet  sich  in  ,,Acta  Academiae  Petropolitanae, 
pro  Anno  MDCCLXXXI/'  Pars  Posterior.  PetropoU  1785  (p.  3—22), 
oder  auch:  „Institutiones  calculi  integralis'^  (t.  IV  p.446 — 464).  Etäer 
hat  in  dieser  Abhandlung  sein  ursprüngliches  Additionstheorem  so 
erweitert,  dass  sich  ein  Satz  ergiebt,  welcher  die  Additionstheoreme 
sämmtlicher,  von  Legendre  aufgestellten  Gattungen,  elliptischer  Integrale 
umfasst  Bei  dem  historischen  Interesse  sollen  die  Worte  Euler's  an- 
geführt werden.    Man  setze: 


1  Vi 


26)    I7(z)-    #    -7=J==rf«, 

r     \/\+mz^-\-nz^ 


wo  Z  eino  grade  Function  von  z  ist    Ist  Z  ein  Polynom  von  z\  so 
UUst  sich  n(pc)+II(y)  —  27  (z)  als  algebraische  Function  von  x,  y  und 
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z  darstelleD  für  eine  gewisse  algebraische  Relation  zwischen  x^  y  und  u 
„Nunc  aatein   observaviy   easdem   comparationes   institui  poase,  o 
pro  Z  accipiatur  fanctio  qnaecanqne  rationalis  ipsiua  z\  qnae  sdfi- 
cet  habeat  higasmodi  formam: 

F+Gz^+Hz^+Iz^+Kz^+ ... 
g+®z2+$z*+3z«+Jb8+ .. . 
ubi  qoidem  hoc  discrimen  oecurrit^  qaod  differentia  inter  sammaD 
daamm  hajnsmodi  formnlaram  et  tertiam  formolam  ejosdem  generii 
inveniendam  non  amplius  fit  qaantitas  algebraica,  venuitamen  per 
logarithmos  et  arcus  circulares  semper  exhiberi  posait  ita  nt  niue 
lata  investigatio  multo  latius  pateat,  quam  eam  adhnc  eram  com- 
plexos.^' 

Wie  fast  in   allen  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale  geht 
Euler  von  der  Gleichung  aus: 

Diese  Gleichung  wird  durch  die  folgende  ersetzt: 

27)    x^+y^—z'^+2xy\/\+mz'^+nz'^—nxhfH-  =  0. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

28)     l/f+mzH^  =  4 
so  giebt  die  Gleichung  27): 

29)    x'^+y'^—z'^+lxy  A—nxhfH^  =  0. 
Entwickelt  man  aus  dieser  Gleichung  successive   die  Werthe  vob 
X  und  y^  so  folgt: 

x(\ — nyH'^)-\-yA  =  zl/l+my*+ny*, 

y(l — tix'^z'^)  +  xA  =  z\/\-\-mx^+nx^. 

Die  Gleichung  29)  ftthrt  bekanntlich  auf: 

31)     _=^==+_=^==  =  0, 

oder  nach  30): 

dx  dy 


30) 


32) 


y(l  — nx^z^)+xA  05(1  — ny^z^)+yJ 

Für  o;  ==  0  ist  nach  29)  «/  =  z,  die  Differentialgleichung  30)  inte- 
grirty  giebt  das  bekannte  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung.  Es  seien  nun  Ä  und  F  dieselben  Functionen  ?od  ^ 
und  y^  wie  Z  von  z\    Man  setze: 

33)      ,        ^  dx+  ,        ^^=dy  =  dV, 

dann  lisst  sich  auf  folgende  Art  T  finden.    In  33)  Iftsst  sich  nach  31) 
dx  oder  dy  eliminiren,  da  indessen  kein  Grund  vorhanden  ist^  ^'^ 
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Functioii  Ton  x  oder  y  anzusehn,  so  fthre  man  eine  nene  unabhängige 

Variabele  u  ein^  mittelst  der  Gleichung  xy  »=  ti.     Die  Gleichung  32) 

liaat  sich  dann  ersetzen  durch: 

dx  ^  —dy  ^ 

y(i  —nxH^)+xA        x{\—nyH'^)+yA  ' 

oder: 

34)    de  —  [y{\—nxH'^)+xA\sdUj  dy  =  —\x(\-'Wßz^+yA]sdu, 

wo  s  eine  Unbestimmte  bedeutet     Diese  Gleichungen  geben: 

ydx+xdy  «—  (y^ — x^)sdu 
also  da  ydx+xdy  ^^^  du  ist^   1  =  (y^ — x^)s.    Setzt  man  in  den  Glei- 
chungen 34)  s  ==  -j j,  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  30): 

y  ^~'  X 

dx  — dy  zdu 


\/\+mx^+fix^        \/\+my^+7iy^        y*— x« 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 

z-^ ^du  =  dJ^ 

•der: 

34)    dV z^j^^.du. 

Y X 

Nun  ist  aber  -; j   eine   Function   von  xy   und   x^-\-y\    Die 

y      X 

Gleichung  29)  giebt,  xy  ^^  u  gesetzt^: 

35)    a:2+y2  =  z^+2uA+uhhi. 
Hieraus  folgt,  dass  in  34)  der  Factor   von  du  eine  Function  von 
u  ist    Setzt  man  folglich: 

y—jc 

y^—x^ 

so  ist  nach  34)  dF  «»  — Udi4.  Diesen  Werth  von  d^'  setze  man  in 
die  Gleichung  33)  und  integrire.  Für  o;  =  0  ist  y  =  2  und  u  =«  0. 
Mit  Bttcksicht  auf  die  Bezeichnung  aus  26)  folgt  nun: 


36)       ^ITIIT»-^. 


k« 


37)    n(x)+n{y)—n{z) /   Udu, 

Ist  S.B.: 

38)    Z=4i~, 

■0  folgt: 

y—JC  afb—ab' 


y»— x»        a'»+a'6'(««+y')+ft'*x*y* 
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d.L  nMh  35)  and  36): 

2(a'Ä— 0*0 fj 

a'»+a'fr'«*+2a^«'MM+(6'»-i-o'*'«z*)tt»  ~ 
Nimmt  man  also: 


n{z) 


80  ist: 

^  ziäb'—afb)du 


t/o 


wo  nach  Ausftlhrang  der  Integration  rechts  u  ^^  xy  zu  setien  ist 
Die  vorstehende  Oleichnng  enthält  die  Additionstheoreme  der  elfip- 
tischen  Integrale  sftmmtlicher  drei  Gattungen. 

In  Verbindung  mit  den  Abhandlungen^  deren  beim  Ad^tioiu- 
theorem  Erwähnung  geschah ,  sind  in  dem  Vorstehenden  fast  alle  Ar- 
beiten von  Euler  angegeben,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale 
beziehn.  Dieselben  enthalten  ein  sehr  grosses  Material,  selbst  wens 
man  von  mitunter  etwas  umständlichen  Wiederholungen  absieht  Bi 
hat  sich  ergeben,  dass  das  allgemeinste  Additionstheorem  für  elliptiBche 
Integrale  zuerst  von  Euler  deutlich  und  explicite  ausgesprochen  ist, 
dass  Euler  eine  Art  Normalform  elliptischer  Integrale  angenommen 
und  auf  dieselbe  hingewiesen  hat,  welche  sich  wenig  von  der  Normal- 
form unterscheidet,  welche  die  Basis  der  Forschungen  von  Legendre 
bildet  Die  Arbeiten  von  Euler  mussten  für  Legendre  eine  ebenso 
ntttzliche  wie  reiche  Quelle  sein,  aus  welcher  der  Verfasser  des 
^Trait^  des  fonctions  elliptiques"^  eine  Anzahl  Ideen  entnommen  hat» 
welche  eine  unparteiische  Auffassung  dem  Manne  zuwenden  mufls, 
welcher  ohne  üobertreibung  der  Begründer  der  neuem  Mathematik 
genannt  werden  kann.  Das  grosse  Verdienst,  welches  Legendre  um 
die  Ausbildung  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  erworben, 
wird  nicht  im  Mindesten  dadurch  verringert,  dass  die  Priorität  einiger 
fundamentalen  Ideen  und  Theoreme  Euler  angehört  Wenn  min 
erwägt,  dass  die  hierhin  gehörigen  Arbeiten  Euler's  in  ihrer  Vereinigung 
einen  Quartband  von  350  —  400  Seiten  fallen  wttrden,  so  ist  schwer 
zu  begreifen,  dass  von  all  diesen  Arbeiten  nur  ein  einsiger  Sali 
erwähnt  wird,  der  noch  obendrein,  gestützt  auf  ^e  Autorität  von 
Lagrange^  mehr  einem  glflcklichen  Einfall,  wie  langer,  mühsamer  und 
tiefer  Forschung  zugeschrieben  wird.*)     Fagnano  hat  den  glücklichen 

•)  Schon  früher  iöt  Eukr  gegen  eine  gedankenlose  Tradition,  g^;« 
eine  uugorechte  Entfremdung  seiner  Additionstheoreme  in  Schutz  genommen 
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'  6Mknk«B  g^bfibt,  den  Euler  dnroh  ein«  imgeheur«  Arbeit  entt  iTSte- 
Butisch  wpitpr  geführt  hat.  Es  läest  «ich  nicht  verkennen,  (iasB  die 
Rerhnnngen  Eiilrr'K  in  mnaebi^n  AufeStzen  filr  den  Ungewohnten  von 
dreckender  Lunge  nnd  Oomplication  aind,  das«  die  Qberw Altige Ddo 
lu'n  von  Formeln  der  ersten  AbhRndlangen,  erst  in  der  „Plenior 
\[>lirstiit"  deu  Anfang  einer  bedeutenden  Theorie  hervortreten  lüset 
Mit  dem  ErBcheinen  der  Abhandlang  „Memoire  sur  los  int^grationa 
p»r  d'area  d'ellipöe"  (Hiatoire  de  l'Aeadömie,  Annöe  MDCCLXXXVI. 
Pliris  178B  p.  616 — 646)  von  Letfciiflre,  wenige  Jahre  nach  dem 
Tode  Euler's,  tritt  die  Theorie  der  oIliptiBchen  Integrale  in  ein  neiiee 
Stadium.  Die  geometrist^he  Gmndlage  verschwindet  fast  gXntlich. 
Mit  hervorragender  Leichtigkeit  and  Eleganz  behaDdcll  l.egendrf  die 
•Uiptlaclien  Integrale  in  aehr  systematischer  Weise.  Er  giobt  zur 
üntersochung  derselben  eine  grosse  .Menge  Iteductionsformeln,  welche 
Ihm  gutatten,  spAter  in  üchtvoller  Uebersiclitlichkeit  Ordnung  zn 
BrhafTen  in  dem  schwer  zu  Übersehenden  Labyrinth  von  Formeln, 
welche,  meistens  in  recht  ungelenker  Form,  von  (f  .tletitberl  und  Euler 
aufgestellt  worden  sind.  Selbst,  wenn  man  eine  Reihe  glinzender  Ent- 
deckungen nicht  in  Rechnnng  bringt,  können  die  Verdiensto  von  Le- 
gentire nicht  hoch  genug  angeachlageu  werden,  weiteren  Forsclrnngwu 
den  Weg  geebnet  zu  haben. 

Fasat  man  die  auccessivR  Ausbildnug  der  Lehre  von  den  ellip- 
tischen Integralen  in 's  Auge,  so  lilsst  sich  kaum  in  Abrede  stellen, 
dass  von  dem  Jahre  1740  an,  als  Fayiiano  das  Problem  über  die  bi- 
quadratiachc  Parabel  aufstellte,  ein  volles  Jahrhundert  hindurch  diese 
Theorie  wesentlich  von  Fagnana,  Euler  und  Legendre  geschaffen  und 
begrilndet  ist 

worden.    Mnn  üsdel  ähnliche  Behauptungen  wte  die  obigen  achon  bei  plana 
iu  <li;u]  -ML-iDuirc  aur  k  (h6orie  des  transceuihintes  ellipttqnes*  enthalten,  In 
!•  Meiuurio  della  reale  AcademU  df  Tntlno.    Serie  seconda.    T.  XX.  p.  192. 
■  111'.  Isön. 

Ka  tot  iliese«  nlobt  der  einaige  Fall,  das«  beileutende  Ideen  tHr  ICiiler 
rcivlamirt  werden  uiiisscn-  RiemuHn  lia<  daranl'  hingewieieo ,  dass  EuUr  uino 
Uetbode  voUgtäntlig  anaeebildet  haMe.  die  Bonugungun  von  FlUsniKkelU-u  wi 
betrachten,  welche  2li  Jatiru  apüter  von  Lagrange  wieder  gefunden  und  In 
der  Folge  deiDsullien  kritiklos  zugesehrieben  wurde.  Fllr  die  Bchuniltung 
hydimlynanilacber  Probleme  hat  Euler  zwei  MtthoAct  gegeben.  Man  ver> 
gleiebe  biertlbor  eine  GUttinger  Prelsachriff  vom  Jabre  INW  unter  dem  Titrl: 
^bat  allgemeinen  Theorie  der  Bewe^ug  der  FllUslgkolten  von  il.  Hankel. 

Es  liewabrheitct  sich  Inii  dicAci  (Gelegenheit  nieder  die  Bichtigkeil  der 
MOen  Worte  von  taplace  „Litei  Euter,  lit^z  Euler,  e'eit  nvtre  maUrr 
Clürt  von  iAbri  im  Journal  des  !iavant>.    IMG,  p.  il. 
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Die  Arbeiten  von  Pagnano  und  Euler  haben  später  zn  keineA 
directen  Fortsetzungen  Veranlassong  gegeben ,  die  Schriften  von  fih 
gnmw  scheinen  sehr  wenig  bekannt ,  die  Schriften  des  grossen  E^ 
zu  wenig  gelesen  zu  sein.  £s  lässt  sich  schwer  erklftren,  dass  te 
Name  von  jedem  dieser  eminenten  Geometer  nur  mit  einem  einugei 
Theoreme  verbunden  ist  Von  dem  Additionstheoreme  Euler^s  ist  im 
siebenten  Absciinitt  die  Rede  gewesen;  zur  Vervollständigang  d» 
Obigen  bleibt  daher  nur  übrig,  auf  einige  Abhandlungen  zu  verwdttOi 
welche  sich  auf  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano  beziehn.  Fol- 
gende Abhandlungen  bieten  einiges  Interesse  dar. 

Brhikley:  A  Theorem  for  finding  the  Surface  of  an  Oblique  Cylinder 

with  a  Geometrical  Demonstration.     Also,  an  Appendix,  ecn- 

taining  some  Observations  on  the  Method  of  finding  the  (Sreim- 

ference  of  a  very  Excentric  Ellipse;  includlng  a  Geometrieil 

Demonstration    of  the  remarkable  Property    of  Elliptic  Aie 

discovered  by  Count  Fagnani.     (Transactions  of  the  roy.  Ulk 

Academy.    VoL  IX,  p.  145—158.  Dublin  1803)." 

In  dieser  Abhandlung  hat  nach  Mac  Cüllagh  der  nachmalige  JiAsA 

Bishop  of  Oloyne"   den   ersten  geometrischen  Beweis  des  Satzes  tob 

Fagna/no  gegeben.  *) 

Wallacei   „Jl  New  Method  of  expressing   the  Coeffioients   of  the 

Development  of  the  Algebraic  Formula  iä^+b^ — 2abew^)% 

by  means  of  the  Perimeters  of  two  Ellipses,  when  n  denot« 

the  Half  of  any   odd    number;  together   with  an   Appendix 

containing  the  Investlgation  of  a  Formula  for  the  RectifiestioB 

of  any  Arch  of  an  Ellipse."     (Transactions  of  the  roy.  Society 

of  Edingburgh.    Vol  V.  p.  253—293.     Appendix  p.  271—293. 

Edingburgh  MDCCCV). 

Die  Abhandlung  enthält  im  Appendix  die  Darstellung  eines  Ellipseih 

bogens  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  welche  nicht  ganz  unzwed- 

mässig  zu  sein   scheint    Die  Anwendung   dieser  Reihe   auf  den  Sili 

von  Fagnano  ist  zwar  sehr  originell,  bildet  aber  einen  grossen  Umweg 

im   Verhältniss  zur   directen   Behandlung   des  Integrals,  welches  die 

Länge  des  Ellipsenbogens  giebt    Während  Fagnano^  bekannt  mit  dei 

*)  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  die  Abhandlung  von  Mac  Cuüagh  erwfluit 
„Geometrical  Theorems  on  the  Rectification  of  Conio  Sections."  (Tnnstct 
of  the  roy.  Irish  Acad.  Vol.  XVI.  p.  79—83.  Dublin  1830).  Die  Abhandln^J 
enthält  nach  Behauptung  des  Verfassers  die  erste  geometrische  Herleitniif 
des  Satzes  von  Landen  über  die  Hyperbelbogen;  dieselbe  scheint  einGegei>- 
stUck  zu  der  im  Texte  bemerkten  Abhandlung  von  Brinkley  bilden  sa  solleB' 
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Arbeiten  von  LeibniZj  Jacob  und  Johann  Bemoullij  die  Bezeichnungen 
dieser  ebenso  grogsartigen  wie  tiefen  Denker  angenommen  hatte,  findet 
lieb  in  der  Abhandlung  von  Wallace  noch  die  veraltete  Bezeichnung 
der  Theorie  der  Fluxionen. 

Bedeutend  weiter  wie  Brinkley  und  Wallace  geht  Talbolj  der 
Erfinder  der  üebertragung  von  Lichtbildern  auf  Papier,  der  gegen- 
wtrtigen  Photographie,  in  zwei  Abhandlungen  ^Researches  on  the  Inte- 
gral Calculua''  (Philosophical  Transactions.  1836.  p.  177— 215,  1837 
p.  1—18). 

Die  von  Fagnano  angewandten  Rechnungen  hat  Talbot  zu  verall- 
gemeinern und  systematisiren  gesucht  Es  lässt  sich  aber  nicht  ver- 
kennen, dass  die  Abhandlungen  über  einige  geistreiche  Versuche  nicht 
hinansgehn.  Die  gefundenen  wesentlichsten  Resultate  und  die  Art 
ihrer  Herleitung  ist  fast  identisch  wie  bei  Euler. 

£8  seien  x  und  y  durch  eine  symmetrische  Relation  verbunden, 
10  dass  y  =  9)(a:)  und  x  =  (p(y).  Dann  ist  dxy  =  ydx+xdy  = 
pix)dx+^(y)dy.    Hieraus  folgt  durch  Integration: 

f^{x)dx.+Jq>{y)dy  =  a:y+Constan8, 
was    eine    Relation    zwischen     zwei    Integralen     derselben     Form    ist 
Nimmt  man  fl^:rV  =  a^x'^+tß)  —  1,  also: 

so  folgt: 

Diese  Gleichung  giebt  eine  Relation  zwischen  den  Bogen  einer 
Hyperbel,  bestimmt  durch  y^ — (a-  — 1)0;^  =  1 — a\  Diese  Resultate 
finden  sich  schon  bei  Euler, 

Man  kann  auf  analoge  Art  wie  vorlün  eine  Relation  zwischen  drei 
Integralen  finden.    Es  sei: 

yz  =  q>{x\  xz  =  g)(y),  xy  =  9p(z), 
alao  dxyz  «=  9(x)dx+q)(y)dy+^(z)dz.    Durch  Integration  folgt: 

f<p{x)dx+f(p{y)dy+fg>(z)dz  =  xyz-hConst 
Nimmt  man  z.  B. 


^+y+z  =  0,  yz+xz+xy  =  —jxh/^z\ 


so  ist: 


also: 
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\x      y      z)        2  4 

Die   zweite   der    obigen   Gleichungen   yz+xz+xy  = j— 

giebt  nämlich  durch  xyz  dividirt: 

Jedes  der  drei  Integrale  bestimmt  den  Bogen  dner  gleichseftigeB 
Hyperbel  enthalten  in  der  Coordinatengleichung  xy  ^^=  \. 

Die  Annahmen: 

x'+y^+z^  ^  0,  (yz)^+ixz)^+{xy)^  •=  —1 
geben : 

yz  =  l/x®  —  1, 
folglich: 

/  [/x^^l  dx+  I  /yö— 1  rfy  +  /  l/««— Wz  =  ayz+CoMt 

Auf  p.  193  der  ersten  Abhandlung  sucht  Taibot  die  isolirteii  Bei- 
spiele zu  verallgemeinern  dadurch,  dass  7i — 1  symmetrische  Oleichan- 
geu  zwischen  n  Yariabeln  gefunden  werden  sollen.  Man  kann  die  x 
Variabelu  als  Wurzeln  einer  Gleichung  n^^  Grades  ansehn,  für  welche 
wenigstens  ein  Goefficient  eine  beliebige  Variabele  enthält    Ist  (p(x)  oder 

J q>(x)dx  gegeben,  so  soll  die  Gleichung: 

gefunden   werden,   deren   Wurzeln   x^  y,  z...  die   Eigenschaft  haben, 
dass  die  Summe  der  Integrale 

y^)  (x)  dx  +f(p  (y)dy  +fq)  {z)dz+... 
sich  als  algebraische  Function  von  x^  y,  z...  ausdrficken   lässt    Vob 
dem  Problem  werden  nur  besondere  Fälle  behandelt. 

Um  einige  Beispiele  zu  geben,  seien  ti  und  (^  die  Wunehi  von 

fi  —  vt+\  =  0 
also : 


Diese  Gleichungen  geben: 


=  t;,  /,+^  =  V. 


Durch  Integration  folgt: 


405 


-ft;*+Coiißt  =  -f  (^i+^2)*+ConBt 

In  Folge  von  fi — vt+\  «=  0  igt  txh  »»  1.  Setet  man  also  ti  =  %i\ 
/j  =  w^,  80  folgt  ftlr  ww  -■  1: 

/  l/l+u*dM+   /  l/l+w*d»  =  -f  (ttHw'^j^+ConBt. 

Diese,  Relation  dient  zur  Addition  der  Bogen  der  cubischen  Para- 
bel, wenn  zwiBchen  den  Coordinaten  die  Gleichung  stattfindet  *^y  =  x^. 

Um  zu  ähnlichen  Resultaten  für  EUipsenbogen  zu  gelangen,  setzt 
Talbot : 


1/ 


1— aV        2/,, 


1  —  /»  V 

oder: 

Sind  X,  y,  z  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  findet  man: 
.  I  /l  —  a»x»  ,  ^  I  /l  — aV  ,  j  I  /l— a»z» 


2 


also: 


f-\/'-i^:^f^\/W\H'-^ 


— a»z» 


2« 


=  a*t»+Con8t 
Die  Annahme: 


1/ 


1— /» 

giebt: 


1— aV^ 

=s  t;/ 


v^+a^^  .   1 


Smd  o:^  und  y^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt: 


_tf — -~  = -dv  «  a*rf— 

2  1^2  pt  p 
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Durch  Integration  folgt  hierans: 

Es  ist  x^+y^  =  — 5—,   xhj^  ==  -5.     Durch  Elimination  vonr' 

folgt  hieraus  x^+y^  =  \+ä^x^\ 

Eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen,  welche  nicht  hierhin  gehö- 
reu,  hat  Bertrand  in  seinem  ^Trait^  de  Calcul  diffSrentiel  et  de  Calcnl 
integral  Calcul  int^gra^  Paris  1870,  p.  386)  mitgetheilt  Bertrand, 
welciier  die  Arbeiten  von  Talboi  unter  dem  Titel  ^M^thode  de  Talbot*" 
ald  etwas  Bemerkenswerthes  zusammengestellt  hat,  findet  sich  dabei 
doch  zu  der  Aeusserung  veranlasst: 

^L'inconv^nieut  de  cette  m^thode  est  ^videment  de  faire  connaltre 
des  th^or^mes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  ou  int^reasaDte 
semble  produite  par  une  sorte  de  hasard,  qull  est  ais^  n^anmoins 
de  diriger  daus  une  ccrtaine  mesure/ 

Die  obigen  Sätze  ttber  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  erinnern  in 
ihrer  Behandlung  sehr  an  die  schon  früher  erwähnte  Abhandlung  vo& 
Euler:  ^Observationes  de  comparatione  arcuum  curvamm  irrectificabi* 
lium**  (Novi  Oomm.  Ac.  Petropol.  T.  VI). 

Da  hier  nur  die  Abhandlungen  erwähnt  werden  sollen,  welche  bis 
in  die  Zeit  der  ersten  Publicationen  von  Abel  und  Jacobi  fallen,  bei 
denen  also  die  neue  Anschauungsweise  sich  noch  nicht  Bahn  gebrocben, 
so  bleibt  nur  noch  eine  Abhandlung  übrig,  welche  zu  bemerken  ist 
Fagnano  scheint  selbst  auf  die  Theilung  der  Lemniscate  das  gHtaste 
Gewicht  gelegt  zu  haben,  mit  Ausnahme  der  kurzen  Andeutung  in  der 
Sectio  septima  der  „Disquisitiones  arithmeticae''  (Gauss  \  Werke  tl 
p.  412 — 413)  hat  sich  nur  noch  Libri  mit  diesem  Oegenstande  beschäf- 
tigt. Die  betreffende  Abhandlung  von  Libri  findet  sich  in  CreOe. 
Journal  t  10  p.  167 — 194  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  la  r^solution 
des  6quations  alg^briques  dont  les  racines  ont  entre  elles  un  rapport 
donn^,  et  sur  Integration  des  ^quations  difif^rentielles  lin^aires  dont 
les  integrales  particuli^res  peuvent  s'exprimer  les  unes  par  les  autree^. 
In  einer  Einleitung  zu  diesem  Aufsatze  bemerkt  IXbri^  dass  er  seine 
Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate  vor  Publication 
der  Resultate  von  Abel  unternommen  habe.  (Abel:  Recherches  sor  les 
fonctions  elliptiques.  §  VIII.  Grelle.  Journal  t  3.  p.  160 — 169;  Oeuvica 
1 1.  p.  221 — 230).  Es  ist  selbstverständlich,  dass  durch  die  ünkennt- 
niss  der  elliptischen  Functionen,  die  Resultate  von  Libri  unvollständig 
bleiben   mussten.    Das  Hauptverdienst  der  Abhandlung,  ein  Yersneh, 


497 

einer  WeiterftthrnDg  der  genialen  Ideen  von  FagnanOj  wird  etwas 
▼ermindert  dnreh  die  Praetension,  mit  welcher  das  ehemalige  Mitglied 
der  Aeademie  von  Paris  seine  Arbeit  neben  die  von  Abel  stellte. 

Die  Fünftheilnng  der  Lemnlscate  hängt  nach  Fagnano  von  der 
Lösung  der  Gleichungen  ab: 

_  2z\/\—z^        _  2u]/\—xi^ 

"    ~  1+2*       '     ^   ~  1+?/*        • 

Durch  Elimination  von  ti  findet  Libri  (1.  c.  p.  171)  die  Gleichung 

(2i«+202"— 2628+202*+ 1)2 

4-16(2"— ll224+25220+372tÖ  — 372t2_2528+ll2*— 1)  -=   ü. 

Durch  algebraische  Betrachtungen  wird  die  vorstehende  Gleichung 
auf  folgende  Form  gebracht: 

(2«»  — 272*  +  5)(2«*+62*  — 3)(2iß  +  522t2_262»— 122*  +  1)  =  0. 

Libri  bemerkt,  dass  die  Tlieilung  des  Quadranten  der  Lemniscate 
in  2"+l  Theile  von  der  Lösung  der  folgenden  Gleichungen  abhängt: 

_22jj/f^*     _  223 i/r=:^*         _  22t /r=^^ 

'~  1+22*         '      ^~  1+^3^       ,...,^1.—  ^^^^4         . 

Die  Form  dieser  Gleichungen  hat  Libri  veranlasst  allgemeinere 
Gleichungen  zu  behandeln.  Es  werden  dabei  Untersuchungen  angestellt 
Aber  die  Form  und  die  Werthe  der  Coefficienten  einer  algebraischen 
Gleichung  um  a  priori  erkennen  zu  können,  ob  zwischen  den  Wurzeln 
der  Gleichung  Relationen  existiren^  welche  gestatteu,  die  Gleichung  in 
Faetoren  zu  zerlegen.  Uebrigens  ist  nur  die  Gleichung  fUr  die  Thei- 
lung  des  Quadranten  der  Lemniscate  in  fflnf  gleiche  Theile  hergestellt 
Weitere  Untersuchungen  über  die  Thcilung  der  Lemniscate  gehören 
nicht  mehr  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  in  die  Geometrie. 


Note  Vm. 

fieometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

A.    Sätze  ttber  confocale  Kegelschnitte  und  die  Lemniscate 

Graves,  Mac  Cullagh,  Saiman,  Hart,  Chasles, 

In  Beziehung  auf  zwei  confocale  Ellipsen  existirt  folgender  Satz: 
Werden  von   einem  Puncto   einer  Ellipse  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so   ist  der  Ueberschuss  der  Tangenten 
aber  den  Bogen,  welcher  zwischen  ihren  Contactpuncten  liegt,  cou 
Btant 

Baaepcft  eUlpt.  Fonotionen.  32 
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Man  findet  einen  geometriBchen  Beweis  dieses  Satsea  in  Saimon: 
A  Treatise  on  Conlc  Sections.  Third  £d.  London  1855.  ChäpterXV. 
p.  297 — 298.    Hierbei  bemerkt  Salman: 

„Tbis  beautiful  theorem  was  discoverod  by  Dr.  Gravea.  See  bis 
Translation  of  Ghasles  Memoires  on  Cones  and  Spherical  Cooici 
p.77.     (Dublin  1841). 

Nimmt  man  eine  confocale  Hyperbel  za  einer  Ellipse,  so  findet 
das  Tbeorem  statt: 

Werden  von  einem  Puncte  einer  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  die  Differenz  der  elliptischen  Bogen, 
begränzt  durch  die  Berührungspuncte  der  Tangenten  und  den  zwi- 
schen liegenden  Scbnittpunct  der  Hyperbel,  gleich  der  Differenz  der 
Tangenten. 

Dieser  Satz  findet  sich  ebenfalls  bei  Salman  geometrisch  dedacirt 
mit  der  Bemerkung: 

„This  extension  of  the  proceeding  theorem  was  discovered  by  Mr. 
Mac  Cullagh. 

Dublin  Examination  Papers  1841    p.  41.   1842  p.  68,  83.  Procee- 
dings  of  the  royal  society  of  Ireland.  VoL  H  p.  508.  *) 
Ein  dritter  Satz,  welcher  sich  ebenfalls  bei  Salman  citirt  findet, 
lautet: 
Ist  ein  Polygon  einem  Kegelschnitte  umschrieben,  bewegen  sich  die 
Ecken  des  Polygons,  mit  Ausnahme  einer   derselben   auf  confocalen 
Kegelschnitten,  so  ist  der  Ort  der  letzten  Ecke  ebenfalls  ein  confo- 
caler  Kegelschnitt 

Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  bei  Hart: 
On  geodesic   lines  traced  on  a  surface   of  the  second  degree.  (Tbe 
Cambridge   and   Dublin    mathematical   Journal,   t  IV   p.  193—194). 
Das  bemerkte  Theorem  wird  dort  als  besonderer  Fall  eines  allge- 
meinern Theorems  aufgefasst.    Bilden  nämlich  geodätische  Tangenten 
an  eine  Krttmmungslinie  ein  Polygon,  bewegen   sich   die  Ecken  mit 
Ausnahme   einer   derselben   auf  KrümmungsUnieu,   so    findet  dieses 
auch  für  die  letzte  Ecke  statt. 
Die  Sätze  von  Graves  und   Mac  Cullagh  in  unwesentlich  verschie- 
denen Formen  hatte  ( hasles  einige  Jalire  nach  ihrer  Entdeckung  ns- 
abhängig  gefunden  und  publicirt  nebst  andern  Sätzen  unter  dem  Titel: 
Propridt^s  g^n^rales  des  arcs  d'une  section  conique,  dont  la  diffi^rence 

*)  Die  bis  hierbin  angeführten  Citate  bemhn  auf  den  AutoritStei  ▼»» 
Salmou  und  Chasles,  Weder  die  Uebcrsetzung  von  Grav€s  noch  die  \)^^ 
Examination  Papers  und  Proceedings  waren  dem  Verfasser  zugänglich. 
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est  recüfiable.  (Comptes  Bendna  1843.  t  XVU  p.  838  —  844).  Zur 
Geschichte  dieser  Sätze  vergleiche  man:  Chasles:  Note  sur  quelques 
questions  de  priorit^  au  Bi\jet  d'un  Memoire  de  Mr.  Mac  CuUagh. 
(Journal  de  Math^matiques  tXI  p.  120— 123  Ann^e  1846).  Chasles: 
Rapport  sur  les  progr^  de  la  g^om^trie.  Paris  1870.  p.  116 — 118. 
Die  Gleichungen  zweier  confocalen  Ellipsen  sind: 

\\     — I y!_  =  1      2)    ~  -I-  ?^  =  1 

wo  m  >  n  ist  Es  sei  (g,  //)  ein  Pnnct  der  Ellipse  (1)  und  (x^  y)  ein 
Pnnct  der  Ellipse  2).  Bell  die  Verbindungslinie  dieser  Puncto  die 
Ellipse  2)  berflhren,  so  ist: 

3)     ^  +  '-?=l. 

Diese   Gleichung  in   Verbindung   mit   der  Gleichung  2)  ^ebt  fllr 

Xj  y  je  zwei  Paare  von  Werthen,  d.  h.  die  Coordinaten  der  Berflhrungs- 

pnncte  der  Tangenten  gelegt  vom  Puncte  (g,  ri)  der  Ellipse  1)  an  die 

confocale  Ellipse  2).    Wegen  der  Gleichungen   1)  und  2)  kann   man 

setzen: 

4)    o:  =  msin^Py  y  =»  ncos^p. 

5)     g  =*  siny  \/fn^+p\  rj  =  co&tp\/Yi^+p\ 
Die  Gleichung  3)  wird  dann: 

6)    singpsinipl/t  +  ^+cosy  cosV^l/l+^  «»  1. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 

llält  man  diese  Gleichung  oder   Ac  Gleichung  6)  mit  dem  Addi- 
tionstheofem  der  elliptischen  Integrale  zusammen,  so  folgt  für: 

j  !2izi!L^  =  M     ^  =  (\  +^)i  sin^ama,     ^  =  tang  ama 

I  tp  =  amw, 

dasB  9)  einen  der  Werthe  tLm(u±a)  hat  Sind  also  (x^j  yi)  und  (x^,  y^) 
die  Bertthrnngspunete,  setzt  man  nach  7)  n*=  mk'^  so  geben  die  Glei- 
chungen 4): 

(—  =  8iaam(i4+a)i     ~  =  sinam(i<  —  a), 

1^  =  ^'cosamCM+a),    —  =  Ar'cosam(M— a). 
'  tn  m 

32» 
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Die  Coordinaten  §,  tj  aus  5)  laBsen  sich  nach  7)  auf  folgende  Art 

darstellen : 

^v      £  Jama        n        .^eosamti 

9)     ~=  Binamu ,    —  =  A:' • 

^     m  cosama'     m  eosama 

Ans  8)  nnd  9)  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

Xi — g  .    ,    .sinama. 

2  «3  oosamfti+a) Jamu, 

m  eosama  ' 

t/i — y  .  /  .        /    .    xSinama  . 

^ — ~  =  — Ar  8inam(w+a) Jamu. 

m  eosama 

Dnrch  Vertanschnng  von  a  mit  — a  erhält  man   hieraus  X}— £, 

^2 — V'    Man  setse  nun: 

so  dass  also  t\  und  ^  die  Längen  der  Tangenten  zwischen  dem  Punete 
(§;  7J)  und  den  Contactpuncten  {x^^  y{)  und  (0:2,  ^2)  ^1°^  ^^^  ^^^^ 
Formeln  geben: 

I~  =  tangama  Jamt<  Jam(tt+a); 
m 
-^  =  tangama  Jamu  J am (u — o), 

also: 

4  4\     ^1+^2        ftx  JamazPamu 

11)      ^ '  =  2tangama;i rx-r-s -r-, 

^        m  1  — Ar^  sin^  am  a  sm'  amt< 

Fttr  einen  Pnnct  der  Ellipse  2)  kann  man  allgemein  setzen: 

12)     —  =  sinamit',   ^  =  /r^cosamit^. 

Ist  ^  der  Bogen  zwischen   den  Puncten  (0:1,  t/x)   und  (x^,  Vs))  ^ 
geben  die  Gleichungen  8)  und  12): 


-l 


m  '  ' 


d.i.  nach  §  26: 

s 


=  ^[am  {u + a)]  —  i?[am  (u  —  o)], 


oder  rechts  ^(am2a)  addirt  und  subtrahirt: 

~  =  ^(am2a)  — ji:(am[w  — a)]+^(am2a)  — i:[am(M+fl)]|. 

Wendet  man  auf  die  drei  letzten  Terme  rechts  das  Addltioitfthe^^ 
rem  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  an,  so  folgt: 


—  =  i^(am2a)  —  /r^  sin  am  2a  sin  am  (2/ — a)  sinam(M+^)) 


oder: 
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-  —  ^(am2a) 
m 

—  2Ar^8inaina  cosama  Jama      sin^amte — sin^ama 


1  — Ar^Bin^ama  1  — Ar*  Bin^ama  sin'amu 

Die  Differenz  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  fflhrt  anf: 

13)     ^-«»+^»)  ^  Jg(>n>2a)-2tang>ma,      f,"^f 

^  m  /  o         i — A:'ßin*ama 

Nnn  ist  auch  nach  dem  Additionstheorem: 

i&(ama)+-£^(ama)  —  i?(am2a)  =  /r*  sin*  am  a  sin  am  2a  = 

2A:*8in^ama  cosama  Jama 
1 — Ar^sin^ama 

Mittelst  dieser  Gleichnng  wird  die  Gleichung  13)  einfacher: 

s—{ti+t2)         Ei/«„^%      sinama  Jama 

5- «=  A(ama) ^^^^^^ — , 

/m  cosama 

welche  Gleichnng  den  Satz   von  Graves  in  seiner  einfachsten  analyti- 
schen Form  enthält 

Der  Satz  von  Mac  CuUagh  lässt  sich  mit  Hülfe  des  vorhergehen- 
den Satzes  hehandelni  es  ist  indessen  einfacher  denselben  direct  her- 
zuleiten.   An  Stelle  der  Gleichungen  1)  und  2)  nehme  man  die  folgenden: 

14)     -T^+^-^  =  l,       15)    -'+?^=1, 

wo  m>p>n  ist    Man  setze  nun: 

ff^i fi^ 

5 —  =  k\  p^  «=  iw*cos*ama+n*sin*ama. 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  lassen  sich  dann  schreiben: 

16)     ^ p—  =  {mk)\     17)    x^+^^  -  m\ 

'     sm'ama      cos^ama  ^  7        /  ^1 

Ist  (^17)  ein  Punct  der  Hyperbel  16),  so  kann  man  setzen: 

4o\      S  .  Jamw       w         ..cosama 

18)     ^  =  sinama ,    -^  =  A:' 

^     m  cosamu'    m  cosamu 

Die  Gleichung  17)  ersetze  man  durch: 

19)     —  =  sin  am»;.    —  =  Ar^cosamir. 

Legt  man  vom  Puncte  (§,  tj)  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  die 
Ellipse,  so  ist  fttr  die  Contactpuncte  in  den  Gleichungen  19)  w  durch 
folgende  Gleichung  bestimmt: 

sinamu  sinama  Jamir+cosama  cosamu  »^  cosamiv. 

Nach  Note  V  folgt  hieraus  w  =  a±^tu  Sind  also  {xij  yO  und 
(x^f  1/2)  die  Contactpuncte,  so  folgt  nach  19): 
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—  «=  8inam(a+2<)«     —  =  ainamfo— m), 

~  =  A:'coÄÄm(a+M).  ^  -?  Ar^oosasiCa — m). 

Die  Oleiohnngen  18)  and  20)  ergeben  tidi  ans  den  Oleichnngei 
9)  und  8)  durch  gegenseitige  VertauBohung  von  a  und  Uy  wobei  du 
Zeichen  von  x^  zu  ändern  ist  Haben  ^i  und  t^  dieselben  BedentiB- 
gen  wie  vorhin,  so  geben  die  Gleichungen  10)  durch  die  bemeAte 
VertauBchung  unmittelbar: 

—  =  Jama  tangamu  zlam(a+tt),    ~  =  Jama  tangamt«  Jam(a— «), 

Durch  Sabtraction  folgt  hieraus: 

rt.x     h — '^1        2A:^sinamg  cosama  Jama  sin^amtt 
^         m      "**  1 — Ar^sin^ama  sin^amu 

Fflr  den  Schnittpunct  (Xq,  (/q)  der  Hyperbel  mit  der  Ellipse  geben 
die  Gleichungen  16)  und  17): 

22)     ^  =«  sinamo,    ^  =  Ar'cosamo, 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Gleichungen  19)  w  ^^  cu 

Es  sei  P  der  Punct  (g,  17),   ferner  Q  Fig.  10. 

der  Punct  (o^,  yo)«  Man  setze  /T^  ««  /i 
und  PT^,=  /2-  Für  die  Bogen  0T\  und 
1072  der  Ellipse  hat  man  nach  20)  und  22) : 

zmtv  dWj 


tn 


r 


oder: 


Qli  =  j5:[am(a+w)]— ^(ama)  = 

jE(am  u)  —  I  E{sLm  a) + ^(am  m)  —  ^[am  {u + a)]  j  = 
^(am») — A^sinama  sinamu  sinam(a+t<). 

OT 

^-^  =  ^(ama) — jE^am(a — u)  *= 
m 

^(am  u)  — !  ^[am  (a  —  u)] + jj?(am  u)  —  iF(am  a)  j  = 

E{amu) — /r^sinama  sinamu  8inam(a — «). 

Aus  der  Differenz  dieser  Gleichung  folgt  nach  21): 


(^03 

QT^—QT^  —  h  —  h  d.i.  QT^  —  QTx  —  PT^  —  PT^, 
welche  Gleichung  das  Theorem  von  Mac  Cullagh  enthält 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit der  dritte  der  obigen  Sätze  darthun,  welche  Deduction  hier  der 
Kürze  halber  unterbleiben  soll.  Eine  ähnliche  Betrachtungsweise  wie 
bei  den  Säteen  von  Graves  und  Mac  Cullagh  lässt  sich  auf  eine  An- 
Kahl  von  Sätzen  anwenden,  welche  von  Chasles  herrtthren,  enthalten 
in  der  Abhandlung:  ^De  quelques  propri^t^s  des  arcs  ^aux  de  la 
lemniscate.  (Comptes  Rendus  t  XXI  p.  199 — 201.  1845.  Rapport  ctr. 
p.  119*^-120).  Indem  Chasles  die  Lemniscate  als  Ort  der  Fusspunote 
der  Perpendikel  ansieht,  geföUt  vom  Mittelpunct  einer  gleichs6i%en 
Hyperbel  auf  ihre  Tangenten,  findet  derselbe  das  Resultat,  dass  awei 
Bogen  der  Hyperbel,  deren  Differenz  rectificabel  ist,  zwei  rectificabele 
Bogen  der  Lemniscate  entsprechen. 

B.    Die  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids. 
Legetidre,  Catalaiiy  Plana,  Jacobi,  Lebesguej  Schlömilch,  Malmsten. 

Zur  Berechnung  der  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  oder 
eines  Theiles  derselben,  hat  Legendre  in  dem  Abschnitte  „Determi- 
nation de  Taire  de  TellipBoYde"  (Fonct  eil.  t.  L  p.  350  —  360)  zwei 
verschiedene  Methoden  angewandt,  welche  später  wiederholt  Gegenstand 
mehr  oder  minder  glücklicher  Untersuchungen  geworden  sind.  Theils 
besondere  Schwierigkeiten,  theils  Vereinfachungen,  welche  der  Ausdruck 
ftor  die  'Oberfläche  in  Form  eines  Doppelintegrals  darbietet,  haben  eine 
ziemliche  Anzahl,  von  Arbeiten  hervorgerufen,  von  denen  nur  einige 
hier  angeführt  werden  sollen,  welche  einiges  Interesse  darbieten. 
Weitere  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten  ausführlichere 
Lehrbücher  über  Integralrechnung  z.  B.  Moigno:  Lebens  de  calcnl 
diff^rentlel  et  de  calcul  integral.    Tome  2.  Paris  1 844.  (p.  274—280). 

Es  sei  a>^>c.    Legendre  ersetzt  die  Gleichung: 

der  EUipsoidfläche  durch: 

X  ==  asin^cos^o,  y  =  ftsinOsin^o,  z  =  ccos9. 
l^immt  man  zur  Abkürzung: 

— - —  SB  rn\    — — —  ^  n\    p  «=»  m*cos*a)  +  n*8in*^, 

so  hängt  die  Bestimmung  der  EUipsoidfläche  ab  von  dem  Doppelinte- 
grale: 
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2)       S  =  ah  I   / Bme\/l—psm}ededq>. 

Die  Gesammtoberfläche  T  hat  zum  Ausdruck: 

n        n 

S  =  Sab  /      I     sinö/l— pain^ÖrfÖd^. 


3) 

Die  Integration  nach  B  lAsst  Bich  in  S  und  T  leicht  ausfUiren, 
es  erscheint  aber  dann  unter  dem  Integralseichen  ein  Logarithmus. 
Legendr e  entwickelt  desshalb  in  T  den  Ausdruck  [/l — psin-O  nach 
Potenzen  von  p  sin^  S.  Die  Integration  nach  O  l&sst  sich  leicht  wa- 
führen.  Ebenso  bietet  die  folgende  Integraüon  nach  <Pj  von  weitUln- 
iSgen  Entwickelungen  abgesehn,  weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  einer  kurzen  Note  y^ur  la  d^termination   de  Taire  de  Tellip- 
solde^  (BuUetins  de   TAcad^mie  de  Belgiqucw   1870  t  XXX.  p.  97)  ist 
(Vi/a/cm  durth   eine   einfache   geometrische  Betrachtung  zu  dem  in  2) 
eathalteneii  Ausdrucke  von  5  gelangt    Die  Oberfläche   des  Ellipsoids 
werde  durch  zwei  Systeme  von  Curven  in  Vierecke  zerlegt     Das  eine 
System  beateht  aus  sogenannten  Niveaulinien,  d.L  parallelen  Schnitten 
der  Fliehe  zu  einer  festen  Ebene,  ftlr  welche  im  vorliegenden  Falle 
die  .ry  Ebene  genommen  ist    Das  zweite  System  besteht  aus  Linien 
de«  griteten  F^ls,  d.h.  orthogonalen  Trajeetorien   der   Niveaulinien. 
PAr  eine  Niveaulinie  sei  dSy  ftlr  eine  Linie  des  grossten  Falls  sei  dSi 
da»  lU>grneleaeAt   im  Puncte   (x.  i.^,  z\    Bezeichnet  man  den  Inhalt 
de«  unendlKh  kletnen  Rechtecks  zwischen  zwei  Curven  beider  Systeme 
durch  «fS,  $o  i&t: 

4)    il>  =  ds.dsi 

Ftr  etue   NiTeauünie^  der^n   Ebese  der  xy  Ebene    parallel  ist, 
Kai  «MUH  in  l^  ;  c^iBSiauat  zu  nehaea.    Dann  iü: 


^^er  ait<^^ 


y       ^      \ — .  «*€.    V  =      I 


(>tr  «^itff  i;iYiy'  m^  rriHKOeiz  Fakli^  iMea  £e  Diicratialgleiektuig 
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dx        dy 

^^^  SSS  VÜIBB    • 

X  y 

Da  nun  nach  1)  allgemein: 

xäx     ydy      zdz 
«2  -»■   ft2  ■+•  ^2  =  "i 

geben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

zdz 
dx        dy  c^ 


Hieraus  folgt: 


ds,  =  dz\  I     1+ -5 


I 


L  nach  5): 


d$i  =  dz. 


1/  1 2  l/ö^siiä^^+ft^cös*^ 


Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  6)  geht 
e  Gleichung  4)  über  in: 

dS  =  dzd9>.y^-^^  +  (i—^  {aHm^q)+b^w^^ 

Integrirt  man  nach  z  und  %  setzt  wieder  z  »=  ccob6|  bo  erhält 
an  die  Gleichung  2). 

Um  das  Integral  J  in  3)  direct  behandeln  zu  können^  hat  Platia 
Q  sehr  ingenieuses  Mittel  angewandt  in  dem: 

Memoire  sur  Fexpression  analytique  de  la  surface  totale  de 
rellipsoYde,  dont  les  trois  axes  sont  in^gaux;  et  sur  T^valuation  de 
la  surface  d'une  voute  sym^trique  ä  base  rectangulairCi  retranch^e 
dans  la  moiti^  du  meme  ellipsoide.  (Grelle.  J.  1 17  p,  345). 

Statt  des  Integrals  3)  nehme  man  das  folgende^  in  welchem  /  ein 
urameter  ist: 


n        n 
2      Ai 


tA        t/ft 


Für  /  »=  1  ist  F  «=:  &    Dieses  Integral  differentiirt  Plam  nach  t^ 
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wodurch  sich  eine  Differentialgleichung  für  V  ergiebig  deren  Integration 
gchliesslich  f ür  /  =  1  das  Doppelintegral  S  in  Form  einfacher  ellip- 
tischer Integrale  giebt.  Die  weitere  AusAihrung  möge  hier  unterbleiben, 
da  ein  ähnliches  Resultat  mit  einfacheren  Hfllfismitteln  hergeleitet  wer- 
den soll 

Die  zweite  von  Legendre  angewandte  Methode  besteht  darin,  die 
PUlipsoidfläche  durch  Krttmmungslinien  in  Rechtecke  zu  zerlegen.  Min 
kann  dann  allgemein  einen  bestimmten  Theil  der  Fläche,  in  Form  eines 
Vierecks,  begränzt  durch  je  zwei  Krflmmangslinien  beider  Systeme, 
durch  elliptische  Integrale  ausdrücken.  Der  resultirende  Ausdruck  ver- 
einfacht  sich  wesentlich,  wenn  das  Viereck  in  eine  Zone  zwischen  zwei 
Krümmungslinien  derselben  Art  übergeht 

Bei  den  bisher  erwähnten  und   der  Mehrzahl   der   gebräuchlichen 
Methoden  wird  ein  Theil  der  Ellipsoidfläche  durch  ein  Doppelintegral 
ausgedrückt    Je  nach  der  Begränzung  bietet  die  Integration  grössere 
oder  geringere  Schwierigkeit     Man   kann   die  Begränzung   so  wählen, 
dass  eine  Integration  unmittelbar  sich  leicht  ausführen  lässt    Es  eu- 
stirt  eine  Methode,  den  Punct  einer  Fläche  in  Function  zweier  Varii- 
beln  darzustellen,  indem  man  die  Neigung  der  Normalen  des  Panctes 
zu    einer  festen  Geraden   betrachtet  und   femer  den  Winkel,  welche« 
die   Projection   der   Normalen   auf  eine  Ebene,    senkrecht  zur  festen 
Geradon,  mit  einer  bestimmten  Geraden  der  Ebene  bildet    Der  Werth 
dieser  Methode  der  Bestimmung  scheint  zuerst  von  Jacohi  besonders  für 
die  Ellipsoidfläche  erkannt  worden  zu  sein.    Eine  sehr  glückliche  Anwen- 
dung derselben  findet  man  bei  Lehesgue :  Sur  les  arcs  ä  diff^rences  rec* 
tifiables   et   les  zoues   ä  diff^rences  planifiables.  (Journal  de  Mathöm. 
1846.    t  XL  p.  331—335).    Eine  ergänzende  Note  hierzu  bildet:  Le- 
besgue:  Thöor^me  sur  les  ellipsol'des  associ^s.  (M^moires  de  la  sociöt^ 
des    Sciences    physiques    et    naturelles    de    Bordeaux.      1861.     T.il 
p.  247—252). 

Es  sei  u  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Puncto  (x,  y,  z) 
zur  Ellipsoidflächey  repräsentirt  durch  die  Gleichung  1),  mit  der  Axe 
der  z  bildet    Es  ist  dann: 

z 

^  z^  /x^      i/A 

7)      ±cosM  =  — ,  =  oder-rsin^M  =  ( -r  +  ri )  cos^«- 

Nimmt  man  u  constant,  so  ist  durch  die  Gleichungen  1)  und  7) 
auf  der  Fläche  eine  Curve  bestimmt)  längs  welcher  die  Normale  mit 
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der  Axe  der  z  denselben  Winkel  u  bildet.     Setzt  man  den  Werth  von 
z^  ans  1)  in  die  Gleichung  7),  so  folgt: 


oder: 


^x     /j_  ,  tang^uNo;^      /Ji^      tang^uN  j^  ^  tang^M 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Projection  der  bemerkten  Ourve 
auf  die  Ebene  der  x  und  y  bestimmt,  welche  Projection  eine  Ellipse 
ist     Bezeichnet  man  den  Inhalt  dieser  Ellipse  durch  C^  so  ist: 

tang^u 


9)    (j  -3  jtah 


c^ 


l//l    .  tang^ttWl    ,  tang^Y 


Man  projicire  die  beiden  Ourven  der  Fläche,  längs  welchen  die 
Normalen  mit  der  Axe  der  z  immer  dieselben  Winkel  n  und  u-^-du 
bilden,  auf  die  ocy  Ebene.  Die  Inhaltsdifferenz  der  beiden  Ellipsen 
ist  dann  de.  Bezeichnet  man  durch  dC  den  Inhalt  des  Flächenstrei- 
fens, begränzt  durch  die  beiden  erwähnten  Curven,  so  ist: 

cosu' 
oder: 

"  da 


10) 


ß     COSM 


Man  rechne  u  von  dem  Puncto  an,  für  welchen  C  verschwindet, 
d.  L  dem  Endpuncte  der  z-Axe.  Durch  C  werde  der  Inhalt  des  Flä- 
ehenstttcks  (eine  Art  ellipsoidischer  Calotte)  bezeichnet,  welchen  eine 
Curve  begränzt,  längs  welcher  die  Normalen  mit  der  z-Axe  denselben 
Winkel  /  bilden.    Die  Gleichung  10)  giebt  dann: 


r-'  f 

f     eoBU         / 


^dö  du 


duconu 

0  *^0 


Durch  partielle  Integration  folgt: 


11)     C 


Nun  ist  identisch: 


\  cos  M/o  /         COS'W 
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Bin«         C08U  dtang^u         1  du 

coB^M  "     2         A<  2  i/l+tang^t« 

^  I  /  1       tang^u 


I  A       teng] 
1/  c2^     c> 


In  die  Gleichung  11)  sabstitaire  man  fttr  0  den  Aosdrack  aus  9), 
wo  dann  im  Terme  aoBserhalb  des  IntegralzeiohenB  u  =  0  and  u^y 
zu  setzen  ist    Man  findet  so: 


tangV  I  /  j_  I  t*5iV 


nahe 


1/(1+^)  (p+^O 


tang^tt    tang'u 


c> 


J_      tang- 


a2  '       c* 


'w\  /l      tang^ttX  /l       tang^tiV 


tansr^i^ 
Setzt  man  im  Integrale  rechts  — |—   =  ty  so  ist  einfacher: 


12) 


^afrc 


/tangyy 

Von  dieser  Gleichung  lässt  sich  nach  Lebesgtie  folgende  geome- 
trische Anwendung  machen.  Es  seien  A  und  B  Areale  der  Ellipsoid- 
fläche,  begränzt  durch  Curven,  längs  welchen  die  Normalen  mit  den 
Axen  der  x  und  y  respective  die  Winkel  a  und  ß  bilden.  Es  folgt 
dann  A  aus  C  in  12)  durch  Vertauschung  von  /  mit  a  und  von  c 
mit  Oy  ebenso  ergiebt  sich  B  durch  Vertauschung  von  /  mit  ß  und  c 
mit  b.     Nimmt  man  nun 

igx     tang«  _  tang/a  ^  tjmgy  ^  J^ 
^        a  b  c  m^ 

so  fallen   in  den  Differenzen  B — Cy  C — A  und  A  —  -^  die  Integrale 
heraus,  man  findet  dann  einfach,  wenn 
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3taibc  ^ 


gesetzt  wird: 

14)    B-C  ^  (^-^)i/.  C-A  ^  {^-^)m, 

Dieae  Gleichungen  geben  noch: 

Finden  die  Gleichungen  13)  statt^  so  zeigen  die  Gleichungen  14), 
dass  die  Inhaltsdifferenzen  zweier  ellipsoidischer  Calotten  nach  einem 
yielleicht  etwas  oberflächlichen  Sprachgebrauche  complanabel  sind,  wo- 
durch nur  die  Abwesenheit  elliptischer  Integrale  ausgedrückt  wird. 
Das  in  der  Gleichung  12)  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  auf 
elliptische  Integrale  reduciren.    Man  setze: 

15)    J  ,       ^   /*"*'       _        ^^^ 

u   \/(u^(u^(L^^ 


H(p-)(^-) 


Für  /  mache  man  die  Substitution: 

t 
und  setze: 


V  »2        a^/cos^t;' 


16) 


11  11 


m«        V   ^^        «7  cos^?^'     1       1    "  ^    1        1  ' 


C2        a2  C2        fl? 


fr  .  c  A'sinn; 

—  =  sinw,   —  = 


Die  Gleichung  15)  wird  dann: 


V      l/l— Ä^^Bin^i;      \^^      «Vy      cos^t^l/l— ^2  8in«t,* 


Da  nach  16): 
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so  fin<let  man: 

17)     /  =  [tMigg>  J{g>)—iAnew  /i{iv)  —  E{9.)+E{w)]  W -^ ^ 

-    ./  r      ,  [F(9}-F(w)]. 

ay  0?- — c^ 

Für  die  Berechnung  der  Fläehenränme   A^  B^   C  —  wobei  die 
Relation  13)  uicht   angenommen   werden   soll  —  hat  man  in  IG)  and 

17): 

(sin^y \\      1 
b^        «V  008^9) 
einer  der  Qaantitftten: 

tang^g     tang^ff     tang^y 
~ö^'     '^W^'    ~^ 
gleich  zu  setzen.    Nimmt  man  z.B. 

tang^g  /sin^y 1\     1 

und  setzt  A  =  S{(p)^  so  ist: 

I  -u  ^^^^ — ^i^^ siny  cosy 

Für  9)  =  Y  ^8*  iSf  "s^J  die  halbe  Ellipsoidfläche.   Da  der  Ausdrack 

für  S(<p)  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  enthält^  so 
lassen  sich  aus  demselben  mit  Leichtigkeit  durch  Anwendung  der 
AdditlonstheereBse  Relationen  zwischen  ellipsoidischen  Calotten  Hx  die- 
selbe Uauptaxe  herstellen.    Ist: 

/'(9)+i^(tp)  =  F{(i\ 
so  giebt  die  Gleichung  18)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  16): 

1  fsing  cos(? sing)  cosy sinip  cosy"1 

■^^L     ^(ö)  ^(9>)  ^W     J' 

Das  Theorem  von  Lebesfftiey  enthalten  in  den  Gleichungen  13)  und 

14),  ist  lange  nachher  Gegenstand  ähnlicher  Untersuchungen  geworden, 

worüber  folgende  Abhandlungen  zu  vergleichen  sind. 
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Schlömüch:  lieber  die  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter 
Ordnung.  (Sitzungsberichte  d.  sächs.  Gesellsch.  d«  Wissenschaft. 
1862,  Zeitschrift  für  Mathem.  1863,  t.  8  p.  1—12,  Journal  de 
Math6m.  Deuxi^me  s^rio  •  1863,  t.  8  p.  89—98). 

Malmslhi:  lieber  den  Fagnano'schen  Satz  auf  dem  Ellipsoid.  (Zeitsch. 
f.  Mathem.  1863,  t.  8.  p.  306—309). 

Die  sämmtlichen  Abhandlungen  betrachten  die  gefundenen  Resul- 
tate als  eine  stereometrische  Ei'weiterung  des  Satzes  von  Faguano^  eine 
Anschauungsweise,  die  wohl  nicht  ganz  zu  rechtfertigen  ist.  Der  Be- 
griff eines  Flächenraums  hängt  wesentlich  von  der  Begränzung  ab  und 
kann  in  sofern  ganz  willktthrlich  gedeutet  werden.  Die  Bogenlänge 
zwischen  zwei  Puncten  hat  einen  ganz  bestimmten  Sinn.  Der  Satz 
von  Fagnmxo  kann  nur  auf  eine  Art  auf  Flächen  übertragen  werden, 
indem  man  Curven  auf  einer  Fläche  analog  wie  in  der  Ebene  definirt, 
wenn  an  Stelle  von  geraden  Linien  auf  der  Fläche  geodätische  Linien 
treten.  *) 


Note  DL 


Zwei  Beispiele  zur  Redudion  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung 
mit  complexen  Parametern  auf  Integrale  mit  reellen  Parametern  nach 

der  Methode  von  Legendre. 

Die  am  Schluss  von  §  28  auf  p.  183  angeführten  Beispiele,  welche 
Legendre  zum  ^weok  seiner  Reductionsmethode  weiter  auagefOhrt  hat, 
sollen  im  Folgenden,  in  ziemlich   veränderter  Darstellung   reproducii-t 


*)  Zu  den  Darstellungen  des  §  20  sind  folgende  Abhandlungen  anzumer- 
ken, welche  besonders  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  eine 
Anzahl  sehr  interessanter  Reihenentwickelungen  angewandt  enthalten. 

Meyer:  Entwicklung  einiger  elliptischen  Functionen.    Programm  d.  Vitz- 

tliumsch.   Ge8chlechtsg}innaBiun)8  zu  Dresden.     1S47.  43pp  in  ^®. 

Dieser  Aufsatz  reprodneirt  in  Grelle,  Joum,  t  37  p.  273—304. 

Weitere  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  von  demselben  Verfasser  unter 

dem  Titel:  «lieber  rationale  Verbindungen  der  elliptischen  lYanscendcnten*". 

(Borchardt.  Joum.  t  56  p.  314—325). 

Eine  der  ersten  Anwendungen  der  Reihonentwickelung  der  elüptischen 
Integrale  zweiter  Gattung  enthält  die  Abhandlung: 

Sohnke:  Motus  corporum  coelestium  in  wedio  resistente.  (Crelle.  Joum. 
t.  10  p.  23—40). 


512 

werden.  Obgleich  die  algebraischen  Rechnungen  besondere  Schwierig- 
keiten nicht  darzubieten  scheinen,  können  dieselben  dennoch ,  ohne 
gehörige  Vorsicht^  auf  ungemein  weitläufige  und  beschwerliche  Bedae* 
tionen  führen.  Dieses  tritt  namentlich  bei  einer  directen  Anwendung  der 
Gleichungen  25)  auf  p.  181  hervor. 
Es  sei: 

1)     n  =  k^,    n'  =  ke^^\   na'  =  k\   n-\''nf  =  2)tco8a. 
Die  Gleichung  für  p  (Gl.  23  p.  181)  giebt  dann: 

2;>(l+^cos«)+A'2  =  ±(l+2A:cosa+Ä2)^ 
hieraus  folgt: 

o\       /  4       j     //        f  A+cosa 

2)     p'  =  —  1  und  p"  =  k  r-n 

1+Arcosa 

Die  Gleichungen  20)  auf  p.  180  geben  rmn'  =  — p'^k\    Da  nnn 

nach  1)  nn'  =  k\  so  ist  m  =  — p^,  folglich: 

3)    m'  =  —  J5'2  und  w''  =  —p''\ 

Die  Gleichung  für  q{Ql  22  p.  181)  nämlich: 

—qk^k'^  =  (k^+n)  (Ar^+nO  ik^+m\ 

giebty  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1),  2)  und  3),: 

4)    j    .,  ^       (l+2A:cosg+*^)^^sin^tt 
K  (l+A:cos«)*^ 

Setzt  man  in  der  Gleichung: 

.  .V     ^        m^+{2+p) m^+i^  +2p) khn+pk^ 
^)    ^=  m(m-n)  im-n') 

fn  =  — p\  so  wird  dieselbe,  mi'  =  k^  gesetzt,: 

^  —p[p'+pHn+n')+k^] 

Für  p  ^  p'  ist  nach  2)  1  +p*  =  0,  also  nach  6)  C  =  0.    Aoa 
der  zweiten  Gleichung  2)  folgt: 

p''—k^ 


Acosa 


1-p 


// 


''— it» 


Setzt  man  in  die  Gleichung  6)  p  ==  jo"  und  n-^-n'  =  2^^  ^^ 


so  folgt: 


1  Ä'» 

7)     C"=l-i 


p"  /:(/f+cosa) 

In  Folge  der  Gleichungen  28)  auf  p«  182  ist: 

8)    U+B=X-^-C, 

XAn-^-Brif  =  i+p-y-m+n+nf  —  Cm. 
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Nimmt   man   znerst  p  ^=  p^  *ss  —  1^   also   C^  =  0,  iw'  «=  —  1, 
Bo  geben  die  Gleichungen  8): 

A'+B'  =  2,    A'n+B'nf  =  n+n'^ 
d.L 

A'  =  B"  =  1. 
Für  p  =  ;?",  m  =  m"  und    C  =  (?"  findet  man  mittelst  der 
Gleichungen  1)^  2)  und  7)  ans  8): 

A''+B''  =  0,    A''n+B''n'  =  2+n+n% 
oder: 

lArsma 
Mit  Rttckaicht  auf  die  vorstehenden   Entwickelungen  geben   die 
Gleichungen : 

/  ging)  cosy  1 

j     ~  l+j[?sin«9>J' 
*)       \      1      d/  ^   1/1  ^  ^  g        \ 

ll+^/^<«gt>        ^\/?       H-n8in29)"*'l+n'sin2g)'*"l+»isin*g)/ 
die  folgenden  Relationen: 

1 


arc 


/<jingyt/l+2Arco8g+*A  ^ 
*°^\        l/l— Ä^sin^g)        /  ~ 


l/l+2Arcosa+Ar> 

1  ,     1  +  Ü  sina     _.  . 

i^gi — o  =  I. . -y(y) 


2l/l+2^cosa+A:2    ^1— -2        Ar+cosa 

/7[-*'(S^J.  4 


Ar^^sina 

(Ar+cosa)  (l+A:co8a) 

*Bina  sing)  cosg)  t/l+2ArooBg+Ar^ 


l+Arcosa+Ar(A:+co8a)Bin^9)'    [/l — k^eia^q> 
Fflr  den  Fall,  dass  p  »=  0^  also  auch  m  =>=  0,  lassen  sich  die 
Gleichungen  9)  leicht  transformiren,  es  scheint  indessen  einfacher  zu 
sein  sich  der  folgenden  directen  Gleichungen  zu  bedienen,  welche  mit 
den  auf  pag.  178  aufgestellten  Relationen  zusammenfallen. 


9) 


1      dt 


i+qfidqi 
i_rkl      n*+2n+k*        1  n^+2n^+*'         1        "1 

^Lwi'"*"   n(n— nO    l+nsin*?)     "n'(n— nO    l+n'sin'yj 

■■■•p«r(  «Illpt.  FiiiiotlVMn.  33 
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Nimmt  man: 

10)     n+1  -=  Vt>^,  n'+l  =  A'e— «»,  n+n'+2  =  2A:'cobo, 
80  sind  die  beiden  Werthe  von  p  bestimmt  durch: 

Eb  ist  also: 

11)     /?'  —  0  und  /)"  = T 77 

Fttr  die  Werthe  von  n  and  n^  ans  10)  erhält  man  ans  des  CHeh 
chungen  9)  ohne  Schwierigkeit  durch  Integration: 

1 yi — Ar^ain^y+Biny  cosyj/i-- 2Ar^co8g+Ä:^ 

2l/l— 2^'coBa+^'2  ^*  l/l  —  ^^Bin^^o— siny  eos^l/l  —  2Ä'co8a+il:^ 


«t 


Ans  der  zweiten  Gleichung  11)  folgt: 

Diese  Qleichong  in  Verbindung  mit  den  öleichungen  10)  giebt: 
12)    „+„'-p7-p5,     w,'  =  _Jl-^. 

Die  Gleichung  rnrni^  =  — /?***  gieht  in  diesem  Falle  flir  p  =/?": 

13)    «''-.y^(2+p«)  =  -*«4r=FS^- 

Für  ^'  ergiebt  sich  folgender  Werth: 

14)     ^' =  l=**^2!^V«Bin«a. 
'     '  (1 — Ar'cosa)* 

In  die  Gleichung  5)  setze  man  p  "=  p^%  m  =»  m^^  und  für  n+n\ 

nn%  wi'  ihre  Werthe  aus  12)  und  13),  es  folgt  dann  flir  (7  «  0*\ 

15^     r^'  «.  l±£l'  =      /r^^-ft^cos^t 
^  p''  1— afeosa+*'^' 

Die  Gleieboagen  8)  geben: 

Al'^B"  «  1  -1-  C^, 

^"n+^V  =  2+i>"+m"+n+n'—  G'm", 
d  i.  nach  11),  12),  13)  und  15): 


p"         1— 2*'co«a+A;^' 
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A^'n+B^'n^ ^^ 2(1 -Ar' cos«), 

folglich : 

^,,  ^  1— Ar'coBa       k'—e'^ 


B"'  = 


\  —  2k'aoBa+k'^    tsina  ' 
1— Ar'eosa       k'—e^^ 


1  — 2A:'coBa+^'2      tuna     ' 

MiltelBt  der  vorstehenden  Formeln  ergiebt  sich  auB  9)  durch  Inte- 
gration folgende  Relation  zwischen  elliptiBchen  Int^ralen: 

^^1  — 2A:"co8a+A:^^  Wwjia  siny  cosyl/l— 2^"coflg+A:^^    1 

k"  *^    ^^1  — ^'coß«  — (l  — aifcoßa+^'^JBin^yJ 

.      .^,  ^  .  </(Ar"— coB«)flin«    y^/         1— 2Ar'co8a+A:'2      \ 
_  -Bina/(y)+      ^_^^^^       //("^^     (1+A-coaaP    >  ^j 

_A^  //(Ar'^-l,  <P)+^^^=f^  //(Ä'e-^-l,  jp). 

Im  Vorhergehenden  Bind  die  von  Legendre  gegebenen  Resnltate 
10  modificirty  dass  sich  nnmittelbar  die  Gleichungen  ftlr 

[J{ke^''\  q>)  und  //(^'e*«*— 1,  9) 
anfrtellen  Ubbcu. 


Note  X. 

Die  Transformationen  enler  Ordnung  von  Abel.    Die  Transfonnetianen 

dritter  und  fiinfter  Ordnung  naoh  Jaoobi. 

Mit  der  Integration  der  Differentialgleichung: 
.V  äy  dx 


1/(1— y^)(l— /V^        M]/il—x^)(i—k^x^) 
ftr  den  Fall  daaa: 

2)    ^  =  ü±^ 

hat  sieh  Abel  wiederholt  beschäftigt  und  davon  die  sechs  Losungen 
gegeben,  •) 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben: 


^  Astron.  Nachr.  Nr.  138,   Grelle.  Joum.  tS   p.395   und  14  p.312; 
Oeuvres  tl  p.3&7,  310  «ad  371. 

33* 
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1  afß—a^ 

M  ™  l/(a'*— a»)(a'»— /*a») 
und: 

I  {\—x^){\—k'^x^). 

Der  Werth  von  M  lässt  sich  am  einfachsten  in  jedem  besonden 
Falle  direct  finden.    Die  Gleichungen  3)  geben  folgende  Annahmen: 

'    a'—a^af-\-a        "'    a'—al^af+cU 
5^    ^-^,  ß'-ßl  ^Q     ß'+ß  I  ß'+ßf     ,  0 

6^    ßlzzß  A.  ßl±ßl  -  0     ß:±ß  4.  ^^Zßl  -  0 
'    af—a'^af+al~'    a'+a^  af—al~    ' 

Die  Gleichangen  6)  folgen  nnmittelbar  ans  den  Gleichnngen  5) 
durch  VertauBchnng  von  /  mit  — /. 
Fflr  die  Gleichangen  4)  ist: 

''    a'»— a»"^«'»  — «»/«  ^'-f^h    (a/2_ß«) (a/j_o»p)       *• 

Ans  den  Gleichnngen  4)  findet  man  a'ß' — aß  <=  o  und  a'ß'—iißP 

^  0;  da  nnn  /  von  der  Einheit  verscliieden  ist,  so  ist  afß*  — »  0  nod 

aß  =  0.    Da  y  in  2)  nicht  constant  sein  kann,  so  ist  a  =  0,  ^  =  0, 

.oder  a'  "=0,  ß=-0.    Fflr  a  ==  Q,  ß'  -"  0  geben  die  Gleichangen  7): 


hienns: 


also: 


(IJ  ==!,/.  =  ,.,  oder  (i)V  -=  1,  /«  ==  1. 
Für  a'  =  0,  /J  =  0  gehn  die  Gleichungen  7)  über  in: 

Hieraus  folgt  leicht,  wie  vorhin,: 


(tj  _.....,  ^  (ij 


1  P     SB     


Durch  Zusammenstellung  des  Vorhergehenden  erhält  man  obne 
Schwierigkeit,  fOr  den  Fall,  dass  die  Gleichungen  4)  stattfinden: 
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L     /-±*,    y^±x,    y-|J.    i-±l- 

TT  .  ±1  .       «  +11 

Fflr  die  Gleichungen  5)  ist: 


8) 


Entwickelt  man  die  Gleichungen  5),  bildet  darauf  die  Summe  und 
Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  ist: 

a'ß'+aßl  —  0,    aß'+a'ß  =  0, 
oder: 

-'       ä  ß  ß' 

Setzt  m«n   hieraus  die  Werthe  von  a"  nnd  /  in  die  Gleichnngen 
8),  Bo  gehn  dieselben  Über  in: 

.(iT[0'+(?-^9']-'-'(l)*  — 

Hieraus  folgt: 


±  *,    I  -  ±|/±*, 


stellt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  9)  und  2)  au- 
aammen,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 


l  +  l/— *lTiel/— *' 

Zu  denselben  Oleicbnngen  führen  die  Annahmen  6).    Die  Sabsti- 
tntion  2)  giebt  nach  dem  Vorhergehenden  fflr  P  sechs  verschiedene 
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Werthe..  Zn  bemerken  ist,  dasB  Abel  diese  Transfonnatioiien  enter 
Ordnung  mit  der  allgemeinen  Transformation  nter  Ordnung  combinirt 
hat,  wodurch  der  Grad  derselben  nngeändert  bleibt  und  hierdurch  so 
dem  nicht  richtigen  Schlüsse  verleitet  wurde,  dass  jeder  Transformation 
nter  Ordnung  6n+6  Moduli  entsprechen.  Dieser  Umstand  ist  sehon 
von  Legendre  in  einem  Briefe  an  Abel  (Oeuv.  1. 1  p.  IX)  bemerict  worden. 
Als  Anwendung  der  in  §  35  aufgestellten  algebratsi^hen  Prineipien 
der  Transformation  mögen  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  nach 
dem  Vorgange  von  Jacobi  direct  behandelt  werden.  Die  Gleichungen 
26),  28),  29)  und  37)  von  §  35  geben : 


11) 


+x 


(\+x)  {l+aix+atx^+ ..  +am3f)\ 
12)    i  *- 


Für  die  Transformation  dritter  Ordnung  ist  m  =  1.    IKe  Glei- 
chung 11)  wird  dann,  ai  =  a  gesetzt,: 

13)     1+M^+a;      yl       =  (l+x)(l+ax)\ 

Nimmt  man  sur  Vereinfachung: 

14)    l/3t  =  ti,  1/7  —  i;, 
so  giebt  die  Gleichung  13): 

^'     -  l+2a,   b,  =  2a+a^  ^*  =  a\ 


Setzt  man  aus  der  dritten  Gleichung  a  =  —  in  die  beiden  ersten 


iS 


Gleichungen,  so  werden  dieselben: 

15)    b,  -  (v+2u^)u\  b,  ==  ^-^u^ 

Die  beiden  Werthe  von  &i  geben: 

16)    M4_,;4+2t<r(l— uV)  =  0, 
durch  welche  Gleichung  die  Relation   zischen  u  und  v  bestimmt  ist 
Durch  die  Gleichungen  15)  und  16)   sind  ^i  und  M  in  10)  und  18) 
bestimmt 

Für  die  Transformation  fttnfter  Ordnung  setze  man  in  11)  fn^% 
femer  fBr  k  und  /  ihre  Werthe  aus  14).  Nimtot  man  zur  Vereinft- 
chung  ai  »=  a,  «2  =  ß,  so  wird  die  Gleichung  11): 
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1  +bix*^btx*+x^'^^*'^'''''^  -  (l+x)(l+ax+ßx^K 

Hieraas  folgt: 

&i  -  a«+2{«+|3),    ^  =  2aß+2ß+a\ 
17)    { 

„10 


Man  nehme: 

18)    ^ 


tt» 


Die  doppelten  Werthe   von  hx  und  62  ans  17)  geben,  wenn  der 
Werth  von  ß  ans  18)  eingesetst  wird,: 


(u^—v^)  a«+2M»(l  —vh)  a+2(tt«— t;«)5i^  —  0, 
19)    {  ^ 

2(1  —tw^)  ö+(m«  — t;*)-  —  0. 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  v^-\-u\  die  zweite  mit  2u^  mal- 

tiplicirt    Die  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen  dnroh  (u^ — v^)a 

dividirt  giebt: 

20)    (u^+v^)a  =  2M^l+ttH 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung  19)  folgt  durch 

Elimination  von  a: 

(tt*— t;^)(tt»+t;«)+4tw(l+ttH;)(l— ur«)  —  0, 
oder: 

21)    tt«— i;e+5ttV(tt2— i;«)+4ta;(l— tt*t;^)  —  0. 
Die  Gleichung  12)  giebt  fflr  m  =  2,  A:  —  u^  /  =  v^  und  Substi- 
tution des  Werthes  von  b%  aus  der  letzten  Gleichung  17): 

i"  2«+l. 

Nimmt  man  hierin  den  Werth  von  a  aus  der  zweiten  Gleichung 

19),  so  ist: 

1  ftj  V — u^ 

Jlf  ~  rV  —  viX—uxfl) 
Diese  Gntwickelungen  in  etwas  anderer  Form,  hat  zuerst  Jaccbi 
in  Nr.  123  der  ^Astron.  Nachricht ""  aufgestellt  und  später  auf  pag. 
23 — 28  der  MFundamenta""  weiter  ausgeführt  AusfOhrliche  Untersu- 
chungen über  die  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung  findet 
man  im:  ^Premier  Suppl.**  (p.  67 — 87)  der  „Theorie  d.  f.  e."  von  Le- 
gendre.    Speciell  Aber  die  Transformation  dritter  Ordnung  vergliche 
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MMM  eÜMB  Brief  tob  Hermiie  n  Bmxkaräf  O^mru.  t  60  p.  304)  und: 
Cayieyi  Sor  Im  tnuiaformalMHi  cvbiqae  d*VM  ibactioB  ellipliqiie.  (Compi 
Besd.  1867  t  LIV  p.  560— 565)l  Ene  t^r  eufiiebe  üntemidiiiiig 
nach  Analogie  der  «FuadaBeBta*'  eaAAlt  der  telir  s:iite,  koise  Anf- 
fstz  TOD  Guttzlaffi  Aeqvatio  modalaris  pro  tnacformatioiie  fimetioniim 
ellipdeamm  septimi  ordioiB.  (Creile.  Jo«nL  t  13  p.  173 — 177). 


Hote 

Die  TnntforMctitR  der  eBptiicfcee  hrtegrale  zweiter  Gaitang  nach 

Leieadre. 

In  dem  .^Premier  Sappl^meiit'*  seineB  grooMn  Weiiu  hat  Legendre 
p.  59  —  63  die  TransformatioiugleichaDgeB ,  welche  dem  Uebergange 
von  q  und  ^  der  Theta-FanctioDeii  entsprechen,  aof  die  Transforma- 
tion der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angewandt.  Das  Fol- 
gende enth&lt  eine  korze  Darstellung  der  mit  vielem  Geschick  durch- 
geführten Rechnung. 

In  der  ersten  Gleichung  30)  von  §  37  (p.  255)  werde  x  =  sin^ 
y  B=  sin^  gesetzt    Es  ist  dann: 

. 8in*9 


1)    sin^  =  5^/ir 


n 


9    '  sin^am 


2rÄ^ 

*     1 — A:' sin^o)  sin^am 

n 

Nach    der   Bezeichnung   yon   Legendre  genügen   9>  und  fp  der 

Gleichung: 

oder: 

2)  F(ip,k)  =  MF(%D, 
wo  M  und  /  durch  die  Gleichungen  27)  auf  pag.  254  bestimmt  sind. 
Die  directe  Substitution  des  Werthes  von  sin^  aus  1)  in  E(^j  l) 
^flhrt  zu  grossen  Weitläufigkeiten.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehn 
differentiirt  Legendre  die  Gleichung  2)  in  Beziehung  auf  Ar,  wobei 
dann  E{^)^  l)  zum  Vorschein  kommt 

In   Folge    der   Gleichung   19)    von   §  47   ist  allgemein   ftr  jede 
Transformation  nter  Ordnung: 

Vi    —  ^^ 
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Unter  Zniiehonf;  der  Gleichung  3)  von  f  27  werde  die  Qleiehnng 
2)  nach  k  differentiirt  Es  sind  /  und  M  nur  von  k  abliingig,  in 
Folge  der  Gleichung  1)  ist  fp  Function  von  k  und  9).    Hierdurch  folgt : 

A\    ^(y>  ^) /"(yi  k) Argjny  CQgy 

'       AA'»  *  *'M(9),*)   "" 

r.g(y, /)     F(%D     /ginycQgy"]     dl_ 
L  /r*  /  I^Mn>,l)  \     dk 

Man  setze  in  die  vorstehende  Oleichung  ftlr  -r:  seinen  Wertfa  aus 
3),  ferner 


dtp  J(V>,/) 

and   ans  2)  Fig)^  k)  =  MF(ip^  /).    Ans   der  Gleichung  4)   llsst  sich 
dann  folgende  Gleichung  ableiten: 

Ar^siny  cosy      P%\vLtp  cosy       Mkhf^  dtp 

Wegen  der  Allgemeinheit  der  Gleichung  3)  gilt  die  v^tehende 
Gleichung  auch  far  die  Transformationsgleichungen  von  §  39.  Die 
Tollfltftndige   Ausfahrung  der  rechten   Seite   der  Gleichung  5)  ist  von 

keinem  besonderen  Interesse.    Nur  in   dem  Falle,  dass  g>  ^=^  -^f  »Uo 

fix 
^  "-B  -X-*)  verschwindet  in  5)  auf  der  rechten  Seite  der  algebraische 

TheiL    In  diesem  Falle  ist  einfacher: 

Legt  man  die  Gleichung  1)  zu  Grunde,  so  ist: 
Nimmt  man  l  =  k^^  also  L  =  K'^  Z'  =«  A^,  so  folgt: 

'>(f)'-f 


*)  Nach  §  37  ist  (pag.  256)  ]^  =  ^/  die  Gleichung  2)  IXsst  sich  also 
sehreiben  nLFiipy  k)  =  KF(\i>,  0,  woraus  if;  ==  ^  fttr  ^  =  -^  folgt. 


5t2 

Läasi  sieh  k  duroh  diese  Gleiohang  bestimBieiii  so  geht  die  61d- 
cfanng  6)  ttber  in: 

Durch  Znsammenstellaiig  dieser  Gleichnng  mit  der  in  §  27  geAui* 
denen  allgemeinen  Relation: 

folgt,  dass  E  und  E^  sieh  dHrch  K  nnd  iT'^  ausdrücken   lassen,  wenn 
die  Gleichung  7)  für  ein  ganzzahliges  n  stattfindet 

Durch  Bekachtung  besonderer  Integrale    hatte   schon  Legendre 

dieses   Resultat   fftr   den   speciellen   Fall  k^  =  ^  ^  ^  j  ^  ="  ^-J- 
gefunden,  dann  ist  E  =  |/3  if'.  (Fonci  eil.  i  I  pag.  57—60).*) 


Note  xn. 

Entwickeiung  einiger  elliptischen  Functionen  in  Reiben  nach  Hermlte. 

Unter  dem  Titel :  ^Sur  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques^  (Compt 
Rend.  1863  t.  LVII  p.  613—618,  993—1000,  Joum.  de  Math.  Ann^ 
1864  2de  g^r.  i  IX  p.  145—158)  hat  Hermite  die  TransformationeD 
zweiter  Ordnung  in  einer  sehr  ingenieusen  Weise  zu  Entwickelangen 
angewandt,  deren  Deduction,  wie  die  meisten  Arbeiten  dieses  eminenten 
Geometers,  sich  durch  grosse  Eleganz  auszeichnet 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  15)  von  §  43  ist: 

\—k(k+ikfUvD}9jXLU 


cosam|^(Ar+iA:')w,  jfqp^j 


cosamu 
Wird  t  mit  — i  vertauscht,  so  folgt: 

[n        fA      ^+«^'1         1— Ar(A:  — tArOsin^amtt 

cosam  (k — tArO«,  ; — tt,    «=  ^ 

L  k — i/rj  cos  am  u 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 


(Ar+<^0  cosam 
+  (k — lArO  cos  am 


{k+ik^u,  j^^^    =  2A:cosam«, 


*)  Untersuchungen  ähnlicher  Art  findet  man  bei  Meissel:  Bemerkungen 
tiber  die  Reduction  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Grattang  aaf  die 
vollen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  fUr  denselben  Modul  (Archiv  flr 
Mathematik.  Theil  56  p.  337—348). 
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oder  Ar  ^b  eoBa  gefletst,: 

2co8a  cosKnlUj  cosa). 
Wird  cos  am  u  nach  der  Formel  von   Maclaurin   entwickelt,  so 
findet  man: 

2)  cos«n«  =  i-iii+a+4*«)r:o:4 

—(1  +44*«+16A«)  .-^+(1+408*»  +  912**+64A«)    "' 


1...6  1...8 

—  (l+3688*»+30768A*+15808A<+256*««)  -^  ctr, 

A  •  •  1  VF 

WO  zur  AbkUnung  l...n  statt  1.2. 3. ..n  gesetzt  ist    Von  n«^  1  an 
bat  der  Factor  yon 

1.2.3...(2n+2) 

die  Form: 

r  =  « 

r  =  0 
wo  i^  ">«  1,  da  für  Ar «»  0  sieb  cosamu  auf  cosu  reduciri    Die  Olei- 
cbnng  1)  giebt  dorcb  Vergleicbung  der  Factoren  von  u'"+*: 

3)      ^  i^r  coB(2n4-l  —  4r)a  =    ^  ^^(co8a)«^^ 
r  =  0  r  — 0 

Drflckt  man  recbts  (cosa)^^^  dorcb  die  Cosinus  der  ungraden 
Mnltipla  von  a  aosy  so  erbält  man  ans  3)  dnrcb  Gleicbsetzung  der 
Factoren  von  cos(2m+l)a  ein  System  linearer  Oleicbungen  zur  Be- 
stimmung Ton  Aij  A^...An'  Die  Recbnung  vereinfacht  sieb  etwas,  wenn 
Ar  '^  V^Or  gesetzt  wird,  wo  ^  —  Oq  ==  1.  So  giebt  die  Oleicbung 
3)  ftlr  n  =  4: 

cos9a+29a4Cos7a+2\i|  co8  5a+2^a3coe3a+2^oosa  «« 
eo8a+2>ai  cos'a+2^a5  cos* «+2*03  cos^a+2^4  coe'o. 
Hieraus  folgt: 

1  «.  04,  28a4  =  904+03,  2«ai  —  8604+703+0,, 
2«a8  =  84o4+21o3+5o2+o„ 

2^02  =  126o4+35ö5+10a2+3a|  +  l, 
also: 

a4  —  1,  03  =  247,  oj  =  1923,  a^  =-  922. 

Mit  der  Entwiekelung  der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen 

des   Arguments   hat   sich   zuerst   Gudermaim  eingehender   beschäftigt 

Mach  Anfiitelluttg   der  in  2)   gegebenen   Reihe   wird  die  aweite  der 
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Gleichungen  4)  von  §43,  nämlich  coBamCAü,  -j-)  «=  Jain(ti,  Ar),  snr 

directen  Hersiellung  der  Reihe  fbr  Jamu  benutzt    Die  Eniwickelung 
von  amu  folgt  aus: 

amu  ae    /     J^mudu. 


-/ 


0 

(Grelle.  Joum.  i  19  p.  80  u.  £)•  Fttr  die  Entwickelung  von  sinamN 
hat  Gudermann  (1.  c  p.  78)  die  ersten  Tenne  ausgeführt  In  Besiehnog 
auf  diese  Function  hat  Hermite  auf  folgende  Gleichung  aufmerksam 
gemacht.  In  Folge  der  Transformation  von  Landen  (pag.  299  GL  20) 
ist: 

(1+Ar0sinamt<  cosamtc 


sin  am 


[d  +*0«,  J-:^:^ 


üiamu 

j ^  2\/Jc 

Man  vertausche  hierin  k  mit  ttt  >  ^Xbo  td  mit   .  ,  . ,    femer   u 

l+Ar'  1+^' 

mit  (\-\-k)uu     Unter  Zuziehung   der  Gleichungen   17)   auf  pag.  342 

folgt: 


4)    sin  am 


[•-^•■«^  (iff:)'] 


',4  .  ./rx»       sinamt«        1+^sin'amu 
^       cosamuJamul — ^Arsm'amn 
Nun  ist: 

1  — k  sin^  am  2u — cos  am  2u  üj  am  2u 

sin  am  2u 
sinamu        l+^Bin^amti 


=  (\—k)^ 


cosamu  Jamu  1 — Arsln'amti 


Setzt  man  in  4)  -^  statt  u,   so   lässt  sich   diese  Gleichung  auch 

schreiben: 

Rl+l/it)«    .    /l— l/^VI         .1— Arsin^amtt— cosamw  JamM 

smam    k—^uu  [  — ^        ==  i 7= . 

L       2  '  Vl+l/^y  J  (1— l/Ä)»sinamM 

Vertauscht  man  k  mit  — k^  so  leitet  man  aus  der  so   erhaltenen 
Gleichung  und  der  vorstehenden  die  folgende  ab: 

(l-l/-^)^smam[-ii— u,  (^^jX_)  J 

-(l-l/^)^sinam[^±t^^       (J^J]  _  2l*sinami. 
Die   Anwendung    dieser   Gleichung    auf   die   Entwickelung   voa 
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5) 


6) 


Bin  amu  ist  indessen  nicht  so  einfach  wie  die  Anwendung  der  Gleichung 
1)  auf  cosamw.  Eine  Anwendung  wesentlich  verschiedener  Art  hat 
Hermite  von  den  Transformationen  zweiter  Ordnung  auf  die  Darstellung 
der  Zfthler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  gemacht  Das 
Verfahren  besteht  einfach  darin,  Zähler  und  Nenner  mit  derselben 
Theta-Function  zu  multipllciren  und  die  Resultate  des  §  40  zur  An- 
wendung zu  bringen.  Setzt  man  in  die  Gleichungen  9)  und  10)  für 
Q  seinen  Werth  (pag.  298  letzte  Zeile)  ein,  so  folgt: 

»(x)Ux)  =  *(2a:,^»)|/?^, 

Die  Gleichungen  23),  24)  und  30)  geben: 

Hx)  *i(x)  =  »tix,  \/q)  l/?^  , 

»1/  —  erhält  man  aus  den  Gleichungen  33) : 

TT!  TU  / y=. 

^            J€ 
TW  TH  / == 

»  (x)  »iix)  —  e     8  »t(x,  e^  \/q)  1/  ^!f-^ . 
Es  ist: 

^tix)  =  22](— 1)~^(«   )  sin(2m+l)a:. 
0 
Man  trenne  rechts  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  m^  setae 
im  ersten  Falle  m  =  2n,  im  zweiten  m  =»  — (2n+l).    Man  findet  so: 

d-dx)  =  2^^V  «  ;  Bin(4»+l)x  =  2q^2äq^^'^^'^fan(4n+\)x. 


Wegen   ^M 


7) 


OD 


— -OD 


Ebenso  folgt: 


1    _SL 


OD 


Im  Folgenden  soll  das  summirende  Element  n  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  — oo  bis  +oc  annehmen. 
Es  ist  nun: 


S26 


cosam— 


I  /IC»^  _  I  /A^frt(3;)»,(x)         I  /J 


Mittelst  der  Gleichungen  5);  6)  und  7)  geben  die  ▼OTstehenden 
Gleichungen  zu  folgenden  Entwickelungen  VeranUunung: 

ö)       BlBftni ^    .    /  — jTTft ST —    ^ 

l/2    l2(— l)'*?^*'''"'»n(4'»+l)^ 


9)     eosun 


2jKc  1     I  */P  *»(»,  l/«) 


l/f 


1/ 


«  |/2  V  *  *(2a:,  j») 


«' 


Z^( —  1  )'•  <?***  coB  4nx 


*/-        ^S^**'^'^WBi4n'hl)x 


2](— l)"?^*+*co»(4n+l)«  ' 


•n 


ii\    -.        2jKc        t/2g^      »t(^  g') 

11)  aiaaiii —  ' .  '  •  — — — ^r     •  • 

*,(x,e2|/5) 
1/2  4      2«***'*'*'*«i«(8«+2)« 
/3t»     2(— l)*«^*+*oo«(4n+l)a;* 

12)  COBMB =  1/2  1/  -p  '^-  w^ 

^g**^+*»am(8n+2)g 


^^1/S 


tTT 
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13)    J,JJ^^'^»e-^h(EL^^ 

2«^*"''"8in(4n+l)x 

Nimmt  man  in  8)  x  =  ä-  i  '"  10)  x  =  0,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 

4  4  

Diese  Oleichnngen  für  yk  und  ^k*  y  sowie  eine  Anzahl  ähnlicher 
Gleichungen  hat  zuerst  JcLCobi  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  ^eber 
unendliche  Reihen ,  deren  Exponenten  zugleich  in  zwei  Terschiedenen 
quadratischen  Formen  enthalten  sind/'  (Grelle.  Joum.  t  37  p.  76 — 77, 
Mathem.  Werke  IL  p.  82—83). 

Nimmt  man  in  11)  x  =  -^^  in  13)  o: ««  0,  so  findet  man: 

2(4«+ !)**"*"•■*" 


4._ 


Wie*       

2(_l)n(4^+l)^2ii«+«* 

Von  den  Gleichungen  9)  — 13)  hat  Hermite  noch  folgende  inter- 
essante Anwendung  gemacht    Es  sei: 

*)  Mittelst  der  Gleichung  für  {/£  lüsst  sieh  siemlioh   leicht  die  von 
Sohnke  (Grelle.  J.  1 16  p.  1 13)  aufgestellte  Reihe  finden. 
Setzt  man: 

multiplicirt  mit  dem  Nenner  des  links  stehenden  Bruchs,  so  findet  man  ohne 

Mtthe : 

ai  =  2,  09  =  4,  aa  =  8,  a^^U^  05  =  24,  «6  =  40,  «7  =  64,  at=100, 
a«=154,  Oio  =  2d2,  Oii  =  344,  a,s==504,  aia  =  728... 

4 

In  Folge  der  Gleichung  fllr  ]/Jc  folgt  dann: 

•?  =  /2^*[l-y-jr3 -4-^-4- ^tO-.^l»-^Il...][H.«,^l+.4l^+ll,yi,..]. 

Um  die  Entwickelung  bis  q^  zu  fuhren,  hU  man  nur  nOthig,  im  tweiten 
Factor  rechts  die  Reihe  bis  at^q^  forttusetaen. 
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14) 


X  {u,  k)  =  /l  +  Binaintt  l/F+^BlnamM, 

Xi(u,  k)  =  /i  +BiDamti  |/l — /rainamu. 
Nach  den  TraDsformationsgleichungeii  yon  Landen  (pag.  299) 
f/«  .  i^>.      1 — ^1        (1 +*')BinamttcoBamtt 
L  1  H-Ar'J  4  am« 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  14)  k  mit  .  und  u 

fl+Ar^)tty  Bo  findet  man: 


ist: 


Bin  am 


mit 


15) 


(  Si4  .  ,^x      1 — ^"1                      .    coBamt 
X\{\+k')u,  T-rrA  =  8inamtt+-;j 

—  Binamu  +  8inam(jr — u), 

A,[(l  +  *')«,|=p]-co8amM+    ^^^ 

=  coBamu  +  coBamCA" — u). 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  geben  durch  DiTision: 


Ar'  Bin  am  u 


coBam 


2Kx 


tjt 


m 

2./-. 


16) 


l/2      ""T  ^i{x,e    \/q) 


Jam 


2irx 


l/^ 


-  e 


Hix^q^  • 


Ebenso  erhält  man  »ob  8)  nnd  13): 

Li   •  ^ife 

Ar  Binam »/rv  a  /    i/~\ 


^^2^  ,/2l^   **(2x,,«)- 


■.n 


Eb  iat: 


18)    *i(ic,  p)+*2(«,  p)  =  *2(-2  — ^1  ;>)+*«(«,  p) 


da: 


S»fl\l 


i^m 


[coB  (2n+ 1)  (-S- — a;)+eo8(2j»+  l)x] 


OD 


OD 


COB 


2«+i_  _(?!^r 


J€  p    ^  ^  coB(2n+l)(a; — ^) 


OD 


^~^coB(2n+l)(x— ^), 


GD 


coB(2n+l) 


l/2"     ' 


l 


n 


n 


2m, 
2»i+l, 


(-1) ' 


^T  • 
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Mit  Rflcksicht  daranf,  daas: 

iebt  die  Oleiohang  17)  p  <«  ^  ^  l/^  gesetzt: 

TTt  m 

9)    ^1/2^8  2«/«)     ^   ^coB(2n+l)(a;-|)- 


OD 

in 


0) 


Fflr  p  •—  ]/q  erhalt  man  aus  17): 
y^2(-l)    '    0^)    *      co8(2n+l)  (»-i)  - 

00 

TW  Wl 

2JKc 
In  den  Gleichungen  15)  nehme  man  u  «»  .     Mit  Bflckaicht 

ut  die  Gleichungen  8),  9),  16),  17),  18)  und  19)  folgt: 

Tri  ni  ni 

;i|_(l  +*0  — ,  qipj  -=  -^  ^(2^^  ^^ 


1)    ^ 


i+A']""!/!  l/ ■ 


.i«,*/;f7*i(^-f,<^^l/«) 


e     8 


Ä         *(Zr,  ^*) 

Geht  q  ttber.in  (/ij  so  gehn  nach  Qlticfauiigen  39)  und  81)  von 

2\/k 
40  k  und  K  respectiye  über  in  t^  und  (l+k)K. .  £fi  geht  also 

Ennep«r,  cUlpt.  Fnnotlonen.  33 
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kf  Aber  in  ^  und  {\+k^K  Ober  in  HX.  "Lkast  mäa'  in  den  Olei- 
chongen  21)  q  und  x  respective  Hbergehn  in  \/^  nnd  '^,  m  folgt: 


2 


'ITVk      .'^^       «coB(4n+l)-— - 


e4^- ')  -  m 


ix 


^.2^A 


^K"'  )     y  VF  »(«, «) 

Die  Gleichungen  14)  and  15)  T«n  §  22  geben  anch: 

1kli[ .        2Kx ,   .       2K/X        \] 
«nun >-8inftm — {-s — x]    «« 


fi^JV*         .'2r--l         .„        .-/jr       '\ 

1 

■;|S(-i)-i4:5iip««(*'»+i)(T-^) 


4  ® 


1/5 


S^^  IJ^-fe^SS^x  feo;(4»-l)  (I  -*). 


...  •  ^1 

Nimint  man  in  der  ersten  Bsninie'"m  .«>«,-  in  der  kWÜMn  m 
— n,  so  ist  auch: 

^{^8ln«tar^+Aik«^(,^-a:jJ  - 


•  ■»  _     .1 
OD 


4V^2(— *)^5tfei-'«»Hn+l)  (y*"*' 


fit>dft80 
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cosam hcosam 

^  L  ^ 

1 

OD 


4l/22(--l)-  1^1  C0B(4»+1)  {^-^. 

/-  X 

LftSBt  man  in  diesen  Gleichungen  q  m  yq  and  ^  in  -ä*  übergehn, 
80  erhält  man  fttr  die  Toneioneii  X  und  Xi  die  folgenden  Reihen: 

e^•*)-'^?.'-'^-^"•<-"(|-T).• 


<"'*)- '^^<-^;;J=;-'*-+''(f-f) 
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